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EXERCICES 

DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


PREMIERE  PARTIE. 


DES   FONCTIONS   ELLIPTIQUES. 

A.  PRÈS  avoir  épuisé  les  formules  diflerentielles  qui  s'intègrent 
tant  algébriquement  que  par  arcs  de  cercle  ou  par  logarithmes,  les 
Géomètres  s'occupèrent  de  rechercher  toutes  celles  qui  sont  inté- 
grables  par  les  arcs  d'ellipse  ou  p&r  les  arcs  d'hyperbole  (  '  ).■ 
On  avait  lieu  de  croire  que  ces  transcendantes  tenaient  le  premier 
rang  après  les  fonctions  circulaires  et  logarithmiques,  et  il  impor- 
tait au  progrès  des  nouveaux  calculs  ,  de  ramener  à  un  point 
|de  difficulté  bien  connu,  toutes  les  intégrales  qui  étaient  susceptibles 
"de  cette  réduction. 

Les  formules  qu'on  peut  intégrer  par  cette  voie  se  trouvèrent 
très-nombreuses  ;  mais  il  n'y  avait  point  de  liaison  entre  les  résultats, 
et  ils  étaient  loin  de  former  une  théorie. 

Un  Géomètre  italien  ,  d'une  grande  sagacité ,  ouvrit  la  route  à  des 
spéculations  plus  profondes  (^).  Il  prouva  que  sur  toute  ellipse  ou 


(')  Maclaurin.  Traité  des  Fluxions.  —  D'Alemhert.  Mém.  de  Berlin.  174^. 
0  Fagiiani.  Produzioni  matematiche ,  Tora.  II. 


^     r,u^..^jL.  ^^^^.^  *^^—  /— ^  ..^.^^^ ^ 


ù  PREMIERE  partie; 

sur  toute  hyperbole  donne'e ,  on  peut  assigner  ,  d'une  infinité  de 
manières  ,  deux  arcs  dont  la  différence  soit  égale  à  une  quantité 
algébrique.  Il  démontra  en  même  temps  que  la  lemniscate  jouit  de 
cette  singulière  propriété,  que  ses  arcs  peuvent  être  multipliés  ou 
divisés  algébriquement,  comme  les  arcs  de  cercle  quoique  chacun 
d'eux  soit  une  transcendante  d'un  ordre  supérieur. 

Euler ,  par  une  combinaison  qu'on  peut  TWgarder  comme  fort 
heureuse ,  quoique  ces  hasards  n'arrivent  jamais  qu  à  ceux  qui  savent 
les  faire  naître ,  trouva  l'intégrale  algébrique  complète  d'une  équar 
tion  différentielle  composée  de  deux  termes  séparés,  mais  sem- 
blables ,  dont  chacun  n'est  intégrable  que  par  des  arcs  de  sections 
coniques  (*). 

Cette  découverte  importante  donna  lieu  à  son  auteur  de  comparer 
d'une  manière  plus  générale  qu'on  ne  l'avait  fait  avant  lui,  non- 
seulement  les  arcs  d'une  même  ellipse  ou  d'une  même  hyperbole, 
mais  en  général  toutes  les  transcendantes   comprises  dans  la  for- 

—^3  OÙ  P  est  une  fonction  rationnelle  de  J7 ,  et  R  un  radical 

de  la  forme  \/{cL'\-Qx  -{-yx*  +  i'x^  -f-  ex*  )  ,  a,  ^ ,  ^ ,  cT ,  e ,  étant 
constans. 

L'intégrale  trouvée  par  Euler  était  trop  remarquable  pour  ne  pas 
fixer  particulièrement  l'attention  des  Géomètres.  Lagrange  voulut 
faire  rentrer  cette  intégration  dans  les  procédés  ordinaires  de 
l'analyse;  il  y  réussit  par  une  méthode  fort  ingénieuse  (^)  ,  dont 
l'application  s'élève  graduellement  des  transcen-dantes  inférieures 
aux  transcendantes  Eulériennes  ;  mais-  il  essaia  iatitilement  de  par- 
venir à  un  résultat  plus  général  que  celui  d'Euler. 

Peu  de  temps  après,  Landen ,  géomètre  anglais,  démontra  que^^ 
tout  arc  d'hyperbole  peut  être  mesuré  par  deux  arcs  d'ellipse  (^);^lr 
découverte  mémorable  qui  réduit   aux  seuls  ares   d'ellipse   toutes 
les  intégrales  qu'on  n'avait  pu  exprimer  jusques-là  que  par  la  recti- 
fication des  deux  courbes. 

Enfin  Lagrange  se  signala  de  nouveau  dans  la  même   carrière  , 


(')  Eulev.  Novi  Com.  Petrop.  Tom.  VI  et  YII. 

(0  Mém.  de  Turin,  Tom.  IV. 

(^)  Mathematical  Memoirs,  by  John  Landen  ,  1780. 
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en  donnant    une    méthode  générale  (')    pour  ramener,  par   des 

-jT—  à  l'intégrale  d'une  for- 
mule semblable  qui,  par  la  disposition  de  ses  coefficiens,  est  facile 
à  évaluer  par  approximation.  Ces  transformations  ont  le  double  but 
de  servir  à  la  comparaison  d'une  suite  de  transcendantes  formées 
d'après  la  même  loi ,  et  de  conduire  aux  approximations  les  plus 
i^^apides  dont  ces  fonctions  sont  susceptibles. 

Telles  étaient  les  principales  découvertes  des  Géomètres  dans  la 

/Vdx 
-jT— ,  lorsque  je  publiai 

mes  RecbercKes  sur  l'intégration  par  arcs  d'ellipse  (*).  La  première 
partie  avait  été  composée  avant  que  j'eusse  connaissance  du  théorème 
de  Landen  ;  elle  contenait  des  vues  nouvelles  ^ur  l'usage  des  arcs 
d'ellipse ,  et  particulièrement  un  moyen  d'éviter  l'emploi  des  arcs 
d'hyperbole  dans  le  calcul  intégral ,  en  y  suppléant  par  une  table 
d'arcs  d'ellipse  dressée  convenablement.  Je  donnai  ensuite  une  nou- 
velle démonstration  du  théorème  de  Landen ,  et  je  prouvai  par  la 
même  méthode  ,  que  toute  ellipse  donnée  fait  partie  d'une  suite 
infinie  d'ellipses  tellement  liées  entre  elles ,  que  par  la  rectification 
de  deux  de  ces  ellipses  ,  prises  à  volonté,  on  obtient  la  rectifica- 
tion de  toutes  les  autres.  Ces  ellipses  ayant  un  demi-grand  axe 
commun  égal  à  l'unité  ,  et  leurs  excentricités  variant  suivant  une  loi 
connue,  depuis  zéro  jusqu'à  l'unité,  on  peut  par  ce  théorème  réduire 
la  rectification  d'une  ellipse  donnée  à  celle  de  deux  autres  ellipses 
aussi  peu  différentes  du  cercle  qu'on  voudra.  C'était  un  pas  de  plus 
dans  une  carrière  difficile. 

Mais  cette  matière ,  et  en  général  la  théorie  des  transcendantes 

/Vdx 
-g—,  demandait  à  être  traitée  d'une  manière  plus 

méthodique  et  plus  approfondie.  C'est  ce  que  j'essayai  de  faire  dans 
Taon  Mémoire  sur  les  Transcendantes  elliptiques,  publié  en  1795. 
Je  me  proposai  dans  cet  ouvrage ,  de  comparer  entre  elles  toutes 
les  fonctions  comprises  sous  cette  dénomination  j  de  les  classer  en 
différentes  espèces ,  de  réduire  chacune  à  la  forme  la  plus  simple 


(')  Nouveaux  Mémoires  de  Turin,  ann.  1784  *t  1785  ,  Toni.  U- 
O  Mém.  de  l'Acad.  des  Sciences  de  Paris,  ann.  1786* 
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dont  elle  est  susceptible ,  de  les  évaluer  par  les  approximations  les 
plus  promptes  et  les  plus  faciles  ;  enfîa ,  de  former  de  l'ensemble 
de  cette  théorie  une  sorte  d'algorithme  qui  put  conti^ibuer  à  étendre 
le  domaine  de  l'analyse. 

Ayant  repris  la  suite  de  ces  recherches  ,  après  une  longue  inter- 
ruption ,  j'ai  réussi  à  perfectionner  celte  théorie  dans  quelques 
parties  ,  principalement  dans  celle  qui  concerne  les  fondions  ellip- 
tiques de  la  troisième  espèce.  Ces  améliorations  étaient  de  nature 
à  apporter  quelque  changement  à  mon  premier  travail  ;  j'ai  donc 
cru  devoir  traiter  cette  matière  dans  un  nouvel  ordre ,  en  lui 
donnant  de  plus  grands  développemens  et  Téclaircissant  par  des 
exemples  choisis.  C'est  le  résultat  de  ce  dernier  travail  que  je  pré- 
sente dans  ce  moment  aux  Géomètres  ;  j'espère  qu'ils  voudront  bien 
*  l'accueillir  comme  une  nouvelle  branche  d'analyse  qui  peut  offrir  de 

belles  et  d'utiles  applications. 

.«^^  <^2^  JU  j*r  ^Ji  Idée  générale   des   différentes   sortes    de    transcendantes   contenues 

/~  Pdx 

^^  =      -iCi^*     r->3e^         ^^J'  f^ous  représentons  par  P  une  fonction  rationnelle  quelconque 

de  ûCy  et  par  R  le  radical  \/Çct-^€x-j-yx*-\-o'x^'-{-ex'^)  :  Ce  radical 
restant  le  même ,  on    peut    donner   une    infinité  de  valeurs  à  P  ; 


^  -e^  ^£ 


=) 


^  ^^  mais  il  n'en  résulte  pas  pour  cela  une  infinité  de  transcendantes  de 

nature  différente.  On  peut  toujours  par  des  intégrations  partielles , 

/Vdx 
-^    à  une  partie  algébrique,  plus  un  certain 

nombre  de  transcendantes ,  qui  sont  toujours  de  la  même  forme  et 
de  la  même  nature.  C'est  ce  qu'il  s'agit  de  développer. 

Supposons  d'abord  que  P  soit  une  fonction  entière  de  x ,  ensorte 
qu'on  ait  P=:A-i-B^+C^*+. . .  .+  R,2^*.  Si  on  représente ,  pour 

abréger,  l'intégrale /^^  par  IT",  il  est  clair  qu'on  aura 

f^  =  An«-|-  Bn'+cn*-i-. . .  .+Kn*  .- 

or,  en  différentiant  la  quantité  a:"'~^R ,  et  revenant  de  la  différen- 
tielle à  l'intégrale,  on  trouve  cette  formule 

or-r'R  —  (  m—  3  )  an—4-f-  {m  —  |  )  ^n"-^  -f.  (  w  -^  2  )  yW^^ 
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d'où  il  suit  que  lï",  ri""',  etc.  peuvent  s  abaisser  successivement  a 
des  degrés  inférieurs,  et  qu'on  peut  continuer  la  réduction  jusqu'à 
ce  qu'on  n'ait  que  des  quantités  au-dessous  de  11^;  car  la  réduction 
de  n^  est  encore  possible,  parce  que  dans  le  cas  de  /?z=  5,  le  terme 
qui  semblerait   devoir  contenir  n~*  s'évanouit.  Donc  P  étant  une 

fonction  entière  de  x ,  l'intégrale  /— s—  pourra  toujours  se  réduire  à 

une  quantité  algébrique,  plus  une  transcendante  qui  sera  constam- 
ment de  la  forme 

/(A+Bx  +  Co;')^.     . 

(2).  Considérons  maintenant  la  formule  dans  toute  sa  généralité, 
et  soit  P  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  JC  :  on  fera  comme  ' 

s'il  était  question  d'intégrer  la  fraction  rationnelle  Vdx  ;  on  extraira 
d'abord  la  partie  entière  qui  peut  y  être  contenue ,  et  cette  partie 
sera  traitée  comme  il  vient  d'être  dit.  On  décomposera  ensuite  le 
reste  en  plusieurs  fractions  partielles ,  selon  le  nombre  des  facteurs 
du  dénominateur  ;  de  là  résulteront  autant  de  termes  dans  l'intégrale 
totale  ,  et  chacun  de  ces  termes  pourra  être  représenté  par  l'exprès-  z.         t  ^       A  •* 

/•          /7  *  **  .  /    ' 

■z — ; rr^.  Or  ,  il   est    facile   de  réduire  tous  les  Af»? 

termes  de  cette  espèce  à  des  termes  semblables,  oh  k=i  ;  c'est  ce 
que  nous  allons  prouver  dans  un  instant.  Observons  auparavant  que 
si  le  dénominateur ,  au  lieu  d'être  complexe,  était  simplement  x*^ 

l'intégrale  /  -7^ ,  et  toutes  les  semblables  oii  A:  >-  i ,  pourraient  se 

déterminer  par  le  moyen  de  l'intégrale  /( — f-B+Cx-f-Dx' j -r^,  il 

suffirait  pour  cela  de  donner  à  m  — 4  des  valeurs  négatives  dans 
la  formule  de  l'article  (i). 

/'        dx 
zr-— — yp^  que  nous  appellerons  T*. 

Si  ou  fait  I  -j-/zx=ct) ,  et  qu'on  prenne  les  coefficiens  a',  C,  etc.  y 
de  manière  qu'on  ait  l'équation  identique 


i^" 
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on  trouvera  par  la  différentiation  de  la  quantité  w*-^'/?  cette 
formule  générale  : 

D'où  il  suit  que  les  quantités  r%  T^j  etc.,  peuvent  se  déterminer 
aumoyender^^r^r-sr—ior,^^^"^^,  r-'=/(i +«x)^, 

V"''  =f(i  -h  nxY  -:^.  Donc  en  général  la  formule  fz — — i—— ,  et 

toutes  les  formules  semblables  dans  lesquelles  k  est  plus  grand  que 
l'unité ,  se  réduiront  toujours  à  une  partie  algébrique ,  plus  une 
intégrale  de  la  forme 

/(ti^  +  b  +  c^  +  d^Ot- 

*(3).  Nous  conclurons  de  là  que ,  quelle  que  soit  la  fonction 
rationnelle  de  x  représentée  par  P,  l'intégrale/  -jasera  toujours 
décomposabl«  en  trois  parties  principales ,  la  première  algébrique  , 

dx  .    ., 

la  seconde  de  la  forme/'(A  +  Bj:H-Ca:*)^,  et  la  troisième  reu- 

fermant  un  ou  plusieurs  termes  de  la  forme  N  / ,  , — r^ ,  où  le 
coefficient  n  peut  être  réel  ou  imaginaire. 

On  voit  par  cette  analyse  que  le  nombre  des  transcendantes 
comprises  dans  la  formule  j  -^  est  très-limité.  Il  n'en  existe  que 

de  deux  espèces  principales,  l'une  de  la  forme/(A-f-B^-|-Ca:*)-j^, 

l'autre  de  la  forme  f- — ; r-^.   J'observe  même   que  tant  que  n 

est  réel,  celte  seconde  espèce  est  comprise  dans  la  première,  et 
s'y  ramène  immédiatement ,  en  faisant  i  -f-  nx  c=  -. 

Ces  réductions  générales  une  fois  aperçues,  nous  allons  suivre 
une  autre  route  pour  parvenir  à  une  connaissance  plus  précise  des 
mêmes  transcendantes. 
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Manière  de  faire  disparaître  les  puissances  impaires  de  la  variable 

sous  le  radical. 

(4).  Le  radical  étant  toujours  \/{et'\-€x-\'yx^ -{- ^x^ '\' ix^)  f 
supposons  que  la  quantité  sous  le  signe  soit  décomposée  en  deux 
facteurs  réels  ^  +  2>fx -f- ôx%  A -h  a/>ta7-4- f^r*.  Ces  facteurs  doivent 
être  de  même  signe  pour  que  le  radical  soit  réel;  ainsi  on  peut 
supposer 

Ç  4-  2y\x  4-  6x*  =  (X  H-  2jxx  -j-  vx*)y*. 
De  là  on  lire, 

•^  —  e  —  vy>  ' 

et  si  on  appelle,  pour  abréger,  Y  le  radical  de  cette  expression, 
on  aura  —  =  -^.  La  valeur  de  x  étant  substituée  dans  P ,  on  voit 

que  la  différentielle  — ^  o\x  -^  se  décomposera  toujours  en  deux 

parties,  l'une  rationnelle    et  intégrable   par  les  règles  ordinaires, 

l'autre  affectée  du  radical  Y,    mais  telle,  qu'il  n'y   aura  que  des 

J  puissances  paires  de  j  sous  le  radical  et  hors  du  radical.  Ainsi 

l'intégration  de  la  formule  -jr-  se  réduit  toujours  à  celle  d'une 

formule  de  la  même  nature,  dans  laquelle  P  et  R  ne  contiennent 
que  des  puissances  paires  de  x, 

(5).  Cette  méthode  est  générale;  cependant,  comme  la  valeur 
de  x,  qui  doit  être  substituée  dans  P,  est  un  peu  compliquée, 
il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  qu'on  peut  parvenir  au  même 
but  par  une  substitution  beaucoup  plus  simple ,  qui  consiste  à  faire 

x:=^\^^    p  et  g  étant  deux  constantes  indéterminées. 

Reprenons  les  facteurs  t,  -h  2>1^  -f-  9^^%  ^"f*  spto:  +  ivr%  et  subs- 
tituons dans  chacun  d'eux  la  valeur  de  x,  on  pourra  faire  abstraction 
du  dénominateur  commun  qui  sort  du   radical ,  et  pour  que  les 


f^uJi. -r  -  t'^^ii^  t^^      f  te.  if!*K^j)  .      2  — W--  ^^V/-^.    /  r/n, 


•  -^ — Tk*-      * 
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'^^^  ^-/*'  ^^"^  puissances  impaires  de  j  disparaissent  dans   les  nume'râteurs^J  il 

faudra  qu'on  ait 
^— ^  ^^ — ■;-X  ^ 

A  +  /t  (/?  -f-  ^j  -f-  yyP^  =  O. 

Ces  deux  équations  donneront  des  valeurs  rationnelles  de  /?  +  ^ 
et  pq  ;  mais  pour  que  p  et  q  soient  réels ,  il  faut  encore  que 
{p-\-qy  —  ^pq,  ou  (/?  —  qy  soit  positif.  Or,  on  peut  distinguer 
deux  cas  : 

1°.  Si  la  quantité  a  +  ^j:  -f-  yx'^  +  etc.  n'a  pas  tous  ses  facteurs 
réels ,  on  pourra  supposer  que  X  +  ^jjlx  -f-  vx''  en  contient  deux 
imaginaires,  et  qu'on  a  en  conséquence  Kv  >-/*'.  Mais  la  secoijde 
des  équations  en  ^  et  ^  donne 

donc  dans  ce  premier  cas  le  second  membre  est  positif,  et  les 
valeurs  àe  p  ei  q  seront  réelles. 

n".  Si  la  quantité  a  +  ^jc  +  etc.  a  tous  ses  facteurs  réels,  et 
qu'en  la  décomposant  en  deux  facteurs  du  second  degré,  comme 
on  vient  de  faire ,  il  n'en  résulte  pas  des  valeurs  réelles  pour  p 
et  q  ;  alors  on  observera  qu'il  y  a  deux  autres  manières  de  dé- 
composer la  quantité  du  quatrième  degré  en  deux  facteurs  du 
second,  et  on  peut  être  assuré  que  ces  deux  nouvelles  combi- 
naisons donneront  des  valeurs  réelles  pour  p  et  q.  En  voici  la 
démonstration. 

Soient  a,  b,  c y  d  les  quatre  valeurs  de  x  qu'on  a  en  faisant 
R  =  o  ,  les  équations  qui  déterminent  p  et  q  pourront  s'écrire 
ainsi  : 

ab'-'{(a'\'b)(p'\-q)+pq=:o. 
cd  •— ^  {c  +  d)  {p -{- q) -{- pq  z=:  o  y 

et  il  en  résulte 

P  -\-  q ah  —  cd 

2       """  a  -\~  b  —  c  —  d' 
p  —  q\ a  —  c.a — d.h  —  c.h — d 


'■y- 


(a-i-b  —  c  —  dy 

Or, 


//- 


vc/       c/i*..     'i^^,  //.  ^^   [Hûl)  ,A   ^v<'  --A. 
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Or ,  on  est  maître  de  rendre  positif  le  numérateur  dé  cette  der- 
nière quantité;  car  supposons  que  a,  b,  c ,  d,  soient  écrites  dans 
l'ordre  de  leur  grandeur,  les  racines  négatives  venant  après  les 
positives,  alors  les  différences  a — b,  a-^c,  etc.  seront  toutes 
positives ,  et  /?  —  q  sera  réel.  On  aura  encore  p  —  q  réel ,  si  on 
prend  pour  «  et  Z>  les  extrêmes  en  grandeur  des  racines  a,  b,  c,  d. 
Enfin,  la  troisième  combinaison  donnerait /?  — «7  imaginaire. 

Donc  par  la  substitution  de  0:=^^  JT"^,  il  est  toujours  possible 

de  faire  disparaître  les  puissances  impaires  de  la  variable  sous  le 

radical ,  et  en  même  temps  on  obtient  cet  avantage ,  que  les  deux  1 

facteurs,  sous  le  nouveau  radical,  sont  réels  et  de  la  forme y-f-^%  ' 

ce  qui  est  un  point  essentiel,  et  qu'on  n'obtiendrait  pas  toujours 

par  la  première  méthode. 

Remarquons  qu'il  y  a  deux  cas  particuliers  à  examiner.  -     -trr 

i'.  Lorsque  l'une  des  racines  a  çX  b  est  égale  à  l'une  des  racines  ù^r^f^^'    ^^       /^^^ 

c  et  û?,  le  radical  R  se  simplifie;^ et  l'intégrale  ne  dépend  plus  que  ^rrf^^  ^^^^  / 

des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes.  A^^*^',-^-^"^--    -  ^ 

2".  Si  l'on  a  a  -^bz=zC'-\-  d ,  il  suffît  d'une  simple  permutation 

pour  cesser  d'avoir   a'{'bz=c-\-d;    mais   on  peut  aussi  profiter 

de  cette  circonstance  pour  faciliter  la  transformation.  En  effet,  les 

deux  facteurs  de  la  quantité  sous  le  radical  étant  alors  de  la  forme 

A  -+-  >'  (a:*  +  2mx) ,    C  H"  Q  («^^  +  2/7ZX')  ,  il   est   clair   que   si  on  fait 

x-f-ws^j",  les  puissances  impaires  delp  variable  disparaîtront. 

Réduction  de  la  différentielle  —77—  à  la  forme  -—r — ^-^ ; 

(6).  Puisque  par  une  première  préparation  on  peut  faire  ensorte 
qu'il  n'y  ait  pas  de.  puissances  impaires  de  la  variable  sous  le  ra-  ^, 

dical,  nous  ferons  désormais  R  =  \/(a  +  ^x*  +  ^j:+).  Nous  sup-  ^;     ^^        c^^ 

poserons  aussi  que  P  est  une  fonction  paire  de  X",  car  quelle  que 
soit  la  fonction  rationnelle  P ,  on  peut  toujours  faire  P  =  M  +  N^,  .^^  "-^^^^ 

M  et  N  étant  des  fonctions  paires  de  x  ;  or  la  partie  se  ra-  ^^_^j 

mène  aux  règles  ordinaires,  en  faisant  j:' =j' ;  ainsi  toute  la  dif-  <^  -^^ 

ficulté  se  réduit  à  intégrer  la  formule  — 5— >  dans  laquelle  M  est 
une  fonction  paire  de  x, 

2 


-f-   — 


-+■  -f- 
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Cela  posé ,  nous  allons  prouver  par  Vénume'ration  des  differeris 

,  .  dx 

cas,  que  la  dîfierenlielle  -^  peut  toujours  se  ramener  à  la  forme 

mdip 


,  où  Ton  a  c  plus  petit  que  l'unité. 


V/(i — c='sin^(p)■ 

X  Premier  cas.  Supposons  l^  facteurs  de   a,^^x*-\-yx^  imagi- 

naires, et  représentons  cette  quantité  par  À*+2A/;c:r"cos9-f-iW,*.r% 
A  et  yu,  étant  positifs  ,   et  cos  0  pouvant  être  positif  ou  négatif.  On 

fera  œ  =  \/(-  )  •  tang  ^  <p,  et  prenant  c  =  sin  ^  9 ,  on  aura  la  trans- 
formée 

dx 1  d(p 

Ji  !      Second   cas.    Soit  a  +  ^jc°+  yx^  =  m*  (  i  +;?*jc*  )  (  i  —  q^x^  )  ; 

la  limite  de  x  étant  -,  on  fera  x  =  -  cos  (D  et  ■   ,    ^=  c%  ce  qui 

9  '  q  ^        P  +7 

dorinera 

lï  mp'  V/(i— c*sijn'<p)" 

Si  on  voulait  que  la  transformée   fut   positive  ^   il  faudrait   faire 
cot  (p=  \/(i  —  c"*)  tang  "^ ,  ce  qui  donne   directement 

x" 


q'^  _|_  p2  cos"-*-  ' 

et  la  transformée  serait  _g^ 

dx  c  d-ir 


R  mp  '  \/(i — c'ûyf-i'')' 


W       Troisième   cas.  Soit  a  +  ^jc^  +  j^x^  ==  w»  (  i  +/?»x*)  (x=  — <7^),      ^  //j 
on  fera  x=  -^ ,     /,  ^  =  c%  et  on  aura  ■^''z 


Il  m'  \/(i~c"sin»' 

I v'j      Quatrième  cas.    Soit  a  +  ^jc'' -f- yx^=  m*  (i  -|-/?*x*)  (  i  +  ^'^'') , 
on  supposera  /?  >  ^^ ,  et  taisant  x  ==  — ^— ,  ^^ — r^=  «?%  on  aura 

dx  1  f/<p 


V  )     Cinquième  cas.  Soit  «4-  ^•^'  +  y^^  =  w*  (  i  —  /^'jf*)  (i  —  q'x")  , 
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on  supposera  p'>(j,  et  faisant  ;7x  =  sin  Ç) ,  ^  =  c ,  la  transformée 

sera 

dx 1  dqi 

R         mp'  \/(i — c^sin'f)* 

Cette  formule  servira  depuis  j:^  =  o  jusqu'à  jc  =  -  ;  le  radical  R 

serait  imaginaire  depuis  x  =  -  jusqu'à  ^  =  -  ;  mais  il  redevient 

re'el  depuis  ^  =  -  jusqu'à  ar=  oo.   Dans    ce  dernier    cas,  il  faut 

écrire  R*  =m*  (o»x* —  OC^»^»— i) ,  et  faisant  qx=z  -^ ,  ^=  c  ,  la 
^^  "^  ^  '  ^  '  '  sm  Ç)  '  p  * 

transformée  sera  ^  ."^^tgi^a^y  Si  on  veut  qu'elle  soit  positive  , 
il  faudra ,  comme  ci-dessus  ,  faire  cot  (p  =  \/(  i  ' —  c*  ) .  tang  "f* ,  ce 
qm  donnera  directement  x*  =  — - — r— -  ,  et  la  transformée  sera 

dx  1  f/* 


formule  absolument  semblable  à  la  première  ;  d'où  il  suit  que  l'inté- 
grale de  -^  pour  le  cas  de  a:  >  - ,  se  déduira  toujours  de  la  même 
intégrale  ,  prise  en  supposant  x  <C^. 

V^J      Sixième  cas.  Enfin,  soit  et^Qx^-^  ^a:*=:m*  (a:* — (7*)  (»* —  x*)  " 
alors   X    doit    être    compris    entre  p  etc.  Soit/)>^,  et  soit  fait 

mule,  l'angle  "^  a  une  limite;  pour  en  introduire  un  indéfini,  soit 

P'  —  (J" 
?"  =  '- — —■ ,  on  aur« 

P      ' 

dx  1  d(p 


sin  "^  =  c  sin  (p  et  c"  =  ^ — r-^ ,  on  aura  la  transformée 


R'  mp  '  v/Ci  —  c^sin^çi)* 

à  laquelle  on  serait  parvenu  directement  en  faisant 

1 — c*sin"(p 


(7).  On  peut  remarquer  maintenant,  qu'abstraction  faite  du  premier 
cas ,  les  valeui's  de  x*  qui  opèrent  la  réduction  cherchée ,  sont  tou» 


t^^^ 
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jours  de  la  forme  ^±A^^  ^ù  les    coefficiens  sont  constans.   Il 

ne  s^agit  plus  que  de  substituer  cette  valeur  de  x^  dans  P  ,  et  la  for- 

/p  j                                                                                  ' 
^-    sera  transformée  en   une   autre  f-rr-^ .    dans 

Jaquelle  c  sera  plus  petit  que  l'unité,  et  Q  sera  une  fonction 
rationnelle  paire  de  sin  (p  ,  laquelle  contiendra  sin  <p  au  même 
degré  que  P  contient  x.  . 

Nous  faisons  abstraction  du  premier  cas ,  parce  que  la  forme  de  .^u 

la  valeur  de  oc  est  un  peu  différente  ,  et  que  d'ailleurs  en  suivant  la    P  -  j^  ^  *  ^u 
méthode  de  l'article  5,  on  évite  ce  cas,  puisqu'on  tombe  toujours 
sur  des  facteurs  réels.  Mais  nous  reviendrons  dans  un  autre  article 
sur  le  cas  des  facteurs  imaginaires. 


Développement  de  la  formule  f- 2^ 


c^s'm'^çy 


(8).  Nous  représenterons  dorénavant  le  radical  \/(ï — c'sin*(p) 
par  A  ,  et  aussi  par  A  (cp)  et  A  (  c ,  (p  ) ,  lorsqu'on  le  regardera  comme 
fonction  de  (p,  ou  comme  fonction  de  c  et  <p. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  Q  serait  une  fonction  entière,  et 
soit  Q  =  A  -}-  B  sin»<p  -f.  C  sin'^^p  -{-  etc.  ;    si   on    représente   pour 

abréger,  l'intégrale ^^^^il^^l^i^  par  Z"%  on  aura 

Z'\  ti^'-AC^Çf'  f^  ==  AZ°+BZ^+CZ^+  etc. 

'^XiT^^^^lo^^^r        '^^^l'^''  différenliant  la  quantité  A  cos  (p  sin^^-^cp,  on  trouve  aisément: 
^'    la  formule 

Acos(psin»*-3(p=(2A--.3)Z*^-'f-(i-f.c»)(2;^-.2)Z*^-»+c»(2;^-i)Z*V 
d'où  il  suit  que  Z^,  Z^  etc.  peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  Z«' 
If  Z%  et  qu'ainsi  dans  le  cas  où  Q  est  une  fonction  entière ,  Tinté- 
graie  j-^  est  égale  a  une  quantité  algébrique,  plus  une  intégrale 
de  la  forme /(A +  B  sin»®)  ^. 

(9).  Soit  maintenant  Q  une  fonction  quelconque  rationnelle  de 
5m*<p-  après  avoir  extrait  la  partie  entière,  et  l'avoir  traitée  comme 


2V77-iJ 


-7  ^      —      M   -^- 


Crr 


DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  i5 

îl  vient  d'être  dit ,  le  développement   de  la   partie    fractionnaire 
pourra  toujours  se  faire  de   manière  que  chaque  fraction  partielle 

soit  de  la  forme  -. — : — .  ,  ^..  «  et  N  e'tant   des  coefficiens  cons- 

(  1  4-7isin^(p)''' 

tans,  réels  ou  imaginaires.  Il  s'agira   donc  de  réduire  la  formule 

/7— 7-: — %rxv-  «  et  toutes  les  semblables  aux  formules  les  plus  simples 

de  la  même   espèce.  Or  ,  si  on   fait  pour  un  moment  sin  (^  ■=.  x  ,       S-y-  -  Ç ^  \fr. 
cette  formule  deyiendra 


Considérons ,  pour  plus  de  généralité  ,  la  formule 

dx 


=]i^-.-: 


"-/(T 


/  — c  V 


+  no;^  )*R  '  éc-i 


z:   ^f-c 


dans  laquelle  R  représente  le  radical  v/(«-j-é'j:^-f"  y^^)  >  oi^  trou- 
vera par  les  moyens  déjà  indiqués, 

^^P^=(.*-,)(«_?+^)n'-(.A-3)(«-?î+|)n- 
+  (^*-4)  (-4  +  ^)  n*-'-  (  2i-5)  l^  n«-^ 

De  là  il  résulte  que  le  terme  FI*,   et  tous  les  semblables   où  â  est  « 

plus  grand   que  l'unité ,  peuvent  s'exprimer  en  partie  algébrique-  '*    ^'  ^      ' 

ment ,  en  partie  par  les  quantités  II',  11°,  n~',  qui  sont  les  plus 
simples  de  leur  espèce.  On  peut  même  observer  que  si  i-\-nx* 
était  diviseur  de  la  quantité  sous  le  radical ,  auquel  cas  on  aurait 

CL +  — ,  =  o,  alors  la  formule  précédente  aurait  un  terme  de 

moins  ;  ainsi  la  quantité  II''  ne  dépendrait  plus  que  des  deux  II* 

et  n-'. 

Donc  la  détermination  de  IT'  dépendra  en  général  de  la  formule 


& 


/  -  /?  te 


.1 


/(h^  +  b  +  c.')^^ 


et  en  particulier  lorsque  i  +  ^^"^  sera  diviseur  de  R%  on  pourrar 
•faire   disparaître  ce  dénominateur,  et  la  détermination  de  II*   ne 

dépendra  plus  que  de  U  formule  /(B-f-Cx*)  —-     ^'-  /^  ^u.^^ 


-pi 


^^. 
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r~4l — ■  ^  Va  ^^^^ 
voir  qu'en  général  cette  intégrale  dépendra  de  la  suivante, 

Et  dans  le  cas  particulier  où  i  +  «  sin'(p  sera  facteur  de  cos*<p.A% 
l'intégrale  pourra  être  débarrassée  du  dénominateur  ,  et  ne  dépendra 
plus  que  de  la  formule  entière 

/(B+Csin^^)f. 

Ce  cas  particulier  aura  lieu  si«  =  —  i  ,  et  si  /2=— c',  alors  les 
formules  sont  / — nr —  »  et  /  tt£i  ;  il  est  facile  en  effet  de  réduire 

J  cos""  ç>  .i\'         J  A^"^' 

Tune  et  l'autre  à  une  partie  algébrique,  plus  une  intégrale  de  la 
forme /( A4- B  sin^vp)  — .  On  peut  ajouter  à  ces  deux  cas  celui  de 

— r^ —  ,  oui  est  susceptible  d'une  semblable  réduction  ,   et  qu'on 

sin'''<p.A'    ^  t-  7  1 

effectuera  par  la  formule  de  l'article  8. 

11  résulte  de  cette  analyse,  que  la  formule  générale  /-^>  ré- 
duite   convenablement  ,   contiendra  ,    i°.   une    partie    algébrique  ; 
/ùc  f  m9\f^j^  _  2».  une  intégrale  de  la  forme  /(  A-j-  B  sin'(p)  -£  ;  5°  une  ou  plusieurs 

>fil"x^J[i'''^J  parties  de  la  forme  Ç — TT^T  •  ■r>  <î^"s  chacune  desquelles  les  coef* 

ficiens  N  et  n  auront  des  valeurs   quelconques  ,  réelles  ou  ima- 
ginaires. 

Définition  des  fonctions  elliptiques  ,  et  leur  division  en  trois  espèces, 

(il).  Puisque  les  transcendantes  que  nous  avons  considérées, 
se  réduisent  toujours  à  ces  deux  formes  y"(  A  -f"  ^  sin*(p  )  —  , 
f- — ; — ?---r— ,  il  est  clair  qu'elles  sont  comprises  dans  la  formule 

J  (  1  +  n  sin^<p  )  A  '  *■  *• 

générale 


H 


/A4-Bsin*<p    d^ 
1  -j-rt8in'*<p   *  A* 
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Nous  appellerons  désorniais  J^onctions  ou  transcendantes  elliptiques , 
les  inte'grales  comprises  dans  cette  formule.  La  transcendante  H  sera 
supposée  s'évanouir  ou  commencer  lorsque  (p  =  oj- son  étendue 
sera  déterminée  par  la  variable  «p  ,  qu^on  appellera  Vamplitude  ;  la 
constante  c,  toujours  plus  petite  que  l'unité,  s'appellera  le  module  ; 
enfin  \/[i  —  c')  que  nous  désignerons  constamment  par  b,  pourra 
s'appeler  le  complément  du  module, 

La  quantité  H,  lorsqu'on  ne  considère  que  la  variabilité  de  Ç)  , 
peut  se  désigner  par  H  ((p)  ;  si  on  considère  à  la  fois  la  variation  du 
module  et  de  l'amplitude,  on  peut  la  représenter  par  H  (c,  cp)  ^ 
et  ainsi  de  suite  ,  si  on  voulait  avoir  égard  à  l'inégalité  des  coef- 
fîciens. 

(12).  Il  suffit  de  connaître  toutes  les  valeurs  de  H,  depuis  (p=  o 
jusqu^à  (p=  90°  =  -  ,  et  on  connaîtra  facilement  la  valeur  de  cette 
transcendante  pour  une  amplitude  quelconque.  Ea  effet  ,  soit 
(p  =  iTrrha,  t  étant  un  entier,  et  et,  un  arc  plus  petit  que  —,  alors 


T 

2 

on  aura 


.         .  H((p)  =  2.H(0=tH(a). 

Il  en  est  à  cet  égard  de  la  fonction  H  comme  des  arcs  d'ellipse," 
et  en  général  des  arcs  de  toutes  les  courbes  ovales  composées  de 
quatre  parties  égales  et  semblables  :  un  arc ,  quelque  grand  qu'il 
soit^  et  renfermant,  si  l'on  veut,  plusieurs  circonférences,  s'exprime 
toujours  sans  difficulté  par  le  quart  de  la  courbe  et  une  portion  de 

ce  quart.  La  fonction  déterminée  H  (  —  j  est  en  quelque  sorte  l'unitt; 

des  fonctions  H  ,  ou  la  fonction  devenue  complète  ;  nous  la  dési- 
gnerons par  H'. 

Il  ne  parait  pas  que  la  fonction  H  ,  prise  dans  toute  sa  généralité^ 
puisse  se  réduire  à  des  arcs  d'ellipse  ;  cela  n'a  lieu  que  lorsque 
n  =  6  ,  ou  lorsque  quelque  substitution  peut  faire  disparaître  le 
dénominateur  i  -f-zz  sin*^,  ce  que  nous  ne  croyons  pas  possible  en 
général.  Ainsi  la  dénomination  de  fonction  elliptique  est  impropre 
a  quelques  égards  ;  nous  l'adoptons  néanmoins  à  cause  de  la  grande 
analogie  qu'on  trouvera  entre  les  propriétés  de  cette  fonction  et 
celles  des  arcs  d'ellipse. 


A 


i 
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(i5).  Puisque  toute  intégrale   désigne'e  par   /-jr-,  se   réduit  à 

une  partie  algébrique ,  plus  un  certain  nombre  de  termes  qui  peuvent 
chacun  être  assimilés  à  la  fonction  H ,  il  s'ensuit  qu'on  pourrait 
n'admettre, pour  les  intégrales  dont  il  s'agit,  qu'une  seule  espèce  de 
transcendantes  ,  représentée  par  la  fonction  H  ,  et  dans  laquelle  les 
coefficiens  A,  B,  n,  seraient  à  volonté  réels  ou  imaginaires.  Mais 
pour  bien  pénétrer  la  nature  de  ces  intégrales  et  pouvoir  établir 
entre  elles  les  comparaisons  et  les  réductions  dont  elles  sont  sus- 
ceptibles y  il  est  nécessaire  de  diviser  la  fonction  H  en  plusieurs 
espèces  distinctes,  dont  les  propriétés  deviendront  plus  sensibles, 
lorsqu'on  les  considérera  chacune  isolément. 

J'observe  d'abord  que  les  arcs  d'ellipse  sont  contenus  dans  la 

.  /  ^  b^ 

formule  H.  En  effet,  l'équation  de  l'ellipse  étant ^*=  —  (ûj* — a;*), 

si  on  fait  jr  =  ûsin  (p,  on  aura 

yz=hcos(p,     et     v/(Jji:*  +  ^')=:  J:pv/ («*cos»(p+^*sin*(?)), 

formule  qui  se  réduit  à  di^  \/(  i  — -  c'  sin*(p  )  ,  en  faisant  «  =  i  , 
et  c*  =  I  —  b\ 
Fig  I.  Soit  donc  le  demi-grand  axe  CA  =  i ,  le  demi-petit  axe  CB  =  3; 
si  sur  le  cercle  circonscrit  DM'A,  on  prend  l'arc  DM'  =  (p,  et  qu'on 
abaisse  du  point  M'  la  perpendiculaire  MT  sur  le  grand  axe  ,  on  dé- 
terminera sur  l'ellipse  un  arc  BM  =  E  ,  dont  la  valeur  sera 

E=fAd(p. 

Cette  fonction  ou  transcendante  E  constitue  l'une  des  espèces 
dans  lesquelles  nous  diviserons  la  fonction  H  ;  elle  se  déduit  de  la 
formule  générale  en  faisant  «  =  o,A==i,B  =  —  c". 

L'équation  de  l'hyperbole  étant j-*  =  —  (  a:*  —  a'),  si  l'on  fait  sem- 
blableraent  x  = ,  on  aura 

cos  (p  ^ 

mais  pour  avoir  un  radical  entièrement  semblable  à  celui  de  l'arc 

d'ellipse  ,  il  faut  prendre  d'autres  dénominations.  Soit  donc  le  demi- 

Fig,  2.   axe  transverse  CA=  c,  son  conjugué  CB  ;=  ^  ,   la    distance    du 

n ,  centre 
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centre  au  foyer  CF  =  i ,  l'ordonnée  j-  =  b"^  tang  (p ,  on  aura  l'abscisse  ^'8'  '• 

•^=^  V/(i  —  ^*sm^^)  ,  d'où  resuite  ^(dx^-^dr)=f^^^. 
Mais  en  diffe'rentiant  la  quantité  A  tang  (p ,  on  a 

Donc  si  on  appelle  T  l'arc  d'hyperbole  A  M  qui  répond  à  l'amplitude 
(p  ,  ou  dont  l'ordonnée   extrême  PM  =  ^"  lang  <p  ,  on  aura 

T  ==  A  tang (P-/AJ?)  +  ^"j^^ : 

et  l'on  peut  remarquer  que  la  partie  algébrique  A  lang  ç>  n'est 
autre  chose  que  la  tangente  MZ  terminée  par  la  perpendiculaire  GZ 
abaissée  du  centre  sur  cette  tangente. 

La  fonction  T  est  comprise  dans  la  formule  H^  puisqu'elle  s'en 
déduit  en  faisant  A  =  ^%  B  ==  —  ^V%  «  =  —  i  ;  si  on  prend  cette 
fonction  pour  la  seconde  espèce  des  transcendantes  contenues  dans 

la  formule  H ,  l'intégrale   /  —  pourra   s'exprimer    par  les   arcs  E 

et  T  au  moyen  de  l'équation 

^"f-^  =  E  +  T  —  A  tang  <p. 
Enfin,  comme  on  peut  mettre  H  sous  la  forme 

H=A' r^-f-BrA^?)4-c' r^ ^?— —  ; 

îl  ne  restera  plus  à  considérer  qu'une  troisième  espèce  de  transcen-* 
dantes  ,  représentée  par  la  formule 


n  = 


fû 


d(p 


+  n  sin"(p  )  A 


Telle  serait  donc  la  division  des  fonctions  elliptiques  en  trois 
espèces,  si  l'on  admettait  les  arcs  E  et  T  comme  constituant  les 
deux  premières  espèces ,  et  c'est  en  effet  la  première  idée  qui  se 
présente  dans  ce  genre  de  recherches. 

(14)-  Mais,  par  un  examen  plus  approfondi  des  propriétés  de  ces 

5 


/ 
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fonelions ,  on  trouve  que  la  fonction  E  ;==  /  ^  doit  être  pre'fére'e 
à  l'arc  d'hyperbole  T,  pour  e»  faire  l'une  des  trois  espèces  de 
fonctions    elliptiques,  et  que  même  cette    fonction   T^  doit  êtfe 

considére'e  comme  plus  simple  que  l'arc  d'ellipse  fùid(p. 

En  effet ,  on  prouvera  ci-après  que  la  fonction  F  peut  s'exprimer 
par  deux  arcs  d'ellipse  ;  mais  l'inverse  n'a  pas  lieu  ,  et  un  arc 
d'ellipse  ne  peut  pas  s'exprimer  par  deux  fonctions  telles  que  F  , 
ce  qui  indique  déjà  que  la  fonction  E  est  d^une  nature  plus  com- 
posée que  la  fonction  F.  Mais  cette  conséquence  se  manifeste  plus 
clairement  encore  par  l'examen  des  propriétés  respectives  de  ces 
fonctions. 

La  propriété  la  plus  remarquable  des  fonctions  F  ,  est  qu'on  peut 
déterminer  par  des  opérations  purement  algébriques ,  une  fonction 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  autres  fonelions  ;  d'où  il 
suit  qu'on  peut  déterminer  algébriquement  une  fonction  multiple  , 
sous-multiple  ou  en  général  qui  soit  dans  un  rapport  rationnel  avec  une 
fonction  donnée  ;  propriété  que  les  fonelions  F  partagent  avec  les 
arcs  de  cercle  et  les  logarithmes  j  et  qui  a  lieu  quand  même  ces 
fonctions,  considérées  comme  des  intégrales  ou  des  arcs  de  courbe  , 
n'auraient  pas  l'origine  commune  cp  =  o  ,  et  commenceraient  à  des 
points  quelconques. 

Les  arcs  d'ellipse  et  les  arcs  d'hyperbole  sont  de  toutes  les  autres 
transcendantes ,  celles  qui  approchent  le  plus  de  jouir  de  la  même 
propriété,  mais  elles  n'en  jouissent  pas  d'une  manière  absolue. 
Ainsi  deux  arcs  étant  donnés  sur  l'une  de  ces  courbes  ,  à  compter 
du  même  point  où  (p=o,  on  peut  trouver  algébriquement,  non 
pas  un  arc  égal  à  leur  somme ,  mais  un  arc  égal  à  cette  somme,  plus 
ou  moins  une  quantité  algébrique  ,  ce  qui  prouve  que  les  arcs  T 
et  E  sont  d'une  nature  plus  composée  que  les  fonctions  F.  On 
doit  donc  regarder  ces  dernières  comme  tenant  le  premier  rang  après 
les  arcs  de  cercle  et  les   logarithmes  ('). 


(  ■'}  Ces  fonctions  réunissent  «n  si  grand  nombre  de  propriétés  ,  que  quand  elle» 
seront  plus  généralement  connues,  on  jugera  sans  doute  nécessaire  de  leur  imposer 

im  uonj.particulier  j  et  de  désigner  la  fonction  de  c  et  <p  égale  à  /  —  ,  comme  on 
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Enfin  un  motif  qui  suffirait  seul  pour  faire  préférer  les  fonctions 
F  aux  fonctions  T  dans  le  classement  des  fonctions  elliptiques , 
c'est  qu'on  ne  peut  supposer  ?>  >  7  tt  dans  la  fonction  T  ,  tandis 
qu'on  peut  supposer  <p  d'une  grandeur  quelconque  dans  les  fonctions 
F  et  E  qui ,  en  général  ^  croissent  presque  proportionnellement  à 
l'angle  cp.  Or  les  applications  du  calcul  intégral ,  principalement 
celles  qui  concernent  la  mécanique ,  donnent  souvent  lieu  d'attri- 
buer à  la  variable  principale  (p  des  valeurs  quelconques,  compo- 
sées, si  l'on  veutj  de  plusieurs  circonférences.  L'emploi  des  fonc- 
tions T  ferait  donc  naître  des  embarras  ou  même  des  erreurs  ,  ce  qui 
n'est  jamais  à  craindre  dans  celui  des  fonctions  F.  ,._  ycsA 


(i5).  Cela  posé,  les  fonctions  ou  transcendantes  elliptiques  com- 
prises dans  la  formule  H,  seront  divisées  en  trois  espèces  :  ^^  /^ 
La  première  et  la  plus  simple  est  représentée  par  la  formule      ^f  ^ // — ^•«-T'  i/^ 

F  =  /   —  ; 

La  seconde  est  l'arc  d'ellipse,  compté  depuis  le  petit  axe  et  dont     c      fj^iT^^Cc'*'    fj^it 
l'expression  est  E  =  /A^(p  ;  '    -/     '        "^  "J      ' 

Enfin    la    troisième    espèce   est    représentée    par    la    formule 

n  =  \- — ; ■  „  ■  ,    :  elle  contient ,  outre  le  module  c  commun  aux  y  ^  ' 

deux  autres  espèces  ,  un  paramètre  n  qui  peut  être  à  volonté  positif 
ou  négatif,  réel  ou  imaginaire. 

On  pourrait  croire  que  le  cas  où  n  est  imaginaire ,  diffère  essen- 
tiellement du  cas  où  n  est  réel ,  et  qu'il  exige  la  formation  d'une        Fj»  — •    -^  • 
quatrième  espèce  de  fonctions  elliptiques;  mais  par  des  réductions  ^ 

et  des  transformations  que  nous  exposerons  ci-après,  on  verra  que  -    ^■■ 

cette  quatrième  espèce  est  inutile  à  considérer  ,  et  qu'on  peut  ainsi  ^^^U 

restremdre  la  troisième  espèce  aux  seuls  cas  où  n  est  réel.  Nous    •  v 

regarderons  seulement  comme  conditions  nécessaires  et  communes 


désigne  l'arc  dont  le  sinus  est  x^  ou  le  nombre  dont  le  logarithme  est  j'.  Il  semble 
qu'on  caractériserait  assez  bien  la  fonction  F  en  lui  donnant  le  nom  de  î^ome , 
parce  que  cette  fonction  a  la  propriété  de  régler  tout  ce  qui  concerne  la  com- 
paraison des  fonctions  elliptiques.  Peut-être  conviendrait-il  en  même  temps  de 
donner  les  noms  d'Epinome  et  de  Paranome  aux  fonctions  E  et  n  qui  constituent 
les  deux  autres  espèces. 


Ç 


«  \ 
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aux  trois  espèces  de  fonctions,  que  l'amplitude  <p  et  le  module  c 
soient  re'els,  et  qu'eu  même  temps  c  soit  plus  petit  que  l'unité. 

Comparaison  des  Jonctions  elliptiques  de  la  première  espèce. 

(i6).   Tous  les  Géomètres  connaissent  l'intégrale  algébrique  com- 
plète quŒuler  a  donnée  de  l'équation  différentielle 

dx  .  . dy 

D'après  les  réductions  indiquées  dans  l'article  6,  cette  équation  peut, 
sans  perdre  de  sa  généralité ,  être  mise  sous  la  forme 

d(p d^  

et  alors  son  intégrale  est  F  (tp)  -f-F  (4)  =F  (^t)  ,  fju  étant,  une  cons- 
tante arbitraire.  Mais  la  même  intégrale  trouvée  par  la  méthode 
d'Euler,  s'exprime   ainsi  : 

cos  (p  cos  4  —  sin  (p  sin  4  ^(  i  —  c*sin'/>t)  ==  cos  /ul.  . . . (a) , 

et  voici  comment  on  peut  vérifier  ce  résultat  à  posteriori. 

J'observe  d'abord  que  l'équalion  (a')  peut  être  mise  sous  l'une  ou 
l'autre  des  deux  formes  suivantes  : 

cos  fJL  cos  ip  -^  sin  fJL  sin  (p  A  (4)  =  cos  4)  ///\ . 

cos  fÀ,  cos  4  +iSin  /-t  sin  4  ^  (^)  =  cos  ^  J  *  *  * 

car  ces  équations  dégagées  chacune  du  radical  qu'elles  contiennent^ 
conduisent  au  même  résultat^ue  l'équation  (^d)  dégagée  de  son 
radical. 

Cela  posé  ,  si  on  différentie  l'équation  (a')  après  avoir  divisé 
chaque  membre  par  sin  (p  sin  4  >  ^fin  de  faire  disparaître  le  radical , 
on  aura 

-r^  (cos 4 — cos  ^cos  <p)-\--r~(cos(p  —  cosfc..cos4)  =  o. 

Substituant  dans  celle-ci  les  valeurs  de  cos  4  —  cos/ul  cos  (p  et 
cos  (p  —  cos  /x  cos  4  5  données  par  les  équations  (b') ,  on  aura 

d<p       ^^     d\, 
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De  là  on  voit  que  l'e'qiiation  transcendante  F  (^)  4-F(4')  =  F  (a) 
est  satisfaite  ,  soit  par  l'équation  algébrique  {a)  ,  soit  par  l'une  des 
e'quations  (b');  car  ces  trois  équations  peuvent  être  employées  in- 
distinctement l'une  pour  l'autre. 

Si  on  avait  c  =  o,  la  fonction  F  (jp)  se  réduirait  à  l'arc  (p ,  et  alors 
ayant  (p  -j-4  =/*>  ^^^  ^^  conclurait 

cos  <p  cos  -v|/  —  sin  <p  sin  -^  =:  cos  fju 
cos  yu,  cos  (p  -j-  sin  fJL  sin  (p  =  cos  '^ 
cos  fJL  cos  4  +  sin  fjL  sin  ^  ==  cos  p. 

C'est  en  effet  ce  que  donnent  les  équations  («')  et  (^')  dans  le  cas  de 
c=o,  qui  réduit  à  Tunité  les  radicaux  A  (/ot)  ,  A((p),  AC^},). 

(17).  C'est  ici  le  lieu  de  faire  observer,  d'après  Lagrange  (')  ,  que 
si  l'on  construit  un  triangle  sphérique  dont  les  côtés  AB  ,  AG  ,  BC  Fig.  3.  '  l '^ 

soient  respectivement  égaux  aux  amplitudes  fjL ,  (p  ,  '^ ,  alors  les 
angles  opposés  G  ,  B ,  A ,  seront  tels  qu'on  aura 


Xfi 


sin  (p  sin  -^ 


Ccosu  —  cos  a  cos  nL  ,,  .   •    .     v 

=  — —. r—, -^  =  —  1/(1  —  c*sm^u) 


^  COS©  —  cos  u  cos  4-  /,  .  V 

cos  B  = ^. r-î-j ^  =  </ri  —  c'  sm'®) 

sin  (Ji.  tin  4- 

.  cos  sL — COS /a  COS  a  ,,  .        tv 

cos  A  =  — ^. -— ^  =  v^(i  —  c'sm''^)  ; 

sin  //  sin  9  "^    ^  T  /  ' 

d'où  l'on  déduit 

sin'G  =  c*sin*/>t,     sin*B  =  c*sin*(p  ,     sin*A  =  c*sin*4  , 

sin  C  sin  B  sin  A 


OU 


sin  ,'x         sin  ^  sin  4-* 


Ces  équations  s'accordent  avec  les  propriétés  connues  des  triangles 
sphériques;  elles  prouvent  en  même  temps  que  dans  tout  triangle 
sphérique  formé  par  trois  côtés  (p  ,  4  >  '^ y  ^"^  satisfont  à  l'équation 
transcendante  F  (cp)  4-F  (4)=:  F  (^)  ,  le  rapport  du  sinus  de  chaque 


(')  l 'héorie  des  Fond,  analyt. ,  pag.  85. 
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angle  au  sinus  du  coté  opposé  ,  sera  égal  au  module  (').  On  voit 
de  plus  que  dans  le  triangle  ABC ,  les  deux  angles  A  et  B  sont  tou- 
jours aigus  ^  et  l'angle  C  toujours  obtus. 

Si  on  fait  ensuite  F(/Ot)  +  F(ô)=:F(j'),  il  faudra  observer  que  dans 
le  nouveau  triangle  sphérique  qui  aura  pour  côtés  /x,  6,  v ,  l'angle 
opposé  au  côté  /a  devra  être  aigu  et  avoir  le  même  sinus  que 
l'angle  opposé  au  côté  fx  dans  le  premier  triangle  ,  pour  que  son 
rapport  avec  sin  /uu  soit  égal  à  c  dans  les  deux  triangles;  ainsi  il 
faudra  que  l'angle  opposé  au  côté  fz  dans  le  second  triangle^  soit 
supplément  de  l'angle  opposé  au  côté  /a  dans  le  premier  ,  d'où  naît 
cette  construction. 

Prolongez  le  côté  AC  vers  E  ,  faites  CD  =  ô  ;  du  point  D  et  d'un 
3.  intervalle  DE  =  /jl  ,  décrivez  un  arc  qui  rencontrera  CE  en  E  ,  et 
déterminera  le  second  triangle  CDE ,  dans  lequel  on  aura  CE  =  )'  , 
et  le  côté  v  satisfera  à  l'équation  F  (  »-  )  =  F  ((p)  -f-  F  (4)  +  F(  9). 

Cette  construction  peut  être  continuée  aussi  loin  que  les  limites 
des  côtés  des  triangles  sphériques  peuvent  le  permettre,  c'est-à-dire 
tant  que  le  grand  côté  n'est' pas  plus  grand  qu'une  demi-circonfé-« 
rence.  Et  il  est  évident  qu'on  pourrait  se  servir  de  la  même  construc- 
tion pour  trouver  successivement  les  angles  (p^ ,  (^3,  <p^,  etc.  ,  tels 
qu'on  eût  F  ((p^)  =  2F  (p)  ,  F  (<P3)=  3F  ((p),  etc. ,  ce  qui  servirait  à 
la  multiplication  de  la  fonction  F.  Mais  ^  nous  le  répétons  ,  ces 
constructions  ne  peuvent  s'étendre  que  jusqu'aux  limites  des  triangles 
sphériques ,  tandis  que  l'analyse  ne  connaît  aucune  borne. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  considération  du  triangle  sphé- 
rique ABC  offre  un  moyen  fort  simple  de  vérifier  l'intégrale  («'), 
En  effet  si  en  regardant  /a  et  C  comme  constans  ,  on  fait  varier 
infiniment  peu  les  côtés  (p  et  ^  j  Oïi  aura  Ax  =  Cb,  ou  —  d<p  cos  A 
=  d-\,  cos  B  ;  mais  on  a  trouvé  cos  A=  A  (4)  et  cos  B=  A  (cp)  ;  donc 

dcp        .       d^ 


O. 


^(^)     '      A  (4)  ^        ^ 

Ainsi  une   application  fort  simple  de  la  trigonométrie  sphérique 


C)  Un  autre  triangle   sphérique  formé  par  les  trois  angles  (p  ,  4, ,   180''  —  /m 
et    par  les   trois    côtés  B  ,   A,    180' — C,    satisferait    également   à   l'équation 
^  (<P)+F(4-)  =F(f^)-  Mais  le  rapport  qui  était  c  dans  le  premier  triangle,  de-. 

viendrait  -  dans  celui-ci. 
c 
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aurait  suffi  pour  trouver  l'intégrale  algébrique  coraplète  d^  l'equa- 

tion  transcendante  ,  /  .  +  -ttt^  =  o. 

(i8).  Etant  donne'es  deux  fonctions  elliptiques  de  première  espèce 
F  (cp) ,  F  (4)  ,  si  on  veut  trouver  une  troisième  fonction  F  (fi)  égale 
à  leur  somme,  il  faut  déterminer /*  par  l'équation  Ça)  ,  ce  qui  don- 
nera les  formules  b' 

sin  (p  cos  ^j,  A  (-»[,)  -f-  sin  ^j,  cos  ç  A  ((p)  « 

Sin  Ut  — —  r— :    r-     :    7~, 

'  1  —  c  sin  (p  sin  <4> 

Gos  ^  cos  4  —  sin  ®  sin  4-  ^  (<?!  ^  (i") 

cos  /A  = 1  ■  '  .^   •   .  t 

'  1  — c^  sin  (p  sm^4- 

.    V  A(<p)A(4) — c^sin(psin4cos9  cos  4  f 

^  W  1  — c=^sin''(psin"4 

tan^  ç>  A  (.|)H-  tang  .1  A  (y)  '^^-^-- 

taT^g/*-,_tang,tang-4A(,)A(4)-  ^-7<^-     ^^^ 

D'après  cette  dernière  foimule ,  si  on  prenait  deux  angles  auxiliaires  ^ 

<^',  4'»  t^ls  4^6 

tang  (p'=  tang^A(4)     et     tang  4'=  tang  4^  (^)> 
il  en  résulterait 

^=z(p'-\-  4', 

ce  qui  est  un  moyen  de  calculer  aisément  l'angle  /a  par  les  tables 
des  sinus. 

Si  l'on  fait  />t  =  i-  Tf,  c'est-à-dire,  si  l'on  a  F  (cp)  -f-  F  (4)=  F',  les 
deux  fonctions  F((p),  F (4)  seront  en  quelque  sorte  complémens 
l'une  de  l'autre  ,  puisque  leur  somme  est  égale  à  la  fonction  complète 
F ' ;  alors  on  aura  immédiatement  par  l'équation  Ça)  j 

b  tang  (p  tang  4=1: 

c'est  la  relation  nécessaire  entre  les  angles  (p  et  4^  pour  qu'on  ait 
F  Ç(p)  -\-  F(|4)  =  F  (î.tt)  =F'.  On  en  déduit  pour  l'expression 
de  4  en  (p  , 

b  sin  0  .   ,  ,  y,  b 


.       I  C09Ô  I  b  sm  (Z»  .  /  I  \ 


(19).  Etant  données  deux  fonctions  F  (<p),  F  (4),  si  on  veut  con- 


P 
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naître  une  troisième  fonction  F  (//,)  qui  soit  e'gale  à  leur  différence, 

cnsorte  qu'on  ait 

F(<p)-F(4)  =  F(At), 

la  solution  de  ce  problème  se  de'duira  aise'ment  de  celle  du  problème 
précédent,  et  on  aura  pour  re'sultat  les  formules 

sinffi  cos  nL  ^  (4-)  — sin  4-  cos  ^  à.(  <p) 

sm  a  =  — -t — î^-tf— — r-T-7 — ^—-^-^ 

cos  (C  cos  4,  -f-  sin  <p  sin  4,  A  ((p)  A  (4) 

COS  Ut  —  „  ■ — 5 —   ,  1 

1  — c  sin  (p  sin  s|, 

^    V  A  ((p)  A  (4)  -f-  c*  sin  (p  sin  4-  cos  ^  cos  4, 

^    '  j  —  c''sin'^(p  sin°'4 

^'^       1 -f-tang  (ptang4'^(<p)^(4)' 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  fait  tan»  (p' =  ta.ng  (pAÇ-^) ,  et 
tang  «vj.'  =  tang  «vj/A  (<p)  ,  on  aura  /uL=:(p'  —  »^\ 

Ces  formules  pour  la  différence  se  déduiraient  des  formules  pour 
la  somme,  en  changeant  simplement  dans  celles-ci  le  signe  de  -xj.,  et 
conservant  A  (4)  positive.  Il  est  inutile  d'ailleurs  de  faire  observer 
l'analogie  qui  règne  entre  les  valeurs  de  sin  pL,  cos  /a,  et  celles  de 
sin  («prt:  4)>  <^os  ((pd=4)i  ^l^^s  coïncideraient  entièrement  si  l'oa 
avait  c  =  o. 

(20).  Puisqu'on  connaît  algébriquement  l'amplitude  de  la  fonction 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  fonctions  données  , 
il  est  clair  qu'on  peut  trouver  algébriquement  une  fonction  multiple 
d'une  fonction  donnée,  et  qu'en  général  on  peut  résoudre  sur  la 
multiplication  et  la  division  des  fonctions  elliptiques  de  la  pre- 
mière espèce  ,  les  mêmes  problèmes  qu'on  résout  sur  la  multipli- 
cation et  la  division  des  arcs  de  cercle.  Désignons  par  (p„  l'amplitude 
de  la  fonction  qui  contient  n  fois  la  fonction  dont  l'amplitude  est  (p  , 
ensorte  qu'on  ait  F  (cp„)  =  7iF  ((p);  il  s'agirait  d'avoir  l'expression  gé-^ 
nérale  de  sin  et  cos  (p„ ,  par  le  moyen  de  sin  et  cos  9. 

Les  cas  extrêmes  n'ont  aucune  difficulté.  Si  on  a  c  =r--  o ,  alors 
<p„=:/z^  ,  et  l'expression  de  sin  (p„ ,  ainsi  que  celle  de  cos  cp„,  se 
déduisent  de  la  formule  connue 

cos  (p„4-  V —  i.sin  (p,  =  (cos  <p  +  V^ —  *  sin 9)'. 

Si 


# 
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Si  on  a  c=  i ,  alors  la  fonction  F  ((p)  devient  j—^  ,  de  sorte  qu'on  a 
F  (<p)  =  I  log  Ç  j2  ""  ^j ,  et  la  formule  pour  la  multiplication  des 


fonctions  est 

1  -t-  sîn  ^, 


n /i  4-  sin  (p\" 

'„         \i  —  sin  <py 


I  —  sin  (p, 

La  difficulté  est  de  trouver   l'expression  géne'rale  de  sin  (?)„,  lors- 
que c  a  une  valeur  quelconque  entre  o   et   i. 

(21).  Conside'rons  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  qui  est  celui  de 
la  duplication  ;  il  suffira  de  faire  -xl/  =  (p  dans  les  formules  de  l'ar- 
ticle 1 8 ,  ce  qui  donnera 


2  sin  ô  cos  à  A  f^") 
sm  ^,  = ^  ■   ,    ^^ 

1  —  2  sin*(P  4-  c*sin^cî> 

cos   <pa  =  ^-r^, '- 

.,     V  I  —  tic^s\n''(p -{- c's'mH 

^C^'-)  =  — r=:?^^-^ — ■ 

lang^(p,  =  tang(p  A  ((?)). 

La  dernière  de  ces  formules  se  de'duirait  imme'diatement  de  la  con- 
sidération du  triangle  sphe'rique  ABC  qui  ,  e'tant  isoscèle  dans  le  cas  Fig.  3. 
dont  il  s'agit ,  donne  tang  \  BA  ==  cos  B  tang  BC  =  tang  (pA(!p). 

Ainsi  en  prenant  l'auxiliaire  B,  telle  que  sin  B  ==  csin  tp,  on  aura 
(p,  par  l'e'quation  tang  \  (p^=i  cos  B  tang  (p  ;  on  trouvera  semblable- 
ment  (p^  au  moyen  de  (p, ,  (pg  au  moyen  de  (p^,  etc.,  de  sorte  que  la 
fonction  F  sera  multipliée  par  2],  4  ?  ^  >  ï^>  ^^c. 

Réciproquement,  étant  donné  cp, ,  on  trouvera  (p  par  l'équation 

•      ^  sin  l  (pt 

Sin  (p  =:     ,-,    .    ,    V    ^  .  , 

OU  bien  ,  appelant  par  analogie  (Pj_  l'amplitude  de  la  fonction  qui  est 
égale  à  la  moitié  de  F  ((p),  on  aura 

•     -,  sin  ^  <t>       .; 

Si  l'on  fait  c  sin  (p  =5  sin  ^,  ce  qui  donne  A  z=  cos  ^ ,  on  aura  plus 
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simplement 

et  on  satisfera  ainsi  à  l'e'quation  F  ((p^  )  =  |  F  ((p). 

On   trouvera  semblablement  les  amplitudes   <p^  ,  tp, ,  etc.  ^  par 

Z  8 

lesquelles  la  bisection  de  la  fonction  F  (<p)  peut  être  continue'e  in- 
définiment. 

(22).  Venons  à  la  multiplication  par  un  nombre  quelconque.  Pour 
cela,  conside'rons  trois  amplitudes  consécutives (p„_,,  cp„^  <?„->., ^  qui. 
Suivant  l'indication,  re'pondent  aux  fonctions  multiples  («  —  i)F, 
nY,  (n-{'i)'F.  Les  formules  pour  la  somme  et  la  différence  de  deux 
fonctions,  s'appliqueront  aux  équations  F  (?>„+.)  =  F  ((p„)  +  F  ((p)  , 
F  (  (p„_,  )  =  F  (<p„)  —  F  (cp),  et  il  en  résultera 

^          ,      .     ^                qA  cos  <P  sin  a>n 
sm  (p, . ,  +  sm  (p„_:,  = -^^ — r—- 

_  ,  9  COS  ffl  sin  (2>„ 

cos  (p„+,  4- cos  (p„_,  = 


1  — c'^sm''^  sin^>î« 


Ces  formules  où  A  et  <p  restent  constamment  les  mêmes  ,  tandis 
que  n  varie ,  paraissent  aussi  commodes  qu'il  est  possible  pour 
en  tirer  les  valeurs  successives  de  sin  (p» ,  sin  (^3,  cos  ç^,  cos  (Psj  etc. 

Soit ,  pour  abre'ger  ,  2 A  cos  <p  z=:p ,  i  — '  c*sin.'^<p  =  9^ ,  c'sin'^ip  =  r  , 
on  trouvera  pour  la  suite  des  sinus  , 

p  . 
sm  (p.  =  -sin  ffl 

sm  (p3  =  -Ç ^sm  (p 

•     >*  ('  +  r)p*  —  2q^  .     ^ 

^^  ~~  g«—  3rp^9*-f-  r  C  r  -f-  2)  p^(/^—  rp"         ^ 
etc. , 

et  pour  celle  des  cosinus ,  on  a ,  en  faisant  de  plus  s  =  i — 2  5in*^+'' 

=;:2C0S*(p — q  , 
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cos  (p,  = 


î  —2  si n*<p-}-r 


COS  (p3  =      ^   ,    \.  \,        COS  (p 


COS  (p^  = 


4 —  /p4 


COS  (P5  —  \^^6_  3,^.^4^.  (r^^  ar)  p^-  rp'  )  ^ 


etc. 


Mais  ces  expressions  étant  entièrement  de'veloppe'es^  deviennent  fort 
prolixes j  et  leur  loi  est  très-difficile  à  apercevoir. 

Lorsqu'il  s'agira  de  calculer  trigonométriquement  (p„  par  le  moyeu 
de  <p ,  on  y  parviendra  aise'ment  de  cette  manière.  Les  deux  formules 
générales  étant  divisées  l'une  par  l'autre  donneront 


sin  <p„+t  -f  sin  (p„_, 


A  tang  (p 


«> 


COS  (p„^.,  +  COS  (p„_, 

ce  qui  se  réduit  à  cette  formule  très-simple  , 

tang  (  i  (p„+,+  ^  <Pa~x  )  =  A  tang  <p,  ; 

d'où  l'on  tire  successivement 

tang  ^  (p,  =  A  tang  (p 
tang  (I  (P3  +  î:  (P  )  =  A  tang  ?), 
tang  (i  (p^  4-  1  (p  J  =  A  tang  (Pj 
etc. 

On  connaitw  ainsi  successivement  par  un  calcul  fort  simple  ^  les 
valeurs  de  cp,,  (Ps  ,  etc.  On  pourrait  aussi  procéder  par  de  plus 
grands  intervalles  pour  arriver  plus  tôt  à  un  terme  éloigné  j  car  on  a 
semblablement 

tang  ( \  <p„^i  -+-  i  (p„_,)  r=  Ai  tang  (p„  , 

Ai  étant  le  A  qui  répond  à  l'amplitude  (pi. 

(23).  La  division  d'une  fonction  elliptique  donnée  de  première 
espèce  en  un   certain  nomore  de  parties  égales ,  est  un  problème 
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algébrique  qu'on  résoudra  par  le  développement  des  formules  qui 
servent  à  la  niulliplicalion.  On  a  déjà  vu  les  formules  pour  diviser 
par  2  ou  par  une  puissance  de  2.  Supposons  qu'on  veuille  diviser  en 
trois  parties  égales  la  fonction  F  ;  on  appellera  Çs  l'amplitude  de  la 
fonction  donnée ,  et  <p  celle  de  la  fonction  qui  en  est  le  tiers.  Fai- 
sant donc  sin  (Ps  =  «  et  sin  (p  :=.x  ,  on  aura  pour  déterminer  x  ,, 
Téquation 

gj:  —  4  (  i  +  c'  )  ^H  ^c^x^—  c^^9 

^        1  _  6c^a^+  4c^  (  1  +  c^)  x^—  3c+x»  * 

équation  qui  est  du  neuvième  degré.  Elle  serait  du  degré  vingt-cin- 
quième pour  la  quintisection  ,  et  ainsi  de  suite. 

Les  équations  sont  moins  élevées  de  moitié  lorsqu'il  s'agit  de  di- 
viser la  fonction  complète  F'  en  un  nombre  impair  de  parties  ;  il  en 
est  à  cet  égard  de  la  division  des  fonctions  F,  comme  de  celle  des 
arcs  de  cercle  ;  tandis  que  la  division  d'un  arc  quelconque  en  n 
parties  égales  j  exige  la  résolution  d'une  équation  du  «""  degré , 
celle  du  quart  de  circonférence  n'exige  que  la  résolution  d'une  équa- 
tion du  degré . 

Supposons  en  général  (p^rrr^-TT^  afin  qu^on  ait  F((p)  =  -  F',  on 
aura  donc  aussi  F  ((p„_i)+F((pi)  =  nY  ((p)  =  F*;  ce  qui  donne  la 
formule  tang  (  (p„^i  )  =  t  cot  (Pi^  d'où  l'on  déduit 

tang  <?>„_,  =  ^  cot  (p 
tang  (p„_^  =  ^  cot  (p, 
tang  (p„_3  =  i  cot  (p3 

Mais  à  cause  de  (p„  =  |  -tt  ,  on  a 

tang  (I -TT  +  i  (p„_, )  =  A  tang  ^„_,  =  y  cot  <p 
tang  (I  <p„_,  -H  i  (p,_3)  =  A  tang  (p,., 
etc. 

De  là  résultent  des  formules  assez  simples  pour  déterminer  <p„-, , 
<p,_,,  etc.  )  développant  celles  qui  donnent  <p,^  <p3^  etc.,  on  aura 
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par  la  rencontre  de  ces  deux  suites  ,  l'e'quation  qui  doit  détermi- 
ner 9,  et  le  calcul  sera  moins  compliqué  que  par  le  développe- 
ment de  sin  (p„  ou  de  cos  <p„. 

Lorsque  «=3 ,  on  aura  immédiatement  tang  (^7r+7(p)=-x-  c6t(p  , 

ou  ^  sin  (p  =  A  (  I  —  sin  cp).  Soit  sin  <p=  or ,  et  l'équation  pour  dé- 
terminer X  sera 

0=1—  ^x  -}-  ic^oc^  —  c^jc^  : 

c'est  l'équation  qui  donne  la  trisection  de  la  fonclion  F',  et  on  voit 

que  son  degré  = . 

Lorsque  «  ==:  5  ^  il  faudra  éliminer  <p3  des  deux  équations 

tang  (i'7r  +  i(p3)=-^cot(p 

tang  (  T  ?>3  +  T  ^5  )  =  A  tang  (p, , 

et  ensuite  mettre  au  Heu  de  taner  <?»  sa  valeur r- — ; — ,  .  ,    ;  on 

obtiendra  ainsi ,  en  faisant  sin  (p  =  a:, 

T         1/(1    C»JC*  )  =  — î ; — ^ —7  , 

équation  pour  la  quintisection  de  la  fonction  F',  laquelle  étant  entiè- 
rement développée ,  montera  au  degré  12=  — ^^. 


(24).  Revenons  à  Féquation  de  la  trisection  ;  elle  offre  dans  sa 
résolution  quelques  particularités  qui  méritent  d'être  remarquées. 
Soit  d'abord  x  =^-j-  ^,  cette  équation  deviendra 

Supposons  que  le  premier  membre  soit  le  produit  des  deux  facteurs 
J-* — pj-^q^jr*^pj  —  r,  on  aura  pour  déterminer/?,  ^,  r,  les 

équations  ^  — r  =  ;?»— -f,  qr  =  -^,p{q  +/-)=4  —  i-  Des  deux 
premières  on  tire  (<7  4-r)'=/?'^ — 5;?* H- 5,  et   cette  valeur   étant 
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subsliluëe  dans  la  troisième  ,  il  en  résnhep^ — 3p^-j-^p*:=::f~ —  lY, 

ou  (p* —  I  )'  =  — .  Soit  donc 

et  on  aura  p*  —  i  =  k,  oup  :==  \/(  i  +  ^  )  ;  d'où  résulte 

/•  =  ^^  — i  — l/(^'  — -^+1). 
Ainsi  les  quatre  valeurs  de  j  seront 

j=      i  ^/(i+/^)±i  ^/[2-Â:-2v/(i-^+A0] 

Les  deux  premières  sont  imaginaires  ,  et  des  deux  autres,  il  n'y  a 
que  la  racine  positive  qui  convienne  à  la  question  ^  ainsi  on  aura 
j  H-  1 ,  ou 

de  sorte   que   cette  valeur  pourra  se   construire  géométriquement, 
lorsque  k  sera  donné.  Or,  quel  que  soit  A,  on  a 


valeur  qui  est  toujours  comprise  entre  les  limites  i  et  o. 
Soit  A=  I  ,  on  aura       c*  =  — ; — 7-=  2  (1/2 — i)  et 

Soit  A  =  2  ,  on  aura       c*=  7  =  h^  et 

5in(p=i— i  »/3  +  /(iv/3) 

cos'(p  =fi4-v/3)v/(i/5)=v/(2 /3— 3). 

Voilà  deux  cas  dans  lesquels  la  trisection  de  la  fonction  F'  se  fait 
par  de  simples  extractions  de  racines  carrées. 

Les  applications  que  nous  aurons  occasion  de  faire  par  la  suite  , 
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exigent  que  nous  conside'rions  encore  le  cas  de  c=i  y/  (a-f-  \/  3)=:cos  ~ , 
et  celui  de  c  =  |  [/(2  —  \/5)  =  sin  — . 

Soit  d'abord  c  =  i  v/(2  -f-  y/5) ,  on  aura  Â'  =  ^'  =  ^'  =  -^  ; 
donc  k  =  — -  y/ 2  ;  d'après  cette  valeur  on  trouvera 


3 

sin  (p=  \/3  —  I. 


^c" 


Mais  comme  les  re'ductions  pour  parvenir  à  ce  re'sultat  seraient 
fort  pénibles  ,  il  est  plus  simple  de  revenir  à  l'e'quation  primitive 

O  =  I  2X  -f-  ^''^y^      Ç2X^ JC^)y 

et  on  vérifiera  facilement  que  cette  équation  est  satisfaite  en  fai- 
sant x=:  ]/5  —  I  3  alors  on  a  sin'(p  =  4  —  ^y/S,  cos»(p==2v/3 — 3, 
et  tang'(p  =  -^,   ou   tang  (p  =  VCAy-  C'est   la    valeur    de    (p   qui 

donne  F  ((p)  =  |  F%  lorsque  c  =  cos  — . 

Soit  maintenant  c=  ^  \/(2  — \/o),  on  aura  encore  k^  =  ~  ,    et 

La  substitution  de  cette  valeur  dans  la  formule  générale,  fera 
connaître  sin  (p  ;  mais  pour  parvenir  au  résultat  le  plus  simple  ^ 
voici  la  route  qu'il  faut  tenir. 

Je  reprends  l'équation  générale  o=  i  —  2X  -}-  c"  (2jc^ — x*)  ;  je 
fais  x*=:  I  — -^ ,  ce  qui  revient  à  supposer  j-  =  cos''<p,  la  transfor- 
mée sera 

Soit  j-  ;=  -z  ,  on  aura  de  nouveau 


o  =  2^  +  6z^4-  (f  —  y)^  — 5. 


Dans  le  cas  présent,  on  a  -  —  |  =: -1=^*  =  4  (^*  — c*)  =2^/3;  de 
sorte  que  l'équation  devient 

o=;z4+6«^  +  8/3.z  — 3. 


'^â'A 
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Cette  équation  e'tant  divisée  par  z  +■  y/S,  £icteur  mutile  pour  noire 

objet,  le  quotient  est 

o  =  z;» — zV3+  9Z — ^/5. 
Soit  enfin  z  =      .^    ,  et  la  transformée  sera 

3  3  3 

d'où  l'on  tire  v  =  y/^  —  }/^.  Soit  v/4=/w,  et  on  aura  vz=z\m* — m  ; 
donc  2= -^ ,7===-z==(2H-/5)z==:-^^^2-£|-=cos»(p; 

donc  enfin  cos  (p  =  ^^J^^^  =  (  m-^i)  y/^£±|5).  Cest  l'ex- 
pression la  plus  simple  par  laquelle  on  peut  déterminer  <p  pour  satisfaire 
à  l'équation  F  (^)  ==  ^  F',  dans  le  cas  de  cx=z\  \/(2 —  \/3)=sin— . 

Pour  effectuer  entièrement  la  trisection  de  la  fonction  F',  il 
faut  encore  avoir  la  valeur  de  <Pa  qui  donne  F  ((pa)  =  |F'  :  or  cp»  est 
facile  à  déduire  de  <p  ,  soit  par  les  formules  de  la  duplication,  soit 
par  les  formules  particulières 

,  ^  cot  o 

tang  (P.  =  -^ 

cos  <p4  =  I  —  sin  (p. 

La  première  résulte  de  l'équation  b  tang  (p  tang  -s]/  =  i  qui  a  lieu 
(art.  i8)  lorsque  F  (<P)  +  F(4')  =  F'  •  la  seconde  résulte  de  la  combi- 

naison  des  équations  tang  (p,=  -y- ,  tang7(p,=:A((p;tang(p=  — -. — —, 

et  ^sin(p  =  A(i  —  sin  (p).  La  formule  cos  (pa=  i —sin (p  est  d'autant 
plus  remarquable  qu'elle  ne  contient  point  le  module  c  ,  et 
qu'ainsi  elle  a  lieu   quel  que  soit  le  module.  On  aura  donc  aussi 

rationnellement  sin  (p,  =  — r-^  (i— •sin(p). 

La  valeur  de  sin  (p^peut  être  déterminée  directement  par  la  trisec- 
tion de  la  fonction  F (tt),  car  il  est  évident  qu'onaF('(Pa)=|F'=|^F(7r). 
Soit  donc  sin  (Pj=j",  et  en  faisant  dans  la  formule  de  la  triplication 
(art.  25)  «  =  sin  tt  =  o  ,  on  aura  pour  déterminer^,  l'équation 

0  =  5  —  4(i4-c^)j*  +  ecy^-^  cY, 

qui  n'a  que  la  difficulté  du  quatrième  degré. 

(25). 
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(aS).  Occupons-nous  maintenant  de  l'équation  pour  la  qulntisec- 
tion,  qui  étant  entièrement  de'veloppée,  devient 

Pour  donner  au  moins  quelques  exemples  particuliers  de  la  re'so- 
lution  de  cette  équation,  on  pourrait  attribuer  une  valeur  à  x  (  en 
ayant  soin  qu'elle  fût  plus  grande  que  la  racine  de  l'équation 
o=  I  —  2x — 4^");  et  d'après  la  valeur  supposée  de  x,  on  voit  que 
c'  se  déterminerait  par  une  équation  du  troisième  degré. 

Mais  la  recherche  des  cas  particuliers  de  solution ,  est  une  question 
d'analyse  indéterminée  qu'on  peut  résoudre  plus  facilement  de  la 
manière  suivante. 

Soit  ;d  ==  I ..--  c^x^,  q=z2x(i-^  c*x*) ,  et  l'équation  de  l'article  25 
sera 

p  —  9  ^* 

Élevant  chaque  membre  au  quarré  ,  et  retranchant  de  part  et  d'autro 
l'unité,  on  aura 

ip  —  qT        b^^'' 

Soit  p  =  îJicf  ,    cette  équation    donnera   b*x*  =  ^^      ■       —q  ; 

$oit  donc  encore 

__  (  m  -f  I  )  (  nt  -^  1  )*  , 

et  on  aura ,  en  remettant  la  valeur  de  cj  ,  b^x  =z  n(i  —  c*jt:*),  ce  qui 

donne 

-           X—  n 
-C*=  ^. 

Mais  de  l'équation  p=zmq ,  on  i  —  c^x^  =  2mx  (  i  —  c'x*) ,  on  lire 

Q.mx — 1 


x+' 


Égalant  ces  deux  valeurs  de  c*,  il  viendra  o  ==  i  —  (^i2.m-^n)x-\'X*. 

De  là  se  déduit  une  solution  générale  fort  simple  du  problème  que 

nous  nous  sommes  proposé.  Ayant  pris  pour  m  une  valeur  quelconque 

5 


^jjf 
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comprise  entre  i  et  — =  ï  .618  (car  ces  valeurs  re'pondent  aux 

limites  c=zi  et  c  =  oj ,  oa  en  déduit  tz  =^ — ■ — — :  ensuite 

j:=:m  +  i«-- \/[(/w4-|n}»— i], 

ç'^—     1— ^(m  +  ^7l)—  7Z\/[(771  +  -;,7l)'-—  O 
1   —  77  (771  +  ^  72  )    -h  rt    !/[('«  +  i  «  )'—   O' 

Soit  j  par  exemple ,  m  =  - ,  on  aura  w  =  -7 ,  de  là 

^^  48 

^»— 767  — q5v/i45 
""  767  +  261/145' 

D'après  cette  valeur  du  module  c  et  celle  de  jc  =  sin  (p ,  on  satisfera 
à  l'e'qualion  F  ((p)  =|F'  ;  ensuite  il  sera  facile  d'avoir  les  valeurs 
de  (paj,  (p3,  <p^y  par  lesquelles  on  achèvera  de  diviser  en  cinq  parties 
égales  la  fonction  complète  F'. 

(26).  Nous  avons  fait  voir  comment  on  trouve  la  relation  entre 
<p„  et  (p,  pour  que  F  (<p„)  =  nF(jp)  ,  n  étant  un  nombre  entier.  S'il  fal- 
lait trouver  la  relation  entre  ip  et  «d  pour  que  F  Ç-^)  =  —  F  (<p) ,  m  et  n 

étant  des  entiers,  on  prendrait  un  angle  auxiliaire  «  ,  tel  qu  on  eût 
à  la  fois  «F  (4)  =F  ('^)  et  mY  ((p)  =  F  (&>).  La  première  condition 
donnerait  une  équation  algébrique  entre  les  sinus  des  angles  4  et  «, 
la  seconde  en  donnerait  une  entre  ceux  des  angles  <p  et  o)  ;  d'où 
éliminant  co  ,  on  aura  la  relation  cherchée  entre  (p  et  '\|" 

En  général  on  voit  qu'il  sera  toujours  possible  de  satisfaire  par 
une  équation  algébrique  à  l'équation  transcendante 

o=zmF  ((p)  +  /zF  (4)  +  ;?F  (ce)  +  etc. , 

les  coefficiens  m  ,  n ,  p ,  etc.  étant  des  nombres  entiers  à  volonté, 
qui  n'aient  pas  tous  le  même  signe.  C'est  une  conséquence  toute 
simple  de  ce  que  l'équation  transcendante  F((p)  +  F(4)  =  E  (/ui) 
est  représentée  par  une  équation  algébrique. 

(27).  De  là  il  résulte  qu'on  peut  toujours  trouver  l'intégrale  algé- 


w 
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brique  complète  de  l'équation  différentielle 


y(i  —  c^sin^'ip)  1/  (i  — c"6in'-4) 


O 


m  el  n  étant  des  nombres  entiers  ;  car  l'intégrale  est  d'abord 
niF  (<p)  rbrtF  (4^)  =  const.  Et  si  on  suppose  que  lorsque  4  =  0,011 
ait  <p  ==//.,  la  constante  sera  mF   (ft),  et  on  aura  l'intégrale 

mT  (<p)  ±  «F  (4)  =  /«F  (/-t). 

Soit  cù  une  auxiliaire  telle  que  F  (/-t)  =  F(^)=bF  («)  ,  on  aura 
en  même  temps  mF(<»)  :=«F(4)  ;  si  on  exprime  ensuite  ces  deux 
équations  en  termes  algébriques  ,  et  qu'on  élimine  oj  ,  on  aura  Tin- 
tégrale  algébrique  cherchée  dans  laquelle  fÂ  sera  la  constante  ar- 
bitraire. 

En  général,   si  on  avait  l'équation  suivante,   dans  laquelle  m^ 
n,p,  etc.  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs, 

md(p  ^^  nd\.  ^^  pd-j> 

l'intégrale  complète  sera  F  (^t)  =  mF  {<p)  +  tzF  (4)  +/?F  (&))  +  etc.  ; 
ft  étant  la  constante  arbitraire  ,  et  cette  intégrale  pourra  toujours 
être  représentée  par  une  équation  algébrique ,  quel  que  soit  le 
nombre  des  termes  ^  pourvu  qu'il  ne  soit  pas  infini. 

Si  on  désigne  par  R  (x)  le  radical  ^/(a+  ^oc-^-yx'^-^-S'x^-^'îx^)  , 
et  par  R  (^y)  ,  R  (z),  etc.  des  radicaux  semblables  en  j,  z  j,  etc.  ;  si 
de  plus  m  _,  n  ,p,  etc.  désignent  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs  ,  il  est  clair  que  l'équation 

mdx  ^.      ndy  pdz  ^^ 

pourra  toujours  être  réduite  à  la  forme  précédente  ,  et  qu'ainsi  elle 
aura  toujours  une  intégrale  algébrique  complète. 

Rien  n'empêcherait  de  supposer  que  z  el  les  variables  suivantes' 
fussent  des  fonctions  algébriques  données  de  j:  et/,  alors  l'équation 
précédente  ne  renfermerait  que  deux  variables  ,  et  malgré  l'infinité 
de  formes  dont  elle  est   susceptible  ,  elle  admettrait  toujours  une 
intégrale  algébrique  complète.   C'est  peut-être  la  seule  majaière  de 


56  PREMIERE  PARTIE. 

généraliser  le  re'suîtat  d'Euler, concernant  l'e'qualion  «^  ■4-57^=0' 
Lagrange  s'est  proposé  de  trouver  des  cas  d'intégrabilité  de  l'équation 
\7x  "^  T/Y  ^^^  ^y  ^^"^  supposer  que  les  deux  polynômes  X  et  Y 
sont  entièrement  semblables  (  '  )  ;  mais  il  ne  paraît  pas  que  les  re- 
cherches de  ce  grand  Géomètre  l'aient  conduit  au-delà  de  l'équation. 
d'Euler;  car  l'équation  qu'il  donne  page  119,  comme  étant  plus 
générale,  s'y  ramène  immédiatement  en  faisant  vz=zky ,  et  donnant 
au  coefficient  k  une  valeur  convenable.  Ainsi  il  est  très-douteux 
qu'avec  deux  termes  seulement ,  l'équation  d'Euler  puisse  être  géné- 
ralisée ;  mais  avec  un  plus  grand  nombre  ,  on  voit  qu'elle  admet  une 
grande  extension. 

(28).  Puisque  les  fonctions  F  peuvent  être  multipliées  ou  divisées 
à  volonté  ,  cette  propriété  fournit  un  moyen  assez  simple  de  les 
évaluer  par  approximation.  D'abord  nous  supposerons  que  (p  ne 
surpasse  pas  \'7C ,  car  suivant  l'article  12  ,  tous  les  cas  se  réduisent 
à  celui-là. 

Cela  posé,   on  déterminera  (p,   par  l'article  21  ,  de  manière  que 

i 

-r7-\  aura  une  étendue   moindre 

a 

que   I -rY~\  )  de  près  de  moitié,  si  c  n'est  pas  trop  près  de  l'unité. 

Par  une  seconde  bisection,on  peut  faire  ensorte  que  F(cp,)=:^F((f)  , 

i 

et  l'intégrale  que  représente  F  (:p,)  aura  encore  une  étendue  près 

de  deux  fois  moindre ,  ainsi  de  suite.  Mais  lorsque  l'amplitude  '\[/ 
de  la  formule  qu'on  considère  est  devenue  très-petite,  la  fonction 
F (4)  se  réduit  sensiblement  à  Tare  -nJ/.  Donc  quelle  que  soit  la 
première  valeur  de  <p ,  la  fonction  correspondante  F  (tp)  sera  égale 
au  dernier  terme  de  la  suite  cp  ,  2(?>. ,  l\(py^ ,  8(p, ,  etc. ,  et  dans  la  plupart 

2  4-  8 

des  cas  ,  on  obtiendra  cette  limite  par  un  calcul  assez  court. 


(')  Mémoires  de  Turin,  tome  IV. 
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EXEMPLE. 


Soit  proposé  de  trouver  la  valeur  de  F  lorsque  c  =  y{ — ^ — J 

x=.  sin  75*   et  lang  (p  =  \/(-^)>  on  trouvera  par  les  formules  de 


l'art.  21  ,  ce  qui  suit 


<P. 


=  47"    5  So'gi 
=  25  56     5.64 


(p^  =  i5  6  50.98 
(p,  =  6  35  4o*74 
(p_^=    3  18    8.75 


^   =  45*    o'   o'oo 
Q^^  =  24  40  10.94 

^^  =  12  59  i5.85 
^^  =    6  22    8.40 
etc. 


etc. 


Les  deux  dernières  valeurs  donnent 

8(Pi  =  52°  45'  25'. 92 
i6<p_5_=  52    5o   20  .00 

Leur  difFe'rence  est  l{  54". 08;  et  comme  par  la  nature  de  ces  approxi- 
mations, un  résultat  doit  approcher  de  la  limite  environ  quatre  fois 
plus  que  le  précédent ,  nous  ajouterons  au  dernier  résultat  le  tiers 
de  la  différence  4'54'.o8,  qui  est  i'  38".o5  ,  et  nous  aurons  ainsi 
pour  la  valeur  de  F,  l'arc  très-approché 

52»5i'58''.o3, 


qui  en  parties  du  rayon  =  -  x  0.5874013  =  0.9226878. 

Cette  méthode  pourrait  devenir  très-longue  lorsque  c  est  fort 
près  de  l'unité,  et  (p  peu  diflérent  de  90*  :  nous  en  donnerons  ci- 
après  une  plus  expéditive. 

Application  à  la  Lemniscate. 

(29).  La  Lemniscate  est,  comme  on  sait,  une  courbe  du  quatrième  Fig.  4. 
ordre  qui  a  pour  équation  {x^-\-j'^y:=.ci'  (^x^ — j''^.  On  suppose 
le  demi-axe  CA=  a ,  l'abscisse   CP  =0:,  et  l'ordonnée  PM=j-; 
si  de  plus  on  fait  la  corde   CM  =  z ,  on  aura  en  fonctions  de  «, 
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r    —a^dz 

Soll  encore  z=  «  cos  ^,  et  c'*  =  |,  on  anra 

^  __  _?_    r  d(p a    p.   y 

V^J  V(i— c^sin^sp;        v/2  ■•-  W  ' 
re'sultat  auquel  on  serait  parvenu  directement  en  faisant 

x  =  «A  costp 
j-  =  ^  sin  cp  cos  (p. 

Avec  ces  valeurs  où  A  est  toujours  pris  positivement,  suivant  notre 
usage,  on  suit  la  courbe  dans  tout  son  contour ,  de  cette  manière  ; 

Dans  le  premier  quart  AMC  ,  les  valeurs  de  <p  s'e'tendent  depuis 
(p  =  o  jusqu'à  (p  =  ^  vT  ;  dans  le  second  quart  GNB  ,  elles  s'e'tendent 
depuis  (p  =  ^  TT  jusqu'à  cp  =  tT  ;  dans  le  troisième  quart  BN'C,  depuis 
(p  =  TT  jusqu'à  (p  =  f-TT ,  et  enfln  dans  le  quatrième  GM'A  ^  depuis 

^  =  I  -tT  jusqu'à  <p  =.  :ni. 

Cela  posé,  si  l'on  fait  — r- =  i ,  on  aura  5=F((p);  mais  quelle 

que  soit  la  ligne  qu'on  prend  pour  unité,   on  voit   que  les  arcs  de 
la  Lemniscate  jouissent  de  toutes  les  propriétés  des  fonctions  ellip- 
^  tiques  de  première  espèce,  c'est-à-dire,  qu'ils  peuvent  être  ajoutés  , 

^_Ua^  retranchés  ou   divisés  algébriquement    comme  les  arcs  de  cercle. 

Ainsi  étant  donné  un  arc  qurclconque  MO ,  on  peut ,  à  compter 
d'un  point  donné  H,  déterminer  algébriquement  un  autre  arc  HI 
ou  HL  qui  soit  dans  un  rapport  rationnel  donné  avec  l'arc  MO.  Il 
suffit  pour  cela  de  déterminer  (p  d'après  une  équation  de  la  forme 

F  (Q)  —  F  (a)  =  ±  —  [F((p) — F  {y)] ,  à  laquelle  correspond  toujours 

une  équation  algébrique. 

A  plus  forte  raison  peut-on  diviser  un  arc  donné  MO  en  un  cer- 

^^in   nombre  de  parties    égales.  Par  exemple,  s'il    s'agit  du  quart 

de  la  courbe  AMC,  on  déterminera  son  milieu  K  au  moyen  de  l'équa- 

lîon  sin^(p  ^=1——.  =  — - ,  ou  par  la  corde  CR  =  -  cos  (p=  \/(2  y/  2 — 2); 

6i  l'on  veut  déterminer  l'arc  AM  égal  au  tiers  de  AOG,  il  faudra  , 


J    if'(^/^ClPi\î,x'^J-C^^ 
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4. 

d'après  l'art.  2/^.,  faire  cos  (p  =  y/(2\/5  —  3),  ou  prendre  la  corde 
CM=v/[2v/(2v/5— 3)]. 

Les  arcs  de  la  Lemniscate  repre'sentent  les  fonctions  elliptiques 

de    la  première   espèce  dans  le  cas  où  le  module  c=:  \/j=:b.  11 

serait   assez   curieux   de   rechercher  s'il  y  a  quelque   autre  courbe 

•«V      algébrique  dont  les  arcs  représentent  la  fonction  F  pour  une  autre 

valeur  de  c;  mais  cette  recherche  ne  laisse  pas  d'être  difficile. 

Elle  ne  présenterait  aucune  difficulté  si  on  admettait  les  arcs  de 
cercle  et  les  logarithmes  dans  l'expression  des  coordonnées.  En  efl'et 

il  s'agit  de  satisfaire  à  l'équation  djc^-^dj"  =  _  f .  ^  ,  laquelle  peut 
être  mise  sous  cette  forme 

ax  -i-df  ^ _____ , 

c'est  ce  qu'on  obtient  généralement  par  les  valeurs 

,    _^_^        J(p  (co?9  cos  4  —  ôftin^sin-t) 
j    c7(p  (cos9  sin  ^  + ^  '^in  <pcos  4  ) 

dans  lesquelles  on  peut  prendre  à  volonté  sin  4  ^n  fonction  de  sin 
et  cos  (p.  Pour  nous  borner  à  un  cas  particulier,  soit  4  =  0 ,  on  aura 

,    bdp  sin  <p 

•^  1  —  c'^  sin*  9  ' 

d'où  l'on  déduit  en  intégrant 

^^i-logf-i+^i^-') 

2c       °  \  1  —  csinip  / 

1  .  /c  cos  e\ 

7=-arctang(^— y— j. 

La  courbe  décrite  d'après  ces  deux  équations ,  sera  donc  telle 
qu'un  arc  quelconque  s  ,  compté  depuis  (p  =  o,  aura  pour  valeur 
î  (<P),  et  représentera  généralement  une  fonction  elliptique  de  pre- 
mière espèce ,  quel  que  soit  son  module. 
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'^application  au  mouvement  du  pendule  simplet 

(3o).  Les  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce  reçoivent 
une  application  immédiate  dans  la  de'lermination  du  mouvement  du 
pendule  simple.  Soit  i  la  gravité  ,  L  longueur  du  pendule  ,  II  la 
hauteur  due  à  la  vitesse  dans  le  point  le  plus  bas  ,  «vj,  l'angle  dont  1q 
pendule  est  écarté  de  la  verticale  au  bout  du  temps  t ,  ou.  aura 


Cette   formule   générale   offre  deux  cas  à   considérer,   selon   que 


TT 

—  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 


Dans  le  premier  cas,  il  est  clair  que  le  corps  tournera  sans  cesse 
dans  le  même  sens  ,  et  aura  dans  ses  révolutions  successives  les 
mêmes    vitesses    aux    mêmes    points    de    la    circonférence.    Soit 


vï-  =  <?',  et  on  aura 


d'oïl  résulte  le  temps  d'une  révolution  entière 

Dans  le  second  cas  qui  est  proprement  celui  des  oscillations,  oa 

TT 

fera  —  =  c" ,  sin  ^ '>\^  =  c  sin  <p  ^  et  on  aura 


_i 


donc  le  temps  d'une  demi-oscillation  =:  \/L.F',  et  le  temps  de 
l'oscillation  entière  T  =  2\/L,.Y\ 

Lorsque  les  oscillations  sont  infiniment  petites  ,  onaF'  =  Y^^  et 
T  =  7f  \/L  ,  ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  connues. 

Puisque  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc  quelconque  ,  à 
compter  de  la  verticale,  est  représenté  par  une  fonction  elliptique 
de  la  première  espèce,  il  s'ensuit  qu'étant  donné  un  arc  parcouru 

dans 
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dans  le  temps  t,  on  pourra  trouver  algébriquement  un  autre  arc 
parcouru  dans  un  temps  multiple  de  ^ ,  ou  en  général  commensu- 
rable  avec  t.  On  peut  aussi  trouver  un  arc  tel  ,  que  le  temps  par 
cet  arc  ,  soit  égal  à  la  somme  ou  à  la  difïérence  des  temps  par 
deux  ou  plusieurs  arcs  donnés,  et  cela,  soit  que  ces  arcs  aboutissent 
à  la  verticale,  soit  qu'ils  n'y  aboutissent  pas. 

Si  on  veut  diviser  en  deux  parties  égales  le  temps  de  la  demi-oscil- 
lation^ il  faudra  ,  suivant  les  formules  connues,  faire  sin''  (p  ==       .   ,  ,  Fig.  5, 

ce  qui  donnera  sin  ^  'vj,  =  c  siri  <p  =  \/{\ —  ^).  Donc  si  AB  est  l'arc 

de  la  demi-oscillation,  et  qu'après  avoir  divisé  l'arc  AB  en  deux 

également  au  point  î  ,  on  prenne  l'arc  AO  tel  que  la  corde  AO 

soit  à  la  corde  AI  comme  \/2  est  à  i^  le  temps  de  la  demi-oscilla-  / 

tion  sera  partagé  en  deux  également  au  point  O.  ;         ^t4- 

Comparaîson  des  Jonctions  elliptiques  de  la  seconde  espèce, 

(5i).  Supposons  que  les  amplitudes  (p,  <y  ,;*  soient  telles  qu'on  ait 
F(^  ) -f-E  (-vj^)  —  F(/;t)  =  o,  je  dis  qu'on  aura  en  même  temps 
E  (<?)  -f-  E  (4)  —  E  (/>£.)  =  P  ,  P  étant  une  quantité  algébrique.  En 
effet ,    si  l'on  différentie    cette   équation  ,    en  regardant  /a  comme 

constante ,  on  aura 

* 

^P  =  Jcp  A  (cp)  +  ^4  A  (4). 

Mettant  au  lieu  de  A(<?|)  et  A  (4),  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
(U^  y  il  viendra 

\         sin  4  sin  ft        /     '         '    \         sm^sin/x         /' 
JP 


OU 

j  d  (sin'^ip  -\-  sin\L  +  n  cos  m  cos  ^  cos  4  ) 
sin  /y.  din  (p  sin  -4, 


Mais  de  l'équation  (^a)  ,  on  déduit 

sin'(p  +  sin''4  +  2COS/>tcos(pcos4  =  i+cos'/;t-j-c*sin*yU.sin'(p  sin*4  » 
xlonc 

^=  2__l^ — fl — r, — Jjii  ;^  c^d  (  sin  UL  sm  <p  sin  4 0  i 

6ia  ,v.  sin  tp  Sin  4- 
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donc  P  =  c^siïi  fM  sln  <p  sin  ^  sans  constante  ,  parce  queP  doit  s'éva>- 

nouir  lorsque  (p  =  o. 

Ainsi  pendant  que  les  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce 
ont  entre  elles  la  relation  F  ((p)  +F(4)  —  F  (/>«-)=:  o,  les  fonctions 
correspondantes  de  la  seconde  espèce  satisfont  à  l'équation 

E((p)  +  E(4)  —  E  (/a)  =  c^  sin/Asin(p  sin  4 (O  - 

c'est  la  formule  ge'ne'rale  qui  servira  h  comparer  entre  elles  les 
fonctions  de  la  seconde  espèce  ,  comme  nous  avons  comparé  celles 
de  la  première. 

Si  l'on  considérait  plus  généralement  la  fonction  G  (^)  composée 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce  ,  savoir  , 

G(<p)=E((p)  +  ;^F((p), 

k  étant  un  coefficient  constant  quelconque,  il  est  visible  qu'on  aurait 
semblablement 

G(<p)-i-G(4) — G  (yO-)  =  c^'sinftsinfp  sin  4  ; 

de  sorte  que  toutes  les  conséquences  qu'on  tirera  de  l'équation  (  c') 
pour  les  fonctions  E,  s'appliqueront  généralement  aux  fonctions  G. 

(52).  Désignons  comme  ci-dessus  par(Pa,  ^3,  'P4 ,  etc.  les  ampli- 
tudes qui  donnent  F  ((p.)  =  2F  ((p),  F  (<p3)=  3F  Qp) ,  etc.  ,  on  aura  , 
en  vertu  de  Féquation  (<?') , 

2E  (cp)  —  E  ((p.  )  =  <^^sin  (p  sin  (p  sin  (p^ 
5E  ((p)  —  E  (cps)  =  c'sin  (p  (  sin  fp  sin  (p,  +  sin  <p^  sin  (P3 ) 
4E  (cp)  —  E  ((P4)  =  c'^sin  <p  (sin  (p  sin  (p^  +  sin  (p^  sin  (p^  -f-  sin  tp3  sin  (p^  ) 
etc. 

Donc  la  même  relation  entre  (p„  et  (p  ,  qui   donne  F  ((p„)  =  «F  ((p)  , 
donnera  «E  (tp)  —  E  ((p„)  égale  à  une  quantité  algébrique. 

En  général,  si  m,  n,p,  etc.  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs  ,  on  peut  faire  ensorte  que 

7«E  ((P)  +  «E(4)  4-  pE{a))  +  etc. 

soit  égale  à  une  quantité  algébrique  :  il  faut  pour  cela  établir  entre 
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les  angles  (p,  -^^^  co ,  etc.  ,  la  relation  qui  donne 

G  =  niF  ((?>)  +  nF  (4)  +/^F  («)  -f-  etc. 

Nous  observerons  que  les  fonctions  F((p),  E(^)  sont  en  général 
de  même  signe  que  (p  ;  lorsque  <p  change  de  signe ,  elles  en  changent 
aussi,  et  conservent  la  même  valeur.  Gela  posé,  il  semblerait  qu'on 
peut  satisfaire  à  l'équation 

G  =  wF  (<p)  4-  «F  (4)  4- /7F  (o))  +  etc. 

de  bien  des  manières  différentes  ;  car  on  est  maître  de  changer  le 
signe  de  chaque  coefficient ,  pourvu  qu'on  change  en  même  temps 
le  signe  de  l'amplitude  correspondante.  Mais  on  peut  se  borner  à 
considérer  les  fonctions  F  (<?>),  F  (4)  ,  F  (a)  ,  etc.  comme  toujours 
positives  ;  et  dans  ce  cas ,  il  n'y  aura  jamais  qu'une  relation  entre 
les  angles  ?>,4j  <^,etc.,qiii  donnerao=:mF((p)+«F(4')+;7F(ce))+ctc.; 
alors  on  voit  que  les  coefficiens  m  j  n,  p  ,  etc.  ne  sauraient  être  tous 
de  même  signe. 

(53).  Telles  sont  en  général  les  relations  qu'ont  entre  elles  les 
fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce  :  il  faut 
maintenant  entrer  dans  quelques  détails  sur  les  nombreux  corollaires 
qu'on  peut  tirer  de  l'équation  des  arcs 

E  (^}  "f"  F  (4')  —  F  (/a)  =  c'^sin  (p  sin  4  sin  fJL , 

combinée  avec  l'équation  algébrique  qu'elle  suppose  et  qui  peut  se 
mettre  sous  l'une  de  ces  trois  formes , 

cos  //-  =  c^i^cos  4  —  sin  (p  sin  4^  {/^) 
cos  4  =  cos  ^^a^s  <p  +  sin  /jl  sin  <p  A  (4) 
cos  <p  =  cos  /JL  c8fe4  "i"  siri  M'  sin  4^  (  ^  )• 

On  déduit  de  ces  équations  les  -^^aleurs  suivantes  qui  serviront  à  ex- 
primer le  second  membre  c*  sin  4>  sin  4  sin  /m  en  fonction  de  deux 
seulement  des  amplitudes  cp ,  4^  i^.; 

sin  ffl  cos  J  A  (4-)  +  sin  4,  cos  (»A  (  ® ') 

sm  U  = -^ —     -^  ■  , — 7^ 

'  1  —  c'':in  (p  sin^4 

.  sin  ij,  cos  (pA  ((p)  —  sin  (p  cos  fj.A  (f/.) 

'  1  —  ciïa'fJi.  sin'tp 

sin  wcos  ^LA  (■!')  —  sin  J,  cos //A  (u) 
sm  (p  c=;  — ^  ,  ■  ,      .^^  /      '^'> 
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Cela  posé,  voici  les  principaux  corollaires  qui  résultent  des  équa- 
tions mentionnées  pour  la  comparaison  des  arcs   d'ellipse. 

I.  Si  l'on  fait  /a  ==  ^  -tT  ,  l'équation  des  arcs  deviendra 
E  (<p)  +  E  (4)  —  E'  =  c*sin  (p  sin  4  > 
et  l'équation  algébrique  correspondante  sera 

h  tang  (p  tang  ^  =  i  • 

On  en  Ure  tang4  =  ^cot  (p,sm4  =  -^^-^  ,  cos  4  = -^^  ,  et 
c'' sin  (p  sin  4  ==  ^-^y  T^. On  aurait  semblablement  tang  !p  =  ^cot  4y 

Si  d'après  cette  relation  entre  les  amplitudes  (p  et  4?  oii  déter- 
mine sur  l'ellipse  les  arcs  BM  =  E  (<p)  ,  BN  =  E  (4) ,  on  aura 

BM  —  AN  =  c^sin  <p sin 4- 

C'est  dans  cette  équation  que  consiste  le  théorème  de  Fagnani.  Il  en 
résulte  qu'étant  donné  l'arc  BM  terminé  au  petit  axe  ,  on  peut 
trouver  un  second  arc  AN  terminé  au  grand  axe  ,  tel  que  la  diffé- 
rence de  ces  arcs  BM — AN  soit  égale  à  une  quantité  algébrique 
c"  sin  (p  sin  4»  ^^  cette  quantité  est  représentée  par  la  partie  de  la 
tangente  OM  ou  ZN  terminée  à  la  perpendiculaire  CO  ou  CZ  , 
abaissée  du  centre  de  l'ellipse. 

Lorsque  (p  et  4  sont  égaux  à  un  même  angle  Q  ,  les  deux  points 

M  et  N  coïncident  en  un  même  point  Iv.  Alors  on  a  tang^ô  ^^^I*- 
5in''ô= — -— ,  cos^ô  =    — -7^ ,  ce  qui  donne 

BR  —  AR  =  I  —  ^. 

Donc  alors  la  différence  des  arcs  BR ,  AR  est  égale  à  la  différence 
des  demi-axes  GA  ,  CB  ;  en  même  temps  on  a 

BR=ziE'  +  |(i  — Z») 
AR=iE'— ^(i  — ^). 

Il  y  a  donc  au  point  R  une  sorte  de  bisection  du  quart  d'ellipse. 
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puisque  chacune  des  parties  BK  j  AK  peut  se  mesurer  par  la  moitié 
de  ce  quart  d'ellipse. 

II.  Soit  dans  l'e'quation  ge'ne'rale  des  arcs  (p  =  4  =  ^  ^  oïi  aura 

2E(9)  — E(^)  =  c*sin^Ô  sin/*, 

et  l'équation  algébrique  correspondante  sera  cos^9 — sin'0A(^)=cos;A. 
C'est  l'équation  qui  sert  à  la  duplication  des  arcs  elliptiques  ou  à 
leur  bisection. 

On  en  tire  pour  la  duplication 

2  sin  ô  cos  ÔA  (6)        .  ,  A   /û\  A  n 

sm/A  =  — ^— ^— ^,     tangi;A  =  A(e)tang9, 
et  pour  la  bisection. 


sm 


,û 1  —  cos  ^ 

°— i-f-Ac,v.y 


De  là  on  voit  qu'étant  donné  l'arc  BM  =  E  (  6)  ,  on  peut  trouver  Fig.  a 
un  autre  arc  BN=:E  (in)  qui  soit    mesuré   par  le  double    de  BM, 
de  sorte  qu'on  ait  2BM  —  BN  =  c'^sîn^Q  sin  /a. 

Et  réciproquement,  étant  donné  Tare  BN  =  E  (/*),  on  peut 
trouver  un  second  arcBM  =  E(ô)  qui  soit  mesuré  par  la  moitié 
de  l'arc  BN;  on  aura  en  effet  BM  =  f  BN  4-^  c=sin"  G  sin  />t  =  ^  BN 

Lorsqu'on  fait  ^tA  =|  tT  ,  le  point  M  tombe  en  R ,  et  on  a  comme 
ci-dessus  BK  =  ^  E'+  J;  (  i  —  ^  ). 

Pour  avoir  de  nouveau  le  point  de  bisection  de  l'arc  BR,  il  faudra 

faire  tang''/>t  rzz  ^  ,  sin'/A  =         , ,  A  (/>{,)  =  \/b ,  et  on  aura 

Celle  valeur  détermine  l'arc  B1  =  E  (ô)  qui  se  mesure  par  la  moitié 
de  BR  ou  par  le  quart  de  E';  on  a  en  effet 

BI  =  -  BR  -i-  i  ^  —  \/b 


sm" 
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ou 

1—  \/b 


Vii-hb^-hVb' 


et  on  peut  continuer  à  l'infini  cette  sorte  de  hisection. 

Fig.  7.  III.  Ayant  pris  à  volonté  l'arc  BD  compté  depuis  le  petit  axe  , 
avec  un  point  quelconque  M  sur  cet  arc,  il  y  aura  toujours  un  autre 
point  N  sur  le  même  arc ,  tel  que  la  différence  des  arcs  BM ,  DN  sera 
égale  à  une  quantité  algébrique. 

11  suffit  pour  cela  de  faire  BD=E  (<p)  ,  BM=:E(4),  BN=:E(/>t), 
et  de  déterminer  jul  en  fonction  de  (p  et  de  4?  comme  si  on  voulait 
satisfaire  à  l'équation  F  (;*)  =  F((p)  —  F(4)j  ^^  <ï^i  ^e  fera  par  la 
formule  dé  l'article  19.  On  aura  par  ce  moyen  E  (f{,)4-E  (4)  —  E  ((p) 
=  c^siïL/Ji  sin  <psin4  ,  ou  BM  —  DN  =  c^  sin;^  sin(p  sin  4- 

Lorsque  /jl  =4?  ^^^  deux  arcs  BM,  BN  coïncident  en  un  seul  BO  , 
et  chacun  des  arcs  BO ,  OD  se  mesure  par  la  moitié  de  l'arc  BD.  C'est 
un  cas  qui  a  été  examiné  dans  le  Corollaire  IL 

Fig.  8,  IV.  Etant  donné  un  arc  quelconque  BD,  terminé  au  petit  axe^  avec 
un  point  M  pour  servir  d'origine  à  un  second  arc,  on  peut  déter- 
miner ce  second  arc  MP  ou  NM,  dans  le  sens  qu'on  voudra,  de 
manière  que  sa  différence  avec  l'arc  BD  soit  égale  à  une  quantité 
algébrique. 

Dans  le  premier  cas  ,  si  l'on  fait  BM  =  E((p),  BD  =  E(4), 
BP  =:  E  (;/.),  et  qu'on  détermine  ^t.  d'après  l'équation  F  ((p)4-F  (4) 
=  F(At'),  ou  d'après  les  formules  de  l'article  18,  on  aura 
BD  —  MP  =  c*  sin  (p  sin  4  sin  //.. 

Dansle  second  cas,  si  Ton  fait BM=E ((?)),  BD=E(4),  BN=^E(a^), 
et  qu'on  détermine  /a  d'après  l'équation  F  ((p)  —  F  (4)  =  F  (//-),  ou 
d'après  les  formules  de  l'article  1 9,  on  aura  BD — MN=c^sin//,  sin  (p  sin  4  • 

lig-  9-  ^'  Etant  donné  un  arc  quelconque  OD  dont  l'origine  ne  soit  plus 
à  l'extrémité  du  petit  axe,  avec  un  point  M  pour  servir  d'origine  à 
un  second  arc ,  on  pourra  déterminer  ce  second  arc  MN  ou  MP  , 
de  manière  que  sa  différence  avec  l'arc  OD  soit  égale  à  une  quan- 
tité algébrique. 

Car,  1°.  par  le  Corollaire  ÏII ,  on  peut  trouver  BH — OD  =  à  une 
quantité  algébrique,  et  ensuite  BH  —  MN  =  à  une  quantité  algé- 
brique ;  donc  MN  —  OD  sera  encore  une  quantité  algébrique  ; 
a°.  ayant  trouvé  le  point  H  par  le  Coroll.  III,  on  peut  trouver  lé 
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point  P  par  le  Coroll.  IV,  de  sorte  que  BU — ^MP  soit  c'gal  aune 
quantité  algébrique ,  et  alors  OD  —  MP  sera  égal  aussi  à  une 
quantité  algébrique. 

Ainsi  on  peut  trouver  sur  l'ellipse  une  infinité  d'arcs  égaux  à  un 
arc  donné,  plus  ou  moins  une  différence  assignable  géométrique- 
ment^ de  sorte  que  l'arc  prendra  son  origine  à  volonté  sur  tous  les 
points  de  l'ellipse ,  et  sera  dirigé  dans  le  sens   qu'on  voudra. 

VI.  Quel  que  soit  l'arc  OP  et  le  point  M  pris  sur   cet  arc,  il  y  Fig.  g. 
aura  toujours  sur  le  même  arc  un  autre  point  D  tel   que  la  diffé- 
rence des  arcs  OM,  DP  sera  égale  à  une  quantité  algébrique. 

Cela  suit  immédiatement  du  Coroll.  V. 

Lorsque  les  points  M  et  D  coïncident  en  un  seul  point  I ,  chacun 
des  arcs  OI ,  IP  est  mesuré  par  la  moitié  de  OP  ,  et  on  a  une  pre- 
mière bisection  de  cet  arc.  On  pourra  de  même  en  trouver  une  se- 
conde, une  troisième,  etc.  à  l'infini. 

VII.  Etant  donné   l'arc  BM  dont  l'origine  est  au  petit  axe  ,   on  pig.  7. 
peut  trouver  un  arc  BN  qui  soit  égal  à  un  multiple  quelconque  de 
l'arc  BM,  plus  ou  moins  une  quantité  algébrique. 

Car  en  faisant  BM  =  E  ((p),  BN=:E(4)  >  si  on  satisfait  à  l'équa- 
tion F(4)=wF  (^),  on  aura  en  même  temps  nE((p)  —  E  (4)  =  à 
une  quantité  algébrique.  Dans  ce  cas,  ^  serait  ce  que  nous  avons 
désigné  ci-dessus  par  (p„,  et  on  a  vu  la  manière  de  déterminer  (p, 
par  le  moyen  de  <p. 

VIII.  Réciproquement,  étant  donné  un  arc  quelconque  BN=E(4), 
on  pourra,  par  la  résolution  d'une  équation  algébrique,  déterminer 
l'arc  BM  =  E  ((p)  ,  qui  soit  égal  à  un  sous-multiple  de  l'arc  BN,  plus 
une  quantité  algébrique. 

Par  exemple ,  pour  la  trisection  de  l'arc  BN  ,  il  faudra  déterminer 
sin  (p  par  l'équation 

sin  4  =  ^-^^^  'P  ••"  4  (  ^  -f  ^')  -^'">  +  GrMn^<p  —  dsin°(p 

équation  qui  est  en  général  du  neuvième  degré,  mais  qui  se  réduit 
au  quatrième  lorsque  4  =  i  ^. 

IX.  En  général  on  pourra  trouver  par  la  résolution  d'une  équa- 
tion algébrique  ,  un  arc  E  ((p)  qui  soit  égal  à  une  partie  rationnelle 
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de  l'arc  donne  E  (4),  plus  ou  moins  une  quantité'  algébrique.  L'e'qua- 

tion  sera  la  même  que  celle  qui  donnerait  F  (cp)  =  —  F  (4)- 

Il  en   sera   de    même   si  l'arc  donné  n'est   pas  terminé  au  petit 

axe.  Car  si  OP  est   cet  arc,  on  cherchera  par  le  Coroll.  III  ,  l'arc 

Fig  9-   BM  égal  à  OP  -f-  une  quantité  algébrique ,  et  il  ne  s'agira  plus  que 

de  trouver  un  arc  BN  =  —  BM  db  une    quantité    algébrique.    On 

pourra  ensuite  donner  à  l'arc  BM  une  autre  origine  à  volonté. 

X.  Deux  arcs  étant  donnés  partout  où  l'on  voudra  sur  l'ellipse , 
on  pourra  trouver  un  arc  égal  à  leur  somme  ou  à  leur  différence  , 
plus  ou  moins  une  ligne  droite  assignable  géométriquement.  C'est 
une  suite  des  Coroll.  III  et  V. 

Ainsi  toutes  les  comparaisons  qu'on  fait  ordinairement  des  arcs 
de  cercle  par  voie  d'analyse ,  ont  lieu  également  pour  les  arcs 
d'ellipse ,  à  la  différence  près  qui  affecte  tous  les  résultats  ,  mais 
qu'on  peut  faire  disparaître  dans  beaucoup  de  cas  ,  lorsque  l'origine 
de  l'arc  cherché  est  arbitraire.  La  disparition  de  celte  différence  , 
lorsqu'elle  peut  avoir  lieu ,  ajoute  aux  problèmes  un  degré  d'intérêt 
de  plus  ;  elle  rapproche  alors  les  propriétés  des  arcs  d'ellipse  de 
celles  des  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce.  C'est  pourquoi 
nous  croyons  devoir  en  apporter  ici  quelques  exemples. 

(34).  Problème  I.  Déterminer  sur  le  quart  d'ellipse  BKA  un  arc 
MP  qui  soit  précis  émentégal  à  la  moitié  de  Varc  BKA. 
Fig.  6.        Soit  <p  l'amplitude  du  point  M,  •\  celle  du  point  P^  8  l'amplitude 
du  point  R,  premier  point  de  bisection  de  l'arc  BK.A,  pour  lequel 

on  a  sin'  6  =      !_ ,    et  E  (ô  )  =|  E'-|- 7  (i — b).  Supposons  qu'on 

ait  F  ((p)4-  F  (G)  —F  (•+)  =  o  ,  il  s'ensuivra  E(^)  +E  (9)  — E(-|) 
=  c'  sin  <p  sin  -xj,  sin  ô;  donc 

E  (4)  — E  (cp)  =  i-E'  +  f  (i— ./^)--c'sin(p  sin  4  sin  9. 

Donc  si  on  veut  qu'on  ait  MP  =  jE',  il  faudra  faire 

c*  sin  (p  sin  4  sin  ô  =  |  (i  —  Z»)  , 

ce  qui  donnera  sin  <p  sin  4  ==  |  sin  ô,  Mais  d'un  autre  côté  l'équation 

F 
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F((p)-f-F(6) — F(4)=o  donne  cos  (p  cos 4+810  (ps\n  4A(6)  =  cosÔ, 
et  puisque  A  (ô)  =  \/^ ,  on  aura  à  la  fois  sin  <p  sin  4  =  i  sin  9,  et 
ces  <p  cos  4  =  a  ^^^  ^'  ^^  ^^^  équations ,  on  tire 

CCS  (4 — <P)  =  ¥  (cos  ô  -f-  sin  6  )  =  cos  ^  cos  Tô  —  Y) 

cos  (4-}-<p)=  '^{cosQ — sin  G)  =  cos  ^cos  (ô  -\-  yj- 

Ainsi  les  angles  4  —  'P  et  4  H-  'P  sei'Onl  connus.  On  pourrait  aussi 
de'terminer  directement  les  valeurs  de  sin  cp  et  sin  4  au  moyen  des 
formules 

sin  (p  =  ^  v/(5  +  4sin  9+2  sin^ô)  —  |  /(5-—  4sin  9  +  2  sin*9) 
•     sin4  =  i  \/(3  +  4sin9+2  sin^G)  +  |  ^/(S  — 4sin  9 +2  sin"9), 

et  ces  sinus  seront  les  abscisses  des  points  cherche's  M  et  P. 

(35).  Problème  IT.  Déterminer  sur  le  quart  d'ellipse  BMA  un  arc 
JSfQ  qui  soit  égal  au  tiers  de  BMA.  Fig-  6. 

Si  l'on  suppose  F  (<p)  =  ^F'  et  F  ((Pa)  =  2F  ((p),  on  aura  sin  <p 
par  la    résolution  de  l'équation 

0=1  —  2  sin  (p  +  2)C*sin^(p  —  c'sin'^cp  , 
et  cp,  se  déduira  de  cp  ,  soit  par  l'équation  cos  ?>»=  i  — sin  <p ,  soit 
par  1  équation  sm  (p^  ==  — ^• 

Cela  posé ,  on  aura  5E  ((p)  —  E'  =  c"sin  (p  sin  (p^  (  i  +  sin  (p  )  ,  ou 
E  ((p)  =  ^  E'  +  i  c^sin  (p  sin  tp^  (  i  -{-  sin  (p). 
Supposons  de  nouveau  F  ((p)  +  F  (4)  —  F  (o))  =  o ,  on  aura 
E  (<p)  +  E  (4)  —  E  (a)  =  c'^sin  (p  sin  4  sin  &j. 

Donc  si  l'on  veut  que  E  (o))  — E  (4)  =  i  E',  il  faudra  faire  sin  4  sin  ca 
=  f  sin  (p^  (i+sin(p).  Mais  d'ailleurs  en  vertu  de  la  supposition 
faite,  on  a  l'équation  cos  4  cos  w  +sin4  sin  &'A  (tp)  =  costp  ;  donc 
les  inconnues  4  et  w  devront  être  déterminées  par  les  équations 

sin  4  sin  û)  =  I  sin  «p,  (  i  +  sin  (p  )  =  ^^^^ 

^  •*  Taxi  T   y  36  Sin  (P 

cos4  cos  0)  =  5  cos  <p  (2  —  sinip) 
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Elles  donneront  imme'diatement  les  valeurs  de  cos  (  «  — •  4  )  et 
cos  (  û)  +  4  )  >  tl'où  l'on  conclura  celles  de  4  et  ».  Connaissant  ces 
valeurs  ,  on  fera  BN  =  E  (4)  ,  BQ  =  E  («),  et  l'arc  NQ  sera  égal  au 
tiers  du  quart  d'ellipse  E'. 

On  peut  démontrer  que  le  problème  est  toujours  possible  par 
cette  considération.  Soit  pris  BI=E((p),  on  auraBI>3E'.  Soit 
pris  ensuite  l'arc  AP  correspondant  à  BI,  de  manière  que  la  diffé- 
rence BI  —  AP  soit  égale  à  une  quantité  algébrique,  c'est-à-dire, 
soit  prise  l'amplitude  tr  du  point  P,  de  manière  qu'on  ait  ^tang<p 
tang  c-  =:=  I ,  on  aura  AP  <^  E".  Mais  si  on  imagine  que  l'arc  j  E' 
soit  transporté  le  long  du  quart  d'ellipse,  de  manière  que  son  ori- 
gine parcoure  successivement  tout  l'intervalle  de  B  en  P ,  cet  arc 
étant  représenté  en  B  par  BI>  jE*,  et  en  P  par  AP  <  j  E*,il  faudra, 
en  vertu  de  la  loi  de  continuité  ,  qu'il  soit  représenté  exactement  en 
un  point  intermédiaire  N  par  l'arc  NQ  =  |  E'. 

Pour   appliquer    la  solution  générale  à  un  cas  particulier  ^  soit 

c^:=^  =  h'',  on  a  trouvé  ci-dessus  (art.  ^4)  cos  <p  =  ^/(a^/S  —  3  ) 

4. 

=  y^(8  cos  So"  sin'  1 5°  )  ;  on  aura  donc  par  le  calcul  trigonométiique, 

Lcos<p  =     g.gi66532 

L  sin  (p  :=     9.7517253 %m(p  ::=:t  0.5645797 

2. —  sin  <p  =  1.4354205 

L  sin  4  sin  œ  =     9.6716281  sin  4  ^"^  ^  =         0.4694920 

L  cos  4  cos û)  =     9.5965110"  cos  4  cos  <vj  =         0.3949217 

cos  (ci)+4)  =  -^o. 074 5703 
cos(«  —  4)=^         0.8644137 

û)  4-  4  =  94°i6^55''5  »=      62M3'49''3 

a  —  4  =  3o.ii.   3.1  4  =       32°    2' 46" 2 

Ces  valeurs  ne  sont  qu'approchées  ,  mais  les  formules  trouvées 
donnent  la  solution  rigoureuse  qui  peut  même  être  construite  géo- 
métriquement. 

rig.  10.  ^55^ _  Problème  ni.  Etant  donnés  tes  deux  arcs  MN  et  PQ , 
situés  comme  on  voudra  sur  la  circonférence  de  l'ellipse  y  trouver  un 
troisième  arc  DR  égal  h  leur  somme  MN  -^  PQ, 

Soient  a ,  ^,  cT  ,  e  les  amplitudes  des  point*  donnés  M,  N,  P,  Q, 
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ensorle  qu'on  ait  MN  =  E  (^) — E(a) ,  PQ  =  E  (  €  )  —  E  («T)  ;  soient 
4  et  û)  les  amplitudes  des  points  cherchés  D,  R,  ensorte  qu'on  ait 
DR  =  E(«)  — E(4). 

Soient   encore  X  et  fJL  deux  amplitudes   telles  qu'on  ait  F  (A)  == 

F(^)  —  F  (a)  ,  F  (/a)  =  F  (e)  —  F  (cT)  ;  on  aura  en  même  temps 

E  (X)  +  E  (a)  —  E  (^)  =  c'sin  a  sin  C  sin  A 

E  (/a)  +  E  (<r)  —  E  (  g)  =  c*sia  J^sin  i  sin  yu.  ; 
donc 

3IN4-  PQ  =  E(A)  4"  E  (ac)  —  c*sin  a  sin  C  sin  A — c*sin  cT  sin  g  sin/t. 
Soit  enfin  <p  une  nouvelle  amplitude  telle  que  F((p)=F  (A)  +F  (^), 
on  aura 

E(A)  -{-  E  (/tt)  —  E  (f)  =  c*sin  (p  sin  A  sin  ^  j 
donc 

MN-f-PQ — E(^)=c'sin  ^  sin  A  sin/^— c'sin  a  sin  ^  sin  A — c*sin  cT  sin  e  sin/*. 
Faisons  maintenant  F  ((p)  =  F  («)  - —  F  (4)  ^  il  en  résultera 

E  ((p)  +  E  (4) —  E(a>)  =c"sin  (p  sin  4  sin  o)  ; 
mais  par  hypothèse,  on  .a  E  (cd)  —  E(4)  =  MN  +  PQ;  donc 
sin  ^sin  4  sinûJ  =  sinctsin^sinA-f-sincr  sine  sin^a — sin  A  sin/*  sin  <p. 

Soit   pour   abre'ger    sin  ce  sin  C  sin  A  +  sin  «T  sin  £  sin  jU.  =  M ,   et 

on  aura 

.     .  M  ... 

sui  ûj  sin  «U,  =  -^ sin  A  sin  a. 

D'ailleurs  l'e'quation  F  ((p)  =  F  («)  —  F  (4) ,  donne  cos  û)  cos  4  + 
sin  oû  sin  4^  (^)  =  cos  (p  ;  donc  on  aura  pour  déterminer  4  ■et  &> , 
les  deux  équations 

•      I  M  ... 

sin  co  sm  -a  =  -: sin  A  sin  u, 

~  sin  (p  .  '^ 

'    COS  <i)  cos  4  =  COS  (p 7-^  M  4-  sin  A  sin  /*A  (<p). 

Si  de  plus  on  observe  que  l'équation  F(^)  =  F(A) -f-F(/t)  donne 
cos  (?  =  cos  A  cos  /4  —  sin  A  sin  /*A  (:p)  ,  on  déduira  des  équations 
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précédentes 


cosCa)4-+)  =  cos(A  — /a)  — ^[i+A((p)] 
cos  (  0)  — •  4  )  =  cos  (  A  4-  /^  )  -f-  - 


inip 


Les  données  immédiates  étant  ot ,  ^ ,  cT ,  g  ,  on  en  déduit  A  et  ft  par 
les  équations  F  (A)  =  r  (^)  — F  (a),  F  (/*)  =  F  (  é)  — F  (cT),  qui 
donnent 

^  sin  C  cos  £tA  («t)  —  sin  et  cos  CA  (T) 

sm  A  = ^^-^. : 1^ 

1  —  c''sinus\a% 

sin  6  cos  «J"  A  C^")  —  sin  J"  cos  «A  Ce") 
sm  fl  = ,  .     .   ■   , ^. 

La  valeur  de  M  est  donc  connue,  ensuite  on  déduira  sin  <p  et  A(<p) 
de  l'équation  F  ((p)  =:F  (A)  +  F  (/-t)  ,  qui  donne 

^  sin  ?i  cos  uA  (a)  +  sinucos^A  ('a') 

sm  <p  = ■ —         . .— ^^ — ~ 

1  —  c^sin^/x  sin^A 

» /^N  A  (^)A(x)  —  c^sin  Xsin  /a  cos  xcos/t^ 

^   "^  ~~"  1  —  c'^sin^ft  sin^/w 

Or  les  valeurs  de  sin  A  ,  cos  A  ,  A  (à)  sont  données  en  fonctions 
de  ^  et  a  par  les  formules  de  l'art.  19;  il  en  est  de  même  des 
valeurs  de  sin /a,  cos  /^ ,  A  (//.)  exprimées  en  fonctions  de  g  et  cT. 
On  connaîtra  donc  toutes  les  quantités  qui  composent  les  valeurs 
de  cos  (m  —  ^f-)  et  cos  (c8J-{-^j^). 

Ce  problème  peut  servir  à  en  résoudre  beaucoup  d'autres ,  et 
notamment  à  trouver  un  arc  qui  soit  exactement  dans  un  rapport 
rationnel  avec  un  arc  donné;  mais  il  faut  pour  cela  que  dans  chaque 
application  les  valeurs  trouvées  pour  cos  (  co  -\-  '^)  et  cos  (œ  —  «J,)  , 
soient  renfermées  chacune  entre  les  limites  +  1  et  —  i  ,  sans  quoi 
le  problème  deviendrait  impossible. 

Comparaison  des  arcs  cC hyperbole. 

(07).  Nous  avons  déjà  trouvé  (art.  i3)  que  l'arc  AM  désigné  par  T, 
a  pour  expression 

T  =  A  tang  ^  — E((p)  +  ^'F (<p). 
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Le  point  M,  extrémité  de  l'arc  AM  ,  est  censé  avoir  pour  ampli- 
tude <p.  Considérons  deux  autres  points  N  et  O  dont  les  amplitudes 

soient^et  «,  et  supposons  qu'on  ait  réquationF((p)4-r('4') — F(''j)=o; 
alors  les  arcs  AM,  AN,  AO,  désignés  respectivement  par  T  ((p) , 
T  (4)  ,  T  (<3ej)  ,  auront  entre  eux  cette  relation 

T(<p)  +  T(4)— 'T(&))  =  A((p)  tang(p4-A(4)  tang4  —  A(ft))  tang  &> 

—  E((p)— E(4)-f-EW, 

ou  ,  en  mettant  la  valeur  connue  de  E  ((p)  -f-  E  (4)  —  E  {co) , 

T((p)  +  T(4)--T(«)  =  A((p)tang(p+A(4)fang4-,A(^)tang« 

— •  c*  sin  cp  sin  4  sin  &>. 

C'est  l'équation  fondamentale  d'après  laquelle  on  peut  faire  sur  les 
arcs  d'hyperbole  les  mêmes  comparaisons  que  nous  avons  faites  sur 
les  arcs  d'ellipse ,  mais  en  observant  que  dans  l'hyperbole  on  ne 
peut  donner  aux  amplitudes  une  valeur  plus  grande  que  ^  tt,  et  que 
lorsque  (p  =7  7f  ,  l'arc  AM  devient  infini. 

La  quantité  A  tang  (p  n'est  autre  chose  que  la  tangente  MZ,  termi- 
née par  la  perpendiculaire  CZ  abaissée  du  centre  sur  cette  tangente. 
Ainsi   A  tang  (p  —  T((p)   est   l'excès  de   la  tangente  MZ  sur  l'arc 
M         A1l.   Si  on   appelle   G(<p)  cette   fonction,  on  aura  pour   chaque 
point  M  , 

G((p)=:E((p)  — Zi^F(^), 

et  lorsque  les  trois  points  M,  N  ^  O,  déterminés  par  les  amplitudes 
(p,  4>  ^  sont  liés  entre  eux  parla  relation  F  ((p) -f- F  (4)  —  F(o)=o, 
les  fonctions  correspondantes  G  (cp)  ,  G  (4) ,  G  {co)  relatives  à  l'hy- 
pei'bole  ,  satisferont  à  l'équation 

G  (^)  +  G  (4)  —  G  ('«))  =  c'sin  cp  sin  4  sin  «  , 

équation  entièrement  semblable  à  celle  qui  a  lieu  dans  l'ellipse ,  et 
d'où  l'on  déduira  de  semblables  corollaires  ,  sauf  les  restrictions  par- 
ticulières à  l'hyperbole  et  dont  nous  avons  déjà  parlé. 

Nous    avons    trouvé    que   lorsqu'on    fait    sin'ô  = — ^—r,    on  a 

F(ô)  =  ±F',etE(Ô)=^E'  +  i(i— ^),  on  aura  donc  sembla- 
blement  pour  l'hyperbole. 
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G'  est  la  diflerence  entre  la  branche  infinie  d'hyperbole  AMO  et  son 
asymptote  CV,  qui  est  censée  la  rencontrer  dans  un  point  infini- 
nient  éloigné.  Cette  différence  estimée  au  moyen  des  fonctions  E', F', 
a  pour  valeur  G'  =  E'  —  b^Y';  mais  sans  recourir  à  ces  fonctions, 
on  peut  la  déduire  de  l'équation  précédente  qui  donne 

G«  =  2G(Ô)— .(i—è). 

Ainsi  la  quantité  G*,  diff'érence  de  deux  infinis,  se  déterminera  par 
la  quantité  G(^),  relative  au  point  R  dont  l'amplitude  est  ô,  et 
quiapour  coordonnéesj  =  Z'nangô=^V^^,  x==c\/(i  -jr  b). 

L'amplitude  ô  est  celle  qui  donne  F(9)=lF';  si  on  cherche 
successivement  par  les  formules  de  la  biseclion  les  amplitudes  Q\ 
6% etc.  telles  qu'on  aitF(6')=rF  (Ô)=iFS  F  (ô')^^F(GO=iF',  etc., 
on  aura  en  même  temps 

G  (9  )  =  2G  (ô'  )  —  c'^sin^ô'sin  ô 
G  (Ô')  =  2G  (ô")  —  6r'sin'6''sin  r 
etc.  , 

D'où  il  suit  que  la  quantité  G'  se  déterminera  par  le  dernier  terme 
de  la  suite  G  (6)  ,  G(Q'),G(^'),  etc.,  prolongée  aussi  loin  qu'on 
voudra.  Or  lorsque  cp  est  devenu  très-petit ,  la  quantité  G((p)  a  pour 
valeur  très-approchée  c"sin£p;  ainsi  la  bisection  répétée  de  la  fonc- 
tion G  (ô)  fournit  un  moyen  de  déterminer  par  approximation ,  la 
•valeur  de  la  transcendante  G',  et  la  même  méthode  s'applique  à 
toute  fonction  G  ((p)  dont  on  voudrait  avoir  une  valeur  approchée. 
Mais  nous  donnerons  ci-après  pour  cet  objet  des  méthodes  plus 
expéditives. 

Développement  particulier  de  lar formule 


"^i  V'C*^ 


(f-f.gx^)dx 


(58).  Cette  formule  se  rencontre  assez  souvent  dans  les  appli- 
cations ,  et  d'ailleurs  il  est  nécessaire  d'examiner  particulière- 
ment le  cas  des  facteurs  imaginaires  dont  nous  avons  parlé 
(  art.  7  ). 
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La  variable  x  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs ,  depuis  xz=:o 

jusqu'à  jc=:  00  ^  mais  comme  en  faisant  j:"  =  oo^  on  a  Z  =  /  '|  dx  , 

pour  nous  débarrasser  du  terme  qui  peut  devenir  infini ,  nous  con- 
sidérerons simplement  la  foriïiule 

X  =  Ç( (Z+ê-^D^^      .  _  ^  ^^\ 

qui  par  ce  moyen-  aura  toujours  une  valeur  finie. 

Il  s'agit  maintenant  de  transformer  cette  expression  de  manière 
que  les  facteurs  binômes  de  la  quantité  sous  le  radical  deviennent 
réels.  Pour  cela  on  peut  faire  indifféremment  l'une  des  quatre  suppo- 
sitions suivantes  : 

V^C  **+ 2«^-^' cos  ô-f  ^^x^  )  =  2jc;^/a^  , 

CL  +  Q>x'^  ==  rkxy  \/aC  y 

Xx"  -|-acosô-|-v/(  a*+  2a,Qx^  cos  Ô  ■+-  ^^x^  )  =  2iij* , 

1  —  y       /a. 

et  la  transformée  enj^  aura  les  conditions  requises.  Bornons-nous 
à  présenter  le  résultat  de  la  troisième  supposition  ;  elle  donne 
x'=^(^'  —  cosQ—-^),  et 


X 


OÙ  l'on  voit  qu'en  effet  les  deux  facteurs  de  la  quantité  sous  le  ra- 
dical  sont  réels.  On   voit  aussi   que  la   moindre  valeur  de  r  étant 

cos^8,onpeut  faire jr  =  ^^,  ce  qui  donnera  la  transformée 
suivante,  où  l'on  a  fait  c  =  sin  |  6, 

et  il  faut  remarquer  que  dans  cette  formule  nous  supposons  \/aë 
réel  ;  car  si  le  terme  aa^j^^cos  9  était  négatif,  on  ferait  tomber  le 
signe  --  sur  cos  9. 


# 
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Cela  posé ,  oi\  aura,  suivant  les  expressions  accoulume'es , 

y   f^  -t-  gat  -p  __^     a?et      p 

c'est  l'intégrale  demandée  prise   depuis  x  =  o ,  car  on  a 

^—Cjf—A  cos  ô  +V/(  *''+  aetCx'cos  fl  4-  C»a4  ) 

COS"®  ==  — :    ^  I   . , 

etréciproquemenlXi/ -==^'^  V^C^  —  c'sin^^p)  ;  d'où  Ton  voit  qu'en 

faisant  œ  =  o,  on  a  cp  =o,  et  qu'en  faisant  ^=  oo,  on  a  (p  =  |  tT. 

La    A^aleur  totale    de     Tintégrale,  prise    depuis   jc  =.  o    jusqu'à 
œ  =  so  ,  sera  donc 

^ .  — £±^ F >  — -MfL  F' 

Voici  quelques  applications  de  ces  formules  qui  conduiront  à  des 
résultats  assez  remarquables. 

Exemple    I. 

(39).  Soit  proposé   d'évaluer  les  deux  intégrales 

entre  les  limites  z  =  o,  z=  i.  On  sait  d'ailleurs  que  le  produit  de 

ces  intégrales  =  f  tT  (  Cale,  intég.  d'Euler^  tom.  i ,  pag.  244)- 

-  â 
Si  on  fait  dans  la  première  2.=  (i — ûc'')~  %  on  aura  la  transformée 

M  =/^/(5+5^--f-a;0  '  "î""'^  ^^"^'^^  intégrer  depuis  x  z=z  o  jusqu'à 
a?=  00.  Cette  formule  étant  comparée  avec  la  formule  X,  on  aura 
/=  5,^  =  0,    a  =  /3  ,    ^  =  I ,   cos  6  =  1  \/5,  c  =  sin  ^  ô  = 


3 


1^(2  —  V/5)=sini5°.  Ainsi  l'intégrale  indéfinie    est  M=-^-F, 

1/3 
et  l'intégrale  complète,  en  faisant  j::  =  00  ou  ®  =î-  tt,  est 

5 

V>3 

Si 


M'=:-^f\ 
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Si  dans  la  seconde  formule  on  fait  z  =  (i — x*)*,  la  tra^isformée  sera 

•'^  ^^  I  i/f^— gjc'-i-xïï  '  ^^  l'inte'grale  devra  être  prise  depuis  x  =  o 
jusqu'à  jc==  I.  Comparant  cette  formule  à  la  formule  X  ,  on  aura 
f=:z3,g=—  3,  a=  ^/5,  €=  I  ,  cos9= —  i  \/5,  c  =z  cos  i5' 
==  T  \/(2  4- v/5);  ce  module  e'tant  différent  de  celui  de  l'autre 
formule  ,  je  le  distingue  par  un  accent  ;  j'ai  donc  par  la  substitution 

N  =  -  5a; 4- ^=|^F  (c-,  <p)  +  ^E  (c-,  ^  ). 
Or  la  relation  entre  (p  et  x  e'tant 

si  on  fait  x=ïj  onaura  cos*<p=2^3  — 3,  ou  bien  tang  (p=  l /(-ts;- 
Mais  nous  avons  déjà  vu  (art  24)  que  dans  le  cas  de  c=^\/Ç2-{-\/5) 
et  tang  cp  =  sj ~rz>  ^^  ^  exactement  F(^)  =  ^  F'  ;  il  s'ensuit  par  les 

formules  de  l'art.  32,  qu'on  a  en  même  temps  E(^)  =  jE'-{ r— . 

2V/3 
Donc  l'intégrale  N  prise  depuis  a:=o  jusqu'à  j:=  i  ,  aura  celtç  valeur 

N'  =  ^=^F' (04-^E' (O- 
\/3  \/3 

,.  ,  3 

Puis  donc  qu'on  a  déjà  trouvé  M*  =-7— F'  (c) ,  et  que  le  produit 

M'N':=  I  tT,  on  aura  entre  les  trois  fonctions  F'(c)  ,  F'(c),  E'(<?')  , 
cette  relation  fort  remarquable  ; 

i  *  =  F'  (.) .  [^  F-  (^')  +  2E-  (0')] . 

d'où  il  suit  que  dans  ce  cas  particulier  l'arc  d'ellipse  E'  (c  )  qui 
est  une  fonction  de  la  seconde  espèce  ,  peut  s'exprimer  par  les  deux 
fonctions  delà  première  espèce  F '(<?),  F'(c').  D'ailleurs  on  peut 
observer  que  c'=  y/(i  — c^)=:b,  c'est-à-dire  que  les  modules  c 
et  c  sont  coraplémens  l'un  de  l'autre. 

8 
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E    X    E    M    P    L   E       I    I. 

(4o).  On  propose  d'évaluer  par  les  fonctions  elliptiques,  les  deux 
_i  - 

intégrales  P=/^;î^,  (l^f^^j^y   depuis   z  =  o  jusqu'à 

2  =  I  :  on  sait  d'ailleurs  que  leur  produit  =  f  -tT. 

Si  on  fait  dans  la  première,  z=  (i  — x*)%  on  aura  la  transfor- 
mée P  =z  f       J^^-^  ,  qu'il  faut  intégrer  depuis  x  =  o  jusqu'à 

07=  I.  Celle-ci  étant  traitée  comme  l'intégrale  N  de  l'exemple 
précédent ,  on  aura  pour  résultat 

P'=-^F'(0. 
1/3 

Venons  à  la  formule  Q,  et  faisons  d'abord  z''=j~\  nous  aurons 

la  transformée  Q  =  |  r-^-y^r^—^  qu'il  faudra  intégrer  depuis  j'=i 

jusqu'à  j-  =  00.  On  a  d'abord ,  en  intégrant  par  partie , 

3    y/çy-O       5  r    ydy 
^      z'       y  4J  Viy'—  0' 

Soit  ensuite/ =  I  +^%  et  on  aura  J  ^^y__  ^^  =J ^5^5^.^ ^T)- 
Cela  posé ,  la  valeur  de  Q  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  x  =  o  jusqu^à  a:  =  co ,  et 
comme  la  partie  hors  du  signe  s'évanouit  dans  ces  deux  limites^^ 
on  aura  simplement 

Comparant  avec  la  formule  X  ,  on  aura  jr=  —  | ,  g  =  —  | , 
a  =  \/3,  ^=:  I,  cos  6  =  ^  v/3,  <?  =  ^  {/Ç2  —  \/5)  }  donc  l'in- 
tégrale cherchée  est 

Q.=_p.±ï^:5^F.(.)^-^'E■(.). 

V    ayZ    )  1/3 
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Maintenant  puisqu'on  a  P'Q'  =  |  7f ,  on  aura  une  relation  entre 
trois  fonctions  elliptiques ,  qui  ,  avec  celle  qu'on  a  trouvée  j  offre 
ces  deux  re'sultàts  : 

i  =  F"W.[E'W-(^)F.(.)] 

d'où  l'on  voit  que  les  fonctions  de  seconde  espèce  E'(c),E'(3) 
peuvent,  dans  ce  cas  particulier  ,  s'exprimer  par  les  deux  fonctions 
de  première  espèce  F'  (b) ,  F'  (c).  A  ces  deux  relations  qui  sont  déjà 
fort  remarquables ,  il  faut  en  joindre  une  troisième  F' (^}=y^ 3  F '(<?), 
qui  sera  démontrée  dans  l'exemple  suivant. 

EXEMPLE     III. 

(40.  Soit  proposé  d'évaluer  l'intégrale  R=/Jz  (i  —  z^)~%  prise 
depuis  z==  o  jusqu'à  ;3  =  i. 

On  fera  d'abord  i  —  z^  =:C-j  ,  ce  qui  donnera  la  transformée 

^  =y^(-^y?_^  j)  à  intégrer   depuis  j  =:  o    jusqu'à  jr  =  oo.    Soit 

3 

ensuite  m  =  y^  et  mj-  =  .r'  —  i ,  on  aura  la  nouvelle  transformée 
R  =  -J  ^(^-c^_5^..^_g-)  ?  q^'"  faut  intégrer  depuis  x=i  jusqu'à 
:r  =  co.  Cette  intégrale  est,  au  coefficient  près,  la  même  que 
l'intégrale  P  de  l'exemple  précédent  ;  ainsi  ayant  égard  aux  limites 

4 

de  R,  et  faisant  \/o  ==  «,  on  aura  la  valeur  cherchée 

R'=5^F'(^); 

ônin        \  -^  ' 

mais  il  y  a  une  autre  manière  de  trouver  la  valeur  de  R. 

Soit    I  —  z^=(^i  —  ^V   on    trouvera    d'alx)rd    la  transformée 

^  ^^JVC4y— O  '  ^^^^  ^^"^  intégrer  depuiffj-  =  i  jusqu'à  j  =  cc. 
Soit  ensuite  mj  =  ,+^',  ou  aura  R  =  ^yi^__ ,  uou- 
velle  formule  qu'il  faut  intégrer   depiiis  x=  [/(m — i)  jusqu'à 
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a:  =  00.  Or  cette  intégrale  est  semblable  à  la  formule  M  de  l'exemple  I^ 

et  on  obtiendra  de  même  R  =  ^^  F  C<?,  o) -h  const. ,  en  obser- 

Tant  que  cette  inte'grale  doit  être  prise  depuis  la  valeur  de  <p  qui 
donne  x  =  {/(m  —  i  )  jusqu'à  la  valeur  de  (p  qui  donne  a:-  =  oo  ; 
celle-ci    est  <p  =  |  tT  ,   l'autre  étant   nomme'e  6  ^  .  on    aura  R'  = 

~  [F'  W  —  F  (c,  8)].  Mais  en  général , 
donc  eu  faisant  x*z=zm —  i ,  il  viendra 

'  COS=ô  =  — ^— i  +  y/Ç/n'^+m  +  i)  __  (m— iV 
atV3  2V/3  — 3' 

Or,  d'après  l'article  a4^  cette  valeur  de  6  est  celle  qui  pour  le  module 

c  =  i  v/(2— V^S),  donneF(ô)=i=^F'j  donc 

Comparant  cette  valeur  à  celle  qu'on  a  trouvée  par  l'autre  méthode, 
il  en  résulte  cette  nouvelle  relation 

.      F'(^)  =  v/5.F'(c), 

laquelle  étant  jointe  aux  deux  déjà  trouvées,  fait  voir  qu'une  seule 
des  quatre  transcendantes  F'  (c),  F'(Z'),  E'  (c),  E'  (b)  suffît  pour 
déterminer  les  trois  autres.  On  a,  par  exemple ,  les  équations 

^  =  F-(o)[E.(.)_(i^)F.(.)] 

qui  servent  à  déterminer  la  fonction  E'  (c)  par  le  moyen  de  F'(c), 
€l  la  fonction  E'  {b)  par  le  moyen  de  F'  (b). 
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..  . .  ^( 


Théorème  sur  les  fonctions  de  première  et  de  seconde  esjèce , 
dont  les  modules  sont  complémejis  l'un  de  Vautre, 

(42).  Dans  les  comparaisons  qu'on  vient  d'e'tablir  enlre  les  fonc- 
tions F'(c),  E'(c),  qui  se  rapportent  au  module  c=.\  y/(2 — k^5) 
=  sin  i5%  et  les  fonctions  F'  (h)  ,  E'  (h)  ,  qui  se  rapportent  au  mo- 
dule comple'mentaire  b=\  1^(2+ 1/ 3)  =  cos  i5%  les  trois  équations 
trouvées  conduisent  à  ce  résultat  remarquable 

^         ^  =  F'(c)E'(^)  +  F'(^)  E"  (c)—F'  (^)F'  \c) {d') 

ou  l'on  voit  que  les  deux  quantités  b  ,  c  peuvent  être  échangées 
entre  elles ,  et  qu'ainsi  cette  équation  est  vérifiée  dans  deux  cas  , 
celui  de  c  =  sin  i5%  et  celui  de  c=  sin  75^  Il  serait  facile  de  dé- 
montrer directement  qu'elle  est  encore  vraie  dans  deux  autres  cas, 
lorsque  c  est  infiniment  petit,  et  lorsque  c  =  \/^=  b;  mais  nous 
allons  prouver  généralement  qu'elle  a  lieu  quel  que  soit  c. 

Pour  abréger  la  notation  ^  désignons  simplement  par  F,  E,  les 
quantités  F'(c),  E'  (c),  et  par  F',  E'  les  quantités  F'  (b) ,  E'  (b) ^  et 
supposons  ,,  y\"  -r-^^  /"a 

IT::.    P=FE'4-F'E  — FF',      .^      d  -    -       '  ~  S<û  ./ Tr   1 

P  étant  une  fonction  de  c  encore  inconnue.     ^'^  "    ^^  L'^  '^^^^  '  J^i,  f.    ^, 
Je  différentie  les  deux  membres  par  rapport  à  c  qui  est  la  seule 

variable  qu'ils  contiennent.  Or  ayant  E  ((p)  =fàd(Py  F  ((p)  =  f--, 
A^=i — ^^sin^'cp ,  la  différentiation  donne  ^ 


dE 

de 


dF  /^rJfpsin^ \     rd<p  \    P  d<p 

de         j  A^        ^~'  c  J    ~D  c  J    '^' 

Mais  parles  formules  de  l'art.  9,  on  ^i  f^~Lf^d(r>  —  '-^^^^^ , 

et  dans  le  cas  de  <p=z\^  dont  il  s'agit,  le  second  terme  s'évanouit  : 
ainsi  on  aura 


dF 


de  b'c 


u^-b-n 


i 
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On  aura  semWablement  ^  =  i  (E'  -  F') ,  2§-  =  ^^  (E'-c'F')  , 
et  parce  que  bdb  +  c^c  =  o  ,  on  en  de'duira 

Substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  c?P,  on  aura  û^:=o;  donc 
P  =  const.  Mais  on  a  trouvé  dans  un  cas  particulier  P  =  ^  Tf;  donc 
l'équation  {d')  a  lieu  généralement ,  quel  que  soit  c. 

Lorsque  c  =  y^^  =  è  ,  l'équation  (^d')  donne 
^  =  F'(2E'— F'). 

Ainsi  dans  ce  cas  particulier,  E'  se  détermine  encore  par  F'.  '^    *- 

Il  peut  y  avoir  quelques  autres  cas  particuliers  où  la  fonction  de 
seconde  espèce  E'  (c)  s'exprime  par  la  fonction  de  seconde  espèce 
F '(<?);  nous  ferons  voir  en  effet  que  chaque  cas  particulier  connu 
en  fait  connaître  une  infinité  d'autres  ;  mais  la  détermination  géné- 
rale paraît  impossible  d'après  les  recherches  suivantes. 

liéquations  différentielles  qui  expriment  la  liaison  mutuelle 
des  fonctions  E  et  F, 

(45).  Si  l'on  différentie  par  rapport  à  c  les  deux  formules  E^/A^tp, 
F=  /  —  j  on  aura  comme  ci-dessus, 

5^==j ^ ==cCE-F) 

d¥  1     ,^         ,j^„v        c    sin^cosçi 


Il  en  résulte  les  deux  formules 


(e') 


sin  (p  cos  ç 


qui  contiennent  les  relations  mutuelles  des  fonctions  E  et  F. 


ai-^^)'    ^ 
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On  peut  simplifier   encore   ces  équations  en  faisant  F  =  —  et  -  ^ -«^^^ 

'"    E  =  Ne ,  ce  qui  donne 

'>.    :_  ^ b^    f/M         c  sin  <p  cos  (p  '  -■  'tf^'-^^^  '  -♦ 

f  /     1  i.       . .  c     de  A 

^  ;  ^^  /iMais  quelque  simples  que  soient  celles-ci ,  on  ne  saurait  les  intégrer 
par  les  moyens   ordinaires,  même  quand  on  supposerait  (p  =  i  tT  , 

ce  qui  changerait  les   fonctions  F   et  E  en  F'  et  E'.  Ainsi  il  n'y  a  ^  - 

guère  d'espérance  de  déterminer  généralement  E'  par  F',  et  encore  _/ 

moins  la  fonction  indéfinie  E  par  la  fonction  F  ;  ce  qui  maintient 
et  justifie  la  distinction  que  nous  avons  faite  entre  les  fonctions 
elliptiques  de  la  première  et  de   la  seconde  espèce.  5 

Il  se  présente  à  ce  sujet  une  observation  assez  importante.  On 
verra  par  les  méthodes  qui  seront  ci-après  exposées,  que  la  fonction 
F  peut  être  exprimée  en  termes  finis  par  la  fonction  E  et  une  autre 
fonction  de  même  espèce ,  dont  le  module  et  l'amplitude  se  dé- 
duisent suivant  une  loi  connue  du  module  et  de  l'amplitude  qui  con- 
viennent à  la  fonction  E.  Cette  expression  de  F  par  deux  fonctions  de  ^  -  c^-y 
l'espèce  de  E,  est  une  véritable  intégrale  qui  doit  satisfaire  aux  équa-  ^ 
tions  («?'),  et  qui  ne  rentre  pas  dans  les  procédés  ordinaires  de  l'in- 
tégration. Le  succès  qu'on  obtient  dans  ce  cas  particulier^  peut 
donc  devenir  un   exemple  utile   dans   d'autres  recherches. 

(44)-  Revenons  aux  équations  (e  ) ,  et  voyons  quel  pourrait  être 
leur  usage. 

Si  on  avait  une  table  d'arcs  d'ellipse  dressée  pour  toutes  les 
valeurs  de  c  et  (p ,  à  des  intervalles  égaux  et  suffisamment  rappro- 
chés ,  cette  même  table  pourrait  offrir  pour  chaque  arc  E  ,  le  coefll- 

cient  différentiel  -7- ,  puisque    si  et   est   la   différence   entre   deux 

valeurs  de  c  consécutives,  le  coefficient  différentiel  se  déduit  des 
différences  finies  par  la  formule 

a  ^  =  AE  -  i  A^E  +  i  A'E  —  etc. , 
AE^  A*E,  etc.  étant  les  différences  premières  ,  secondes,  etc.  re- 
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Jatives  a  c  ,  données  immédiatement  par  les  nombres  de  la  Table. 

Une  Table  ainsi  disposée,  ferait  connaître  la  fonction  F  pour  toute 

valeur  de  c  el(p  ,  puisqu'on  a  F=E — c  -r-.  C'est  le  moyen  que  nous 

avions  proposé  dans  les  Mémoires  cités  de  1786  ,  pour  éviter  l'em- 
ploi des  arcs  d'hyperbole ,  ou  celui  des  fonctions  F. 

Une  Table  des  valeurs  de  la  fonction  F  ,  dressée  de  la  même  ma'- 

nière  avec  le  coefficient  différentiel  -7—  correspondant  à  chaque  terme, 

serait  propre  également  à  remplacer  les  arcs   d'ellipse,  puisque  la 
seconde  des  équations  (<?')  donne 


E 


=  *.(F+.f)H- 


dF\  c*  sin  p  cos  Ç) 


Le  travail  pour  former  une  Table  un  peu  étendue  ,  telle  que  nous 
venons  de  la  proposer,  est  trop  considérable  pour  croire  qu'il  soit 
jamais  entrepris  ;  si  cependant  les  intervalles  par  lesquels  on  fait 
croître  c  et  cp  n'étaient  pas  trop  rapprochés,  la  Table  pourrait  encore 
être  fort  utile,  sans  que  le  travail  de  sa  construction  excédât  la 
patience  d'un  calculateur  zélé. 

Je  proposerais  donc  comme  chose  fort  praticable  ,  que  l'on  cons- 
truisit une  Table  d'arcs  d'ellipse  ou  de  fonctions  E(<?  ,  (p  )  pour 
toutes  les  valeurs  de  (p  ,  de  degrés  en  degrés,  et  pour  toutes  les 
valeurs  du  module  c  mis  sous  la  forme  sin  6 ,  aussi  de  degrés  en 
degrés.  Cette  Table  ne  contiendrait  que  8ioo  nombres,  calculés 
avec  sept  chiffres  significatifs  ;  et  en  y  joignant  les  différences  pre- 
mières et  secondes,  on  pourrait  étendre  son  usage  à  toutes  les  valeurs 
de  c  et  (p.  Il  serait  facile   dans  chaque   cas  particulier ,  de  tirer  de 

/7F 

cette  Table  la  valeur  du  coefficient  t— ,  au  moins  pour  les  valeurs 
de  c  et  de  (p  comprises  dans  la  Table.  Enfin  on  pourrait  à  la  rigueur 

r/P 

éviter  entièrement  la  formation  des  coefficiens  j-,  ou  celle  d'une 
Table  particulière  pour  les  fonctions  F ,  puisqu'il  sera  démontré 
ci- après  que  toute  fonction  F  ou  tout  coefficient  -7- ,  peut  s^exprimep 
par  deux  arcs  d'ellipse. 


Véi'eloppemen  t 


il/  -  • 
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Développement  des  Jonctions  F'  et  E'  en  séiîjs, 

(45).  On  peut  déduire  des  e'quations  (e')  deux  e'quations   diffé- 
rentielles du  second  ordre  propres   à   déterminer  séparément  les        «î.     '  ,       c 
fonctions  F  et  E  ;  ces  équations  sont  '   '^    '    >     •         ^ 


V  Cï  — ^>',ic-^     c      'de       ^^  Â' — ^  CL 


,  .V  </c?E      ,     1  —  c*    <iE    ,    T^  sin  ô  cos  m 

et  lorsqu'on  considère  les  fonctions  complètes ,  ces  équations  de- 
viennent 

(■-0-33r  +  -7--ï^  +  E-  =  o.  -    ^  -, 

Celles  -  ci   se   simplifieront  encore    en  faisant  c  =  sin  ô  ,  ce  qui 
donnerait  . 


f' .?  -  t    ,.   I  . 


-'^-^^-Hcot.9.^_F.= 


^  Jô^     '"^^         '"*  d^ 


*...  «ï  t^    •   H  -__  -j : _  .  __-  -|-  Jb'   =  O.        -        /      /    '      J         f 

L        .     *v  -   aô^  sinaÔ       aa      '  l     '    ?     A 

1/      On  peut  enfin  regarder  F'  et  E'  comme  des  fonctions  du  module 
„       ^  complémentaire  h,  ce  qui  donnera  les  équations  différentielles  , 

f  ^"^     ^  ■^  dh-     \  h  )' db^^ '-^' 

d'où  l'on  voit  que  l'équation  en  F'  est  de  la  même  forme,  soit  que 
l'on  considère  F'  comme  fonction  de  h  ou  comme  fonction  de  c. 

Ces  équations  sont  utiles  pour  faire  connaître  la  loi  du  dévelop- 
pement des  fonctions  F',  E*  en  séries.  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à 
développer  ces  fonctions  suivant  les  puissances  de  c\  car  les  expres- 
sions F  =/c/?  (i  — . c»  sin»  (p  )"  %  E  =  /J(p  (  I  —  c*  sin»  (p  )*  étant  inté-'  .  \       ' 


<-. 


'.■!      ,v 
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•'    '^  r  ^     '    grées  depuis  (p=o  jusqu'à  <p  =  j'7t,onen  tire  jmmédiateïnent 


^ 


-^:=:r    ^' 


Mais  ces  séries  ne  sont  plus  suffisamment  convergentes ,  lorsque  e 
est  fort  près  de  l'unité ,  et  alors  il  convient  de  les  ordonner  suivant 
les  puissances  de  ^ ,  en  considérant   h  comme    très-petit. 

Or  d'après  l'équation  E«  =  h^  (F'+  c  ^)  =  ^^  ^^-^ ,  on  peut 
pour  première  approximation ,  faire  E'  =  i  ,  ce  qui  donnera 
^(cFO  =^  =  T^ZT^-^  ^*  P^^  conséquent  cF'  =  |  log  (^)  ;  mais 
dans  le  même  cas,  on  a  c  =  i  —  \h%  donc  la  première  valeur  ap- 
prochée de  F'  est  F»  =  log  (I). 

SoitmainlenantF'=Plog(|)+Q,  P  et  Q  étant  des  suites  or- 
données suivant  les  puissances  de  è;  si  on  substitue  cette  valeur 
dans  l'équation  différentielle 

on  trouvera  que  Téquation  pour  déterminer  P  est  absolument  sem- 
blable à  celle  qui  détermine  F';  celle-ci  est  de  la  même  forme, 
soit  que  F  soit  considéré  comme  fonction  de  c  ou  comme  fonction 
de  h  ;  ainsi  on  aura  d'abord 

P=,+i,è>  +  ir|M  +  l^.ê=  +  etc. 

Désignons  les  coefficiens  successifs  par  i ,  m',  m%  etc.^  en  sorte  qu'on  ait 

P  =  I  -f-  w'è'  H-  m'b^  H-  nTh'^  +  etc.  ; 
nous  supposerons  ensuite 

F'  — (i  4-  rdh^Ji^  m'^^^4-'«'^^^+etc.)log  | 
_  m'A'^'—  m^K'h^  —  /7^''A"é^  —  etc. 
Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  différentielle  ci-dessus ,  on 
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aura  pour  déterminer  les  nouveaux  coefficiens  A',  A',  elc,  l'équa- 
tion suivante ,  dont  les  termes  suivent  une  loi  très-simple  : 

o=      a         4-  6m'^»    +  iow"M  -{-i/^m'b^     +  i^m'^b^  +etc. 

—4/7»'      —  6m"b^    —  i2m"'M  — i6/n''^«     —  :iOîifb''    —etc. 

— 2*/7/A— 4='m''A''^'— 6*m'"A"'Z'^— 8'm'^A"^«— ioV7i'A'^«— etc. 

+3WA'<^'-|-5*/w''A'^^+7WA''^«+9'm"'A'^^«H-etc. 

Observant  ensuite  qu'on  a  a'm'  =  i  ,  /^^m' :=,  ^*ni,  6'm''=  5*m"j  etc., 
on  trouve  successivement 

A'  =  1 

•^  --  '  ^3.4 


a       .       3 


A"'  =  I  4-  -^  j-  -i-  a-  -i- 
etc. 

de  sorte  qu'on  a  en  général  A*^"^  ;=  A^"~'^  +  .  ^_^  .^^.  D'après  cette 

loi ,  il   est  facile  de  voir  ce  que  devient  A^"^  lorsque  n  est  très- 
grand  ;  considérons  pour  cet  efïet  la  suite 

laquelle  peut  être  mise  sous  cette  forme 

/'  jjj  j3j5  ^7  V 

jr==2x[x  +  ^  +  -g  +  —+  etc.j 
-    (^'+T  +  T  +  T  +  *'^-)' 


on  aura  en  sommant  ces  suites,  ^=  :i:logr^—^j  +  log(i  —  jr*)  =    w)/fv  ^  -6*-)< 

(i+o:)  log  (i4-a:)  +  (i'— •^)  log  (  ï  —  -^  )•  Soit  x  =  i ,  on  aura 
^  =  2log2;  donc  la   limite  des   quantités    A'^  A",  A'",   etc.    est 
2  log  a  ou  1,586,  etc.  Gela  posé,  la  valeur  complète  de  F'  se 
développe  ainsi  : 


V 
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^2^4^6^8»     V^S  6"^^  ""3.4       5.6       j.sj 
+  etc.  '  ^  ~    l  r-  î^  ^vf  '  r^ 

Connaissant  F'^  on  aura  immédiatement  E'  d'après  l'e'qualion 
E'  ;=b'F'-\-  h^c  ^  =  ^'F'—  h  (i— -^*)  ^  ,  et  il  en  résulte 

E-  =  .  +  ii-(log|-^) 

+  etc.^ 

expression  dont  la  loi  est  manifeste  et  qui  s'accorde  avec  celle 
que  nous  avons  donnée  sous  une  autre  forme  (  Mém.  de  VAcad.  , 
1786,  pag.  63o). 

T)es  cliangemens   quon  peut  Jaire  subir  au  paramètre 
dans  les  Jonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce, 

(46).  Soit;7  =  î^i^,  et  soit  a  une  constante  indéterminée,  on 
trouve  par  la  differentiation , 

dp       f/(p  ï^-c^sin^^ 

Supposons  que  le  dénominateur  (i — c'sin*<p)  cos'(p  +a  sin*(p  soit 
égal  au  produit  des  deux  facteurs  (  i  +  /i  sin*  ^  ^  (  ^  "^'  ^  sin'cp^ ,  la 


^■«ît. 
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yaleur  de  *  devra  être 

et  alors  l'e'quation  diffe'renlielle  se  de'composant  ainsi  ^ 

_jp__^r i , i jH^ 

'     ^  —.1  T  j  _j sin'ip 

son  inte'grale  est 

n  (.)  +  n(|)  =  F  +^^  arc  tang  i^p± (/')  , 

foiTTiule  très -remarquable  au  moyen  de  laquelle  toute  fonction  II 
dont  le  paramètre  est  plus  grand  que  le  module  c,  peut  toujours 
être  transformée   en  une  autre  dont  le   paramétré  sera  plus  petit 

que  c;  car  des  deux  paramètres  n  et  —,  il  est  évident  que  l'un  est 

toujours  plus  grand  que  c  et  l'autre  plus  petit.  Les  fonctions  IT  qui 
se  transforment  ainsi  l'une  dans  l'autre ,  ont  d'ailleurs  le  même 
module  c  et  la  même  amplitude  <p;  c'est  pourquoi,  au  lieu  de  les 

désigner  par  U  (n,  c,  cp^  ,  uC—,  c ,  <pj  j,  nous  les  désignons  sim- 
plement par  n  (n)  _,  H  (—),  en  ne  signalant  que rélément  par  lequel 
les  ueux  fonctions  diffèrent  l'une  de  l'autre. 

La   formule    générale  (J^^  )    appliquée  aux  cas   de   /^  =  c  et  de 
w==  —  c,  fournit  ces  deux  corollaires  , 

n(0  =  iF+^arctar,g<i  +  4Iîn£f  ,^    .    ,.., 

n  {-^c)  =  i  F  4-  Y±rc  ^^c  *^"g  ^ i — ^• 

Ainsi  dans  ces  deux  cas,  la  fonction  de  troisième  espèce  se  réduit 
immédiatement  à  une  fonction  de  première  espèce. 

(47).  Il  y  a  trois  cas  à  considérer  dans  la  formule  {J') ,  selon  que  cl      ,"^7^  !  p_^"^  -  ->. 
est  positif,  zéro  ou  négatif. 

Le  coefficient  cl  sera  positif  toutes  les  fois  que  le  paramètre  n  sera 
positif,  ou  toutes  les  fois  que  n  étant  négatif,  il  sera  compris  entre 


rT 
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—  I  et  —  c*  ;  en  d'autres  termes  a  sera  positif  si  le  paramètre  « 
est  de  l'une  des  deux  formes  7z  =  col^ô^  71:= — i  -j-Z'^sin^Ô.  Alors 
l'ëquation  (f)  contiendra  un  arc  de  cercle  réel,  et  par  cette 
e'quation   on  ramènera  l'une  à   l'autre  les  deux  fonctions  n  (  w)  , 

"^> 

Dans  ce  premier  cas,  si  l'on  fait  ^  =  ^  'tT^  on  aura  entre  les  fonc- 
tions complètes  cette  relation 

n.(«)+n'(f)  =  F.  +  ^-^^. 

(48).  Si  l'on    fait  a  =  o ,  on  aura  nz=  —  i  ou  /i  =  —  c*,  alors 
l'intégrale  f  ^/^  .  se  réduisant  à  p ,  l'équation  (/'  )  devient 


n(-,)4-n(-.c=)  =  F  + 


tang(p 


Ce  résultat  est  facile  à  vérifier  ;  on  a  en  effet  par  les  réductions  déjà 
connues, 

n  /       ^a> r^'P ^  F         c^  sin  <p  cas  (p 

et  la  somme  de  ces  deux  quantités  se  réduit  à  F  +  ■  ^"^  '^. 

La  fonction  n  ( —  i)  qui  se  ramène  immédiatement  aux  fonctions 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce  ,  est  celle  qui  donne  la 
rectification  de  l'hyperbole  (art.  i5).  Elle  a  une  valeur  infinie  lors- 
que Ç)  =  ^  tt  ,  parce  qu'alors  elle  représente  la  longueur  totale  de 
la  courbe  jusqu'à  son  extrémité  infinie  j  et  c'est  aussi  ce  que  donne 
la  formule  précédente;  mais  cette  formule  serait  en  défaut  si  on 
voulait  faire  <p  >»  ^tT  ;  elle  semblerait  donner  une  valeur  finie  pour 
n  ( —  i),  tandis  que  cette  valeur  ,  composée  de  la  partie  où  (p=-i7f 
et  d'une  autre  partie ,  est  nécessairement  infinie.  C'est  du  moins 
ce  qui  parait  résulter  de  la  formule  intégrale  n  ( —  i)  considérée 
en  elle-même ,  et  Sans  rapport  à  aucune  courbe  ;  car  nous  suppo- 
sons toujours  A  positif. 

(49)-  Il  reste  à  examiner  le  cas  où  et  est  négatif;  ce  cas  aura  lieu 


m- 
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toutes  les  fois    que  le   paramètre  sera  négatif,  mais  non  compris 
entre  i  et  —  c*;  de  sorte  que  n  devra  être  représenté  par  l'une 

ou  l'autre  des  formules  n=. r-^,  n-=.—^  c^sin^ô. 


Soit  donc  «= — c»  sin^G,  et  «= — ^,on  aura^  =  ^T^(i — c*sin^ô)^   T. 

et  l'intégrale  /^.  devient/:;^  ou  ^  log  (f±^-f)  '  <'°'><= 
alors  l'équation  {f  )  devra  être  remplacée  par  la  suivante  ; 

n(«)+n(^  =  F  +  j^,iog(|±^îl5f). 

Mettant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  /z  et  de  é',  et  observant 
que  t/(  I — c'sin'G)  peut  être  désigné  par  A(ô),  tandis  que 
^(  I  —  c^sin^(p)  l'est  par  A  (<p),  on  aura  cette  formule  générale  pour 
le  cas  de  a  négatif  : 

n(— c  sm  «;4-n(^— -Tg;  — 1  +^^;^  ^^gUc(p)tanse~A(e)tans,p/ 

Il  est  à  remarquer  que  le  second  membre  de  cette  équation  devient 
infini  lorsque  (p  iir:  8  :  en  effet,  comme  on  a 


on  voit  que  le  dénominateur  de  la  différentielle  est  zéro  lorsque 
(p  =9  ,  ce  qui  rend,  pour  ce  cas  ,  l'intégrale  infinie. 

Lorsqu'ensuite  on  suppose  tp  >•  ô  ,  le  dénominateur  devient  né- 
gatif, et  la  valeur  de  FT  ( r^  j  redevient  finie  par  la  destruction 

mutuelle  des  parties  infinies  et  de  signes  contraires.  Mais  alors  la 
formule  a  besoin  d'être  rectifiée  pour  ne  pas  offrir  le  logarithme 
d'une  quantité  négative,  et  il  faudra  l'écrire  ainsi  : 

H^     0  sm  b}+n^— ^-^gj_i  +-^log^^^y^^^^^^— -^-^^^^^^  . 

elle  aura  lieu  depuis  (p  =  G  jusqu'à  <pz=:\^. 

Lorsque  <?=  ^tt,  celte  formule  donne  entre  les  fonctions  com- 


h^: 
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plclcs  la  relation 

n.(-..sm-e)+n'(-J,-j)  =  F-, 

OÙ  l'on  voit  que  les  logarithmes  ont  entièrement  disparu. 

J'observe  sur  cette  dernière  équation  que  la  fonction  n( — c'sin'Ô), 

qui  représente  l'intégraley^^  _  ^.,  JJ^  ^^^^,  ^^  ^ ,  est  nécessairement  plus 
grande  que  T--  ou  F,  et  qu'ainsi  n'( — 6*  sin"  6)  est  plus  grande 
que  F';  l'équation  précédente  ne  peut  donc  subsister  à  moins   que 

n*  ( 7-^7^  ne  soit  négatif.  Or,  ce  résultat  s'explique  facilement  par 

la  nature  de  la  fonction  FI  f —  ^r^^  qui  est  positive  depuis  (p  =  o  , 

jusqu'à  (p=9,  et  négative  depuis  (p=G  jusqu'à  ^=:  ^^  tT;  il  faut  par  con- 
séquent que  la  partie  négative  soit  plus  grande  que  la  partie  positive. 

(5o).  ^u  reste  pour  éviter  toute  anomalie  étrangère  à  l'objet  dont 
nous  nous  occupons  ,  et  pour  ne  considérer  des  fonctions  U  (pw  celles 
qui  sont  positives  et  Jlnies  ,  nous  ferons  abstraction  ,  dans  tout  co 
(fui  suit ,  du  cas  où  le  paramètre  n  est  à  la  fois  négatif  et  plus  grand 
que  l'unité. 

Si  ce  cas  se  rencontrait,  on  pourrait,  au  moyen  de  la  formule  de 

l'art.  4ç),  réduire  la   fonction   proposée  II  Ç — ^^)  à  la  fonction 

n  ( — 6*  sin'9  )  qui  n'est  sujette  à  aucune  difficulté  ;  l'anomalie  tom- 
berait alors  sur  le  terme  logarithmique  joint  à  cette  fonction. 

Cela  posé ,  les  fonctions  II  ,  eu  égard  aux  diverses  valeurs  du  pa- 
ramètre ,  se  rapportent  à  trois  cas  principaux  qui  exigent  des  dévc- 
loppemens  particuliers. 

Premier  cas.  Si  le  paramètre  n  est  positif,  on  pourra  toujours  lui 

A  1  /  1/(1  — ^"sin'^  6) 

donner  la  forme  n=  cof^  B  ,  et  on  aura  alors  y  a  =  — f^iaUcolh — 


fiin  ô  coti  6' 

Second  cas.   Si  le  paramètre  n  est  négatif ,  mais  qu'il  soit  com- 
pris entre  —  i    et   —  c»,    on   pourra  le  désigner  par  la  formule 

.  ,  ,  b*  smB  C08  fl 

,i  —  _-  1  -f.  Z,^  sin^  9  ,   et   alors    on    aura    y  a,  =  yç^-^rplï^Fê) 

b^  sin  ô  cosô 

/  roisieme 


u 
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Troisihmo  cas.  Si  le  parainèlrc  n  est  ru-galifcl  plus  pclit  t{\\C  c*,  On. 

pourra  faire  «  =  —  c*  sin'9,  cl  on  aura  \/(a)  =  -— r  ^  (0;  •  \/ — i- 

On  verra  ci-après  que  les  deux  premiers  cas  pourraient  (jtrc 
censés  rxkin  faire  qu'tin,  allctidu  qu'une  fonction  qui  appartient  k 
l'un  de  ces  cas,  peut  être  tranuformée  en  une  fonction  qui  appar- 
ticTine  à  l'autre  cas.  11  n'en  est  pas  de  nicme  du  troisième  cas  qui 
dinèrc  essentiellement  des  deux  autres;  car  les  fonctions  (jui  se 
rapportent  aux  deux  premiers  cas,  entraînent  toujours  dans  leur 
comparaison  des  arcs  de  cercle  ;  tandis  <pje  le»  fonctions  qui  se  rap- 
portent au  troisième,  n'admettent  dans  leur  comparaison  que  des 
logaritlimes. 

il  semblerait  naturel  d'ajouter  h  ces  trois  cas  celui  où  l'on  sup- 
poserait le  paramètre  n  imaf^'inairc  ;  mais  nous  prouverons  ci-après 
que  ce  quatrième  cas  est  inutile  à  considc-rer  ,  et  (ju'on  peut  tou- 
jours y  suppléer  par  des  transformations  convenables. 

Cïi).  Soit  maintenant  ;?  =  '-^£11?,  et  k  un  coclTicicnl  indéter- 
miné^ on  aura  par  la  diflérentiation  , 

dp      ^____         1  — a  wîn*  ^«f-r;*»in'<f  dp  ^ 

i-^hp*        T-f-  (  h  —  c"  )  «ifi*  ^  —  U  oiu^  <p  *  A  • 

si  on  fait  ensuite  le  dénominateur 

,  ^  (k  — 6'*)  sin*^  —  k  sin<<p  =  (  i  -f-  «  sin»^  )  (  i  —  m  sin»^  )  , 

î1  en  résultera  k-=mn,  (1  -{■•  n)  (  i  — ///)  =  h*,  et  l'équation  difTé- 
rentielle  prendra  la  forme 

tlp  (lpr'i-\-n  i  i — m  i  .f'-l 

j  -{-hp*        A  L.    n     '  i-J-nsin*^  m     '  i — m  8iir'<p        m//J* 

d'où  l'on  tire  en  intégrant , 

-^  n(«)— { )n(— ///)=  -    t -l-^r -arc  Ung-?^ ^  ^—  . .  •  ^'^)> 

rt        ^   ^      \     m    J     ^         ^       mil  y  mu  "  a 

Par  celte  formide  les  (b;ux  fonctions  U(n),  U{ — ///),  penv<./il ';trc 
réduites  l'une  à  l'autre,  pourvu  qu'entre  les  paramètres  /^et- — //<, 
on  ait  la  relation 

10 
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Cette  relation  est  telle ,  que  si  Ton  fait  ?i  =  col''  ô  ,  on  aura 
—  /w  =  —  I  +Z>''sin''9  ;  d'où,  l'on  voit  que  les  deux  premiers  cas 
du  n°  5o  ,  n^en  font  à  proprement  parler  qu'un  seul,  puisque  la 
réduction  d'une  fonction  à  l'autre  peut  se  faire  immédiatement  au 
moyen  de  la  formule 

n(col«0)  =  ^^— ^r^^^n(— I  +è*sm-9) 

c^'sin^ô      --,  sin  â  cos  6  sin  (p  co«<pA  (^ ,  6) 

(52).   Si  dans  la  formule  (g')  ,  on  fait  /n  =  c'  sin'  6,  l'équation   de 

condition  (iH-«)(i — m)=^%  donnera  «  (cos''94-^''sin^Q)= — c"cos^9, 

d'où  il  suit  que  «pourra  aussi  être  représenté  par  la  valeur /z= — c*sin^A, 

et  alors  on  aura  entre  8  et  X  la  relation  sin='A(cos'G-}-^^sin^G)=cos^Ô, 

d'où  résulte 

1  ■=.1  tang  6  tang  A  ; 

c'est  la  même  relation  qui  donne  F(Ô)  +  F(A)  =  F'. 
On  aura  donc  dans  ce  cas  la  formule  générale 

— ,  ■  .>    nf — c'^sm'S)  -A r-r-, —  n  ( — G'^sm^X) 

F  I  I         /  A  -f-  c^  sin  ô  sin  X  sin  çi  co.' 


sin^èsin^A         a  sin  6  sin  A 


,        /A  -f-  c^  sin  9  sin  \  sin  çi  cos^N 
^  \  A  —  c^  sin  fl  sin  K  sin  (p  ces  ç  /  * 


au  moyen  de  laquelle  on  pourra  réduire  l'une  à  l'autre  les  fonctions 
n  ( — c""  sin'  G)  j  n  ( — ^^  sin'' A  )  ,  pourvu  qu'entre  les  paramètres  on 
ait  la   relation  i  =  b  tang  ô  tang  A. 

Ainsi,  non  seulement  les  fonctions  n  dont  le  paramètre  est  néga- 
tif et  plus  grand  que  l'unité  ,  peuvent  se  réduire  aux  fonctions  dont 
le  paramètre  est  plus  petit  que  c"  (art.  49  )  ^  mais  celles-ci  peuvent 
encore  être  réduites  au   cas   où  le   paramètre,  toujours  de  forme 

—  c" sin''  Q ,  n'excède  pas  i  —  b;  car  dans  le  cas  où  l'on  aurait  6  =  A, 

l'équation  \  z=.b  tang  G  tang  A  donne  sin*  ô  =  ,  ,  et  par  consé- 
quent c*  sin'' 6=1  —  b;  dans   tout  autre  cas,  l'un  des  paramètres 

—  c^sin^G, —  c^sin^A,  abstraction  faite  de  son  signe,  sera  néces- 
sairement plus  petit  que   i—*b. 

Le  cas  de  ô  =  A  mérite  d'être  remarqué  ;  alors  la  formule  gêné- 
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raie  donne 

Ainsi  la  fonction  de  troisième  espèce  n( — i+^)  se  re'duit  inde'- 
finiment  à  la  première  espèce  ,  et  on  a  en  particulier  pour  l'expres- 
sion de  la  fonction  complète , 

On  pourrait ,  en  choisissant  d'autres  valeurs  de  p  ou  d'autres  diffé- 
rentielles que  ^J_,  ^  _,  parvenir  à  d'autres  formules  de  réduction  pour 

les  fonctions  11;  mais  la  plupart  de  ces  formules  rentreraient  dans 
les  deux  que  nous  avons  trouvées ,  ou  ne  seraient  qu'une  combi- 
naison de  ces  deux  formules  et  de  celles  que  nous  exposerons  dans 
le  chapitre  suivant;  c'est  pourquoi  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas 
davantage. 

Comparaison  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce. 
(53).   Considérons  les  deux  fonctions  semblables 

et  supposons  ,  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  fonctions  de  la 
première  et  de  la  seconde  espèce,  qu'on  a  l'équation  F(<p)  +  F(4/) 
—  F  (/^)  =o^  fM  étant  une  constante;  alors  si  on  fait  II  ((p)  4-11(4) 
^ —  n(/A)  =  Q,on  aura 

Q  =  rr éî. ^ ^A "] 

cette  intégrale  étant  prise  de  manière  qu'elle  s'évanouisse  lorsque 
(p  =  o  ou  lorsque  ^  =  /*. 

Mais  puisque  fx  est  constant ,  on  a  ■:-—  -f-  —Ç^  =  o ,  d'où  résulte 
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Or   on  a  trouvé  (art.  3i)  d^A((p)-\-d'^A(-^)=:c'^d(s'iniJLsin(psia'^)} 

lepremiermembre  se  réduit  à -p^[A='((p) — A'(4)]=T7^-I(sin"4/ — sin^^); 

donc   en   faisant  sin"(p  +  sin^^j,  =  yo  ,  sin  «p  sin 'xf,  =  ^  ,   on  a 

^j-  (  sin'-vj^  —  sin'^cp  )  =  sin  yu- .  dq  ;  donc  enfin 


^=M 


m  iJ-.dq 


-f-  np  +  «''<;* 


Mais  de  l'équation  cos  (p  cos-n}/ —  sin  (p  sin  ^A  (ac)=cos  /^,  on  déduit 
I  —  ;d  +  ^^=  [cos  fJL~^q a  (/"')]%  et  par  conséquent 

p  =  sin°/>t,  —  3«7  cos  /jlA  (lit)  +  c^'q''  sin^fÀ,  ; 

mettant  cette  valeur  de  p  dans  la  formule  précédente  ^  on  a 

^  r*  n  sin  (j-.dq 

^        J  1  +  7i  iin^//. —  271^  cos//A(/;t)-f-9''("*H- «c^'sin^//.  ) 

Effectuant  donc  l'intégration^  et  faisant  comme  ci-dessus  a=: 
(i-\-n)(i  -\ j  ,  on  aura  Q  ou 

n(^)+n(4)-nCAt)=-f  arc  tang  ^      "V/^^in/^  sin^  sin  4      \jj^y 

\T/  I       VT/  vr  /        ^^  £>\^i_|_;j  —  n  cos /;/.  cos  9  cos  4/      ^    -^ 

C'est  la  formule  générale  qui,  pour  les  fonctions  de  troisième  espèce, 
correspond  à  la  formule  F  ((p)  +  F  (4)  —  F  {"■^)=^  o  pour  les  fonc- 
tions de  la  première  espèce  ,  et  à  la  formule  E((p) -|- £(4^)  —  E(/-t) 
=  c'  sin  fj,  sin  cp  sin  %[/  pour  les  fonctions  de  la  seconde  espèce. 

Ainsi  la  différence  qui  est  zéro  dans  les  fonctions  de  première 
espèce,  et  algébrique  dans  celles  de  la  seconde  espèce,  est  exprimée 
par  un  arc  de  cercle  ou  par  un  logarithme  dans  les  fonctions  de 
troisième  espèce.  Je  dis  arc  de  cercle  on  logarithme ,  car  on  voit  que 
le  second  membre  de  l'équation  (h')  sera  un  arc  de  cercle  ou  un 
logarithme,  selon  que  et  sera  positif  ou  négatif ,  c'est-à-dire,  selon 
que  la  fonction  II  se  rapportera  aux  deux  premiers  cas  ou  au  troi- 
sième de  l'article  5o. 

(54).  De  l'équation  (Ji)  et  de  toutes  celles  qu'on  peut  former  sem- 
blablement  entre  trois  fonctions  II,  nous  conclurons  que  si  i ,  k  , 
ly  etc.  sont  des  entiers  positifs  ,  on  pourra  toujours  faire  ensorte 
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que  Ton   ait 

iU  ((p)  +  Â-n  (4)  +  lu  (a>)  +  etc.  =  W, 

W  étant  une  quantité'  de'terminable  par  arcs  de  cercle  ou  par  loga- 
rithmes. Il  faut  pour  cela  e'tablir  entre  les  amplitudes  (p,  4^  ^j  ^*^*  ■> 
la  relation  qui  donne 

lY  (f)4-AF(4)  +  /F  (a)  +  etc.  =  o, 

et  cette  relation  peut  toujours  être  exprime'e  par  une  équation 
algébrique  entre  les  sinus  des  angles  (p,  4>  ^  >  ^^^'  ^^  résultat  ne 
souffre  aucune  exception  ,  et  aurait  lieu  même  quand  le  paramètre  7t 
serait  imaginaire.  Mais  on  peut  considérer  ces  propriétés  sous  un 
point  de  vue  encore  plus  général. 

(55).  Soit  P  ou  P  ((p)  une  fonction  rationnelle  paire  de  sin  (p , 
et  soit 


(^)=/^ 


Soit  Z(4)  une  fonction  semblable  de  4  >  ces  fonctions  ou  intégrales 
étant  prises  de  manièrequ'elles  s'évanouissent  lorsque  les  amplitudes  «p 
et  4  sont  nulles.  Supposons  qu'on  ait  toujours  l'équation  F(^)-f-F(4) 

— F(/ii)=Oj  laquelle  en  prenant  yt*  constante  donne  -y^  -}-  xfts  =  o  , 
on  aura  donc 

z  (?)+z(+)-z(/.)  =/^  [P  (ç.)  -  P(4)]. 

Faisons  comme  ci-dessus  sin*(p-|-sia''4==/^  ?  sin  (p  sin  4  =  7?  il  en 
résultera 

sin'(p   =  Ip   +  1   y/(^«_4^^) 

sin"4  =:  ±p  ^  ±  ^(^^_4^^). 

Substituons  maintenant  la  valeur  de  sin*<p  dans  P(<p),  le  résultat 
sera  de  la  forme 

P((p)=M  +  Nv/(;^»— 4^0, 

M  et  N  étant  des  fonctions  rationnelles  de  p  et  q.  On  aura  de 
même 

P(4)  =  M-Nv/(;>^-4'70^ 

donc  P((p)  —  P(4)  =  aN  v/(yD*— 47")  =  aN  (  sin* (p  — -  sin*4) ^  et 
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donc  enfin 

Dans  cette  formule ,  N  est  une  fonction  rationnelle  de  ;»  et  de  <7  ; 
si  on  y  substitue  la  valeur  àep  en  q ,  savoir  ^=:sin'/>t — 2^cos//A(,a) 
4-c'<7^sin^^,  N  sera  une  fonction  rationnelle  de  q  seule  ,  et  ainsi  la 
valeur  de  Z  ((p)  +Z  (4)  —  Z  (a^)  pourra  toujours  se  de' terminer  par 
arcs  de  cercle  et  par  logarithmes. 

En  ge'ne'ral  si  i,  îi ,  l,  etc.  de'signent  des  nombres  entiers  positifs 
ou  ne'gatifs ,  et  qu'on  e'tablisse  entre  les  angles  (p,  4  ?  <^>  etc.  la  rela- 
tion qui  donne  ^F  {(p)  +  kY  (4)  +  /F  {où)  -}- etc.  =o^  on  aura  en 
même  temps 

iZ  ((p)  +  kZ  (4)  +  /Z  («)  4-  etc.  =  W, 

W  étant  une  quantité'  de'terminable  par  arcs  de  cercle  et  par  loga- 
rithmes. La  même  propriété'  aura  lieu  quand  même  P  contiendrait 
des  puissances  impaires  de  sin  (p  ;  car  la  partie  de  dJj  affectée* 
des  puissances  impaires ,  s'inte'grerait  par  arcs  de  cercle  et  par 
logarithmes. 

Il  en  est  absolument  de  même  de  la  fonction 


\/{a.  +Qx  -j-  yx"-  -f-  J^x^  +  5x4  )  ' 


P  étant  une  fonction  rationnelle  de  x,  et  on  pourra  toujours  trouver 
une  équation  algébrique  entre  x  ^  j  ^  z,  etc.,  telle  que  la  quantité 

iL  {x)  +  kTa  (j)  4-  /z  (s)  -H  etc. 

soit  déterminable  par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

{^Ç>).  Revenons  à  la  formule  (Ji)  à' oh.  l'on  doit  déduire  tout  ce 
qui  concerne  la  comparaison  des  fonctions  de  troisième  espèce. 
Nous  avons  déjà  observé  que  dans  cette  formule  l'arc  de  cercle 
doit  être  remplacé  par  un  logarithme ,  lorsque  le  paramètre  est  de 

la  forme  w  =  —  c'^sin'ô:  alors  on  a  i/a  =  ^^  à(Q)  .  i/ —  i ,  et 

^  sin  6        ^     '       *^  ' 

parce  qu'en  général     , arc  tang  z  \/ —  i  =  j  log  —^>  si  l'on  fait 
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pour  abréger , 

sin  ô  cos/xA  (^)  —  C05  6  sin  //A  (ê)  .        , 

I— c'sin^Oâin>  —  Sia  fl  , 

sin  ô  cos  //A  C  m)  +  cos  ô  sin  wA  (M  .         „ 

la  formule  (//)  se  changera  en  celle-ci: 

*.ry   T-      ^Y/  vr-y        qA  (6)      »  \x  +  c^sinÔ  sin /ot"sin  <p  sin^y  * 

e*  l'on  peut  remarquer  que  les  angles  auxiliaires  fjt!,  fx"  sont  ceux 
qui  donneraient 

Au  reste,  comme  on  peut  immédiatement  convertir  en  logarithmes 
les  arcs  dont  les  tangentes  sont  de  la  forme  /  \/ —  i ,  on  pourra  se 
borner  à  n'employer  que  l'e'quation  Çi)  dans  toutes  les  comparaisons 
qu'on  aura  à  faire  des  fonctions  fl ,  selon  les  diverses  valeurs  de  n  ; 
mais  pour  faciliter  les  applications,  nous  croyons  devoir  rapporter 
ici  les  formules  qui  ont  lieu  dans  quelques-uns  des  cas  les  plus 
simples,  en  y  joignant  celles  qui  concernent  les  fonctions  de  la  pre- 
mière et  de  la  deuxième  espèce. 

(5;),  Soit,  1°.  ^  =  i^7r,  on  aura  successivement  pour  les  trois 
espèces  de  fonctions  elliptiques  : 

FW4-F(4)-F'  =  o 

E((p) -f- E  C4)  —  E' =  c'sin  (p  sin  4 

n  ((p)  +  n  (4)  -  n>  =  ^  arc  tang  ^^Y^"^- 

La  relation  entre  cp  et  4  est  donne'e  par  l'équation  b  tang  <p  tang 4=  i* 
d'où  Ton  tire  sin  4  =  ^^  et  sin  <p  =  ^^.  Quant  à  la  valeur  de  a  , 

elle  s'exprime  suivant  les  différentes  formes  de  «  ,  comme  on  l'a  vu 

(art.  5o). 

Si  en  particulier   on    a   (p  =  4  >  ce   qui    donne   tang  <p  =  -^ , 
sm  <p  =  ___^  les  formules  précédentes  deviennent 
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E((p)  =  iE'  +  Ki~^) 

n  (?>)  =  ^  n'  H ~  arc  tang  —^K';    .  ,,  ; 

elles  servent  ainsi  à  la  bisection  de  la  fonction  complète. 

Soit,  2°.  '\|.  =  (p  et  yM.  =  (|), ,  l'amplitude  (p»  se  déduira  de  (p  par 
les  formules  de  l'article  21 ,  et  on  aura  pour  la  duplicatiou  des  fonc- 
tions ,  les  formules 

:îF((P)— F  (<?>,)  =  0 

2E  ((p)  —  E  ((pa)  =  c*  sin'(p  sin  (p^ 

^n  ((p)  -  n  (^0  =  4-  arc  tang  /     n ^/^  sin'^  sin  ^,      s 

Les  mêmes  formules  serviront  à  la  bisection  ,  en  déterminant  (p  par 
le  moyen  de  sp,. 

Soit,  5°.  «vf,  =  (Ça  et  /A  =  ^3_,  (p3  étant  l'amplitude  qui  donne 
F  ((p3)  =  5F  ((p),  et  qu'on  détermine  par  les  formules  de  l'article  22  , 
on  aura  pour  la  triplication  des  fonctions ,  les  formules 

3F((p)  — F(^3)  =  o 

3E  ((p)  —  E  ((pa)  =  c'  sin  (p  sin  (p,  {  sin  cp  -|-  sin  (p3  ) 

3n  ((p)  -  n  (^3)  =  4-  arc  tang  f      "V^-'- --^"  ^  ^in  ^.  sin  ^3      N 

^^'  ^       '^  Vat  ®\l-f-n 71C0S  (p  COS     a  COS  (fs/ 

,1  .  /       JiV/si  sin^<zisin  (»„       \ 

+  -7-arctanff( — —^ -^^ — — — ). 

y  A  °  \x_j_7j  —  nco&^Ç)  cos  (p2/ 

Dans  le  cas  où  ^3  =  ^  'TT,  on  a  pour  la  trisection  des  fonctions  com- 
plètes, les  formules 

5F((p)  =  F» 

3E  (<p)  =  E*  +  c*  sin  (p  sin  <p,  (  i  -f.  sin  (p) 

3n  (?)  =  n-  +  ^  arc  tang  ("^V^^/'"^-) 

,1  .  /       n\/*sin  (B  sin  (pa      \ 

4-  TT-  arc  tang  (  — —^ ^^ — - —  ). 

yoL  °\i-f-n  —  ncos-'(p  cos(pa/ 

Quant  aux  valeurs  de  <p  et  (p^,    elles  se   trouveront   par    les   ar- 
ticles 23  et  24. 

J^o77?7ation 
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Formation  d'une  suite  infinie  de  fonctions  ellipiques  de 
la  première  espèce  ,  liées  entre  elles  par  des  rapports 
constans, 

(58).  Jusqu'ici  nous  n'avons  comparé  entre  elles  les  fonctions 
elliptiques  de  la  première  espèce,  qu'autant  qu'elles  avaient  le  même 
module,  ou  qu'elles  pouvaient  être  considérées  comme  i-eprésentant 
diftérens  arcs  d'une  même  courbe  5  ces  comparaisons  ont  ensuite  été 
étendues ,  d'après  le  même  principe ,  aux  fonctions  de  la  seconde 
et  de  la  troisième  espèce  ;  et  les  théorèmes  contenus  dans  les  for- 
mules C/')  et  {g')  supposent  encore  que  le  module  est  le  même  dans 
les  deux  fonctions  comparées. 

Nous  allons  faire  voir  qu'on  peut ,  par  une  loi  très- simple  ,  former 
ime  infinité  de  fonctions  elliptiques  de  première  espèce,  qui  diffèrent 
les  unes  des  autres  tant  par  le  module  que  par  l'amplitude ,  mais 
qui  ont  la  propriété  fort  remarquable  d'être  entre  elles  dans  des 
rapports  constans. 

Considérons  les  deux  fonctions  F(c,  (p)=i       ^__^^  ^^^,^     ,  F(<^^  <p') 

=  I  —r: -;,  .  ,  7^  ;  ie  dis  que  si  l'on    fait  c  =  -i^- —     et  que  l'on 

détermine  <p'   d'après  l'équation   sin  {2(p' — (?5)=csin<p,   on  aura 
généralement 

En  effet  l'équation  supposée  donne  d'abord  cos ( 2^' — (?))  =  A;ainsi  '  ^^f^  •=:     /-^,^. 
on  aura  successivement  : 


>d  "I V 


cos  2?)'  =  A  cos  (p -— c  sin^(p  ^ -^'  -  I- Uf -rz.  l- At^-f- cj^) 

2  cos*  0'  =  I  —  c  sin*®  -f-  A  cos  (p         ,  [  ,.        . — ,  .  .^^ 

2sm*(p   =  I  -f- <^  sm*(p  ■ — A  cos  (p         — .      •  '   "a  ■     ' 


2  sin  (p'  cos  <p'  ;=  sin  (p  (c  cos  (p  -f-  A) 


^.'1' 


'"^ 


w  =  §(.cos(p+A)        '-,^^;f'^  '^''^- 

//  /.    •    »     /\  c  cos  (2  -4- A  _  ,.  .  V  _ 

t/(.-c-sm-f)=        ,^+    .  ^    ^Çf-         •     '  -f^: 


~  /ff^  5^^;<?>'  -  ^£.^./f/ 


f' 


.# 


rF' 
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Des  deux  dernières  on  lire  -77 ^t^t-t^  =  — ^  .  — ,  CC  qui  donne 

1  -^  c 
en  inte'grant^  F(c'',  <p')  =  — '■ — F(c,  (p).  Nous  n'ajoutons  point  de 

constante  ,  parce  que  les  amplitudes  (p  et  ç'  s'évanouissent  en  même 
temps.  On  voit  donc  par  ce  re'sultat  que  les  fonctions  F  {c,  (p')  , 
F  (r,  (p)  seront  entre  elles  dans  un  rapport  constant,  quelles  que 
soient  les  amplitudes  (p'  et  <p,  pourvu  qu'elles  soient  liées  entre  elles 
par  l'équation  sin  (ji(p' —  {p)=:  c  sin  cp. 

Observons  que  comme  l'arc  tp  croit  indéflniment,  et  peut  être  de 
tant  de  circonférences  qu'on  voudra ,  l'arc  <p'  croît  aussi  indéfiniment, 
jnais  de  manière  que  2^' —  (p  est  toujours  ixnfermé  entre  les  limites 
4-  6  et  —  Q,  â  étant  l'arc  dont  c  est  le  sinus.  En  efCet,  puisqu'on  a 
sin  (  2(p' — (p  )  =  c  sin  (p  et  cos(2?>' — (p)  =  A  ,  A  étant  toujours 
positif^  on  voit  que  2(p' —  cp  est  toujours  égial  au  plus  petit  arc  c/l  , 
positif  ou  négatif,  déterminé  par  l'équation  sin  cri  =  6'sincp=sinôsin!p; 

ainsi  on  a  toujours  (p' =  ^  (p-|- y  <^  ^"  ^=^  ^^P' — cA..  D'après  cette 
observation,  on  n'aura  jamais  aucune  ambiguité  à  craindre  dans  la 
détermination  des  valeurs  respectives  de  cp'  et  (p. 

Si  l'on  fait  (p'zrri-Tr,  on  aura  (p  =7r  et  F  (  c  ,  (p  )  =:2F'  (c)  ;  ainsi 
les  fonctions  complètes  F'  {c) ,  F'  (c)  ont  entre  elles  cette  relation 

F'(0  =  (i  +  c.)F'(c). 

(59).  Concevons  maintenant  qu'à  partir  du  terme  donné  r,  on 
forme  une  suite  infinie  démodules  c,  c,  t",  c",  etc.,  d'après 
la  loi , 

c'=^,     c-  =  i^,,     c'^^„  etc. 

Cette  suite  de  modules  qui  est  continuellement  croissante,  aura  pour 
limite  l'unité,  et  atteindra  sensiblement  cette  limite  au  bout  d'un 
assez  petit  nombre  de  termes. 

Si  on  appelle  par  analogie  b' ,  h",  h"',  etc.  les  complémens  des 
modules  c,  c",  c",  etc.  ,  la  suite  U ,  h\  h"',  etc.  sera  continuelle- 
ment décroissante  ,  et  chaque  terme  se  déduira  du  module  précé- 
dent suivant  cette  loi  • 

g  =   ,      ■  ,        à    ;=  ; 7,         Ù    =  ; 7-,     CtC. 
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Soit  ensuite  (p  ,  tp',  (p*,  cp'*',  etc.  la  série  des  amplitudes  qui  se  de'- 
duiseiit  cliacune  de  la  précédente  par  les  formules 

sin  (2(p'  —  (p  )  =  c  sin  (p 
sin  (s^p" —  (p')  =  c'sin  <p' 
sin  (2(p"' —  (p')  =  c'sin  (p' 
etc. 

on  formera  de  cette  manière  une  suite  infinie  de  fonctions  de  pre- 
mière espèce  F  (c  ,  (p  ),  F  (c',  <p'),  F  (  c%  (p')  ,  etc.  ,  entre  lesquelles 
on  aura  les  équations 

F(.V<)  =  ^^^F(.,^) 


F(.^^-)=:i±£:F(c^(po  =  ^.i±^^^F(.,^), 


1  ±^"  ^  r,."    ^n,  __  1  +  c      i+c'      1  +  r" 
a 

etc. 


d'où  il  suit  que  deux  quelconques  de  ces  fonctions  sont  toujours 
entre  elles  dans  un  rapport  constant  pour  toutes  les  valeurs  des 
amplitudes  correspondantes. 

Quant  aux  fonctions  complètes  ,  leurs  rapports  seront  également 
constans ,  et  l'équation  F'  {c)  =  (i  +<?  )  F'  (c),  déjà  trouvée,  don- 
nera successivement 

F'(^0=(H-OF'(^) 

F'  (O  =  (i  +  O  F^  (O  =  (1+^)  {i  +  c)  (i+c-O  F'  (c) 
e'tc, 

(6o).  On  peut  encore  donner  à  ces  résultats  une  plus  grande 
extension.  En  effet ,  la  suite  infinie  de  modules  c  ,  c',  c",  etc. ,  qui 
est  croissante  dans  un  sens,  et  qui  a  pour  limite  l'unité,  peut  être 
prolongée  à  l'infini  dans  le  sens  contraire  où  elle  sera  décroissante 
et  aura  pour  limite  zéro.  Désignons  par  c  ,  c",  c°%  c""',  etc.  cette 
suite  décroissante  j  la  loi  qui  lie  deux  termes  consécutifs  sera 
semblablement 

a'^r»                           Qt/co.                           2l/f°** 
/^  ==  — 1 — ;,       G^  z=.  —^ ,      0''°:=:-^ ,      etc. 
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Mais  pour  former  chaque  terme  au  moyen  du  préce'dent ,  il  sera 
plus  simple  de  se  servir  des  valeurs  suivantes  ,  où  ^%  If'^  b°°°^  etc. 
désignent  les  comple'mens  des  modules  c%  c°°,  c°°°,  etc.  , 

1  — ^  oo         1 — b°  .„„         1— Z)°° 

""—i^b'     ^    —1-^0°'     ^     — i  +  /,oo,     etc. 

Cela  posé  ,  si  on  désigne  par  <p ,  (p°,  (p°°,  <p°°°,  etc.  la  série  des  am- 
plitudes correspondantes  aux  modules  c ,  c°,  c°°,  c°°°,  etc.,  on  aura 
d'abord  sin(2(p — cp°)  =  c°  sin  (p%  équation  qu'il  faut  résoudre  pour 
déduire  <p°  de  <p  ;  on  en  tire  successivement 

sin(p»  =  (  i+Z») r__je 

1  —  (  1  -f  ^)  sin^<p 


cos  (p°  = 

A  (c%  (p°)  =  i 


(i  — è)fin'<p 


A 

°  ^  1  —  b  tang=^  <p 

Cette  dernière  peut  se  mettre  sous  la  forme  très-simple  tang  ((p° — (p) 
=  b  tang  <p ,  e\.  on  en  déduirait  sans  ambiguité, 

(p°z=2ip  —  c'sin2(p4-^  c°^  sin4(p — |  c'^  sin  6(p4-etc., 

ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque  que  nous  avons  faite  sur  la 
valeur  toujours  limitée  de  acp' — (p  ,  qui  s'applique  à  2.<p  —  (p*, 
2(p° — (p°%  etc. 

Supposons  donc  qu'après  avoir  déterminé  les  modules  décroissans 
c%  c*%  c°°°y  etc. ,  ainsi  que  leurs  complémens  ^%  ^*%  Z»""",  etc.  comme 
il  vient  d'être  dit,  on  calcule  successivement  les  amplitudes  (p%  (p°% 
(p'°%  etc.  par  les  formules 

tang  (  ^°  —  (p  )  =  ^  tang  <p 
tang  {(p°°  — ■(p°)  =z  b°  tang  (p* 
tang  ((p°" —  (p'°)  =  ^«"tang  (p°*. 
etc. 

Alors  on  aura  une  suite  infinie  de  fonctions  F  (c,  (p)  ,  F  (c*,  (p"), 
T  (c^%  (p^''°)  j  etc.  liées  entre  elles  par  des  rapports  constans,  en 
celte  sorte  : 
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F  (c°%  (p°»)  =  ^^—^  F  (c°°%  <p°'') 

etc. 

TiOrsqu'on  fait  (p  =  1  tt,  on  a  <p°  =  -tt  ,  ^"^  =  27r,  (^'•°=:4'7f ,  etc.  ; 
d'où  il  suit  que  les  fonctions  complètes  ont  entre  elles  ces  relations 

F'(c)=(i  +  6-«)F'(c°) 

F'(c°)=:(i  +  c«°)F'(c»°) 

F'  (c'°°)  ==  (i  +  c"")  F'  (c°'°) 
etc. 

AppUcatioji  de  la  même  loi  aux  fonctions  elliptiques 
de  la  seconde  espèce, 

(6i).  Conside'rons  présentement  les  deux  fonctions  E  (  c,  (p  )  == 
/H<pA  (c,  (p)  ,  E  (c,  q>')  =/J(p'A  (c',  (p')  ;  si  dans  la  seconde  for- 
mule on  substitue  pour  d<p'  et  A(c',  cp')  les  valeurs  trouve'es  art,  58^ 
on  aura 

=  2E(c,<p)  — ^'F  (c,(p)  +  2csin(p; 

d'oii  l'on  voit  que  la  fonction  de  première  espèce  F  (c,  (p)  peut 
s'exprimer  par  les  deux  arcs  d'ellipse  E  (  c ,  (p) ,  E  (  c',  ^')  ^  puis- 
qu'on a 

b^Y  (c,  (p)  =  2E  (c,  (p)  —  (2  +  2c )E(6'',  <p')^2c  sin  <p. 

(62).  On  a  trouve'  (art.  i5)  que  l'expression  de  l'arc  d'hyper- 
3)ole  est 

T  =  Atangcp  — E(c,  (p)+  ^'F  (c,(p); 

SI  on  y  substitue  la  valeur  de  ^"F  (c,  <p)  ,  cette  expression  deviendra 

T=  A  tang(p-{-E(c,(p)  — 2(1  -f  c)  E  (c ,  (p')  +  2c  sin  (p;  '^t.  (*^' 

d  où  il  suit  qu'un  arc  d'hyperbole  peut  toujours  s'exprimer  par  deux 


^t 
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arcs  d'ellipse  ,  ce  qui  est  le  beau  théorème  dont  Landen  a  enrichi 
la  Ge'omëtrie  ('). 

Nous  avons  déjà  appelé  G  (<p)  la  difterence  entre  l'arc  d'hyper- 
bole T  et  sa  tangente  A  tangcp,  terminée  à  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  ;  cette  différence  s'exprime  donc  en  général  par  deux  arcs 
d'ellipse  ,  de  sorte  qu'on  a 

G((p)  =  2(  i-f-c)E  {c\  (^')  — E(c,  (p)— 2csin<p; 

et  en  particulier  lorsqu'on  fait  (p  ==  |  tT  ,  on  a  pour  l'expression  de 
la  difle'rence  entre  l'asj  mptote  et  la  courbe , 

G-  ==2    (I+C)E(6'',   (p:)— -E'   (C)  —  2C. 

Mais  puisque  (p  =  ^  -tT  ,  on    a    sin  (  2^' —  j  tt)  =  c  sin  (p=zc ,   ou 

cos  2(p'  ==  —  c  ,  ce  qui  donne  sin*  <p'  =  — ^^  = r-,  ;  donc   l'arc 

E  (c,  <p')  est  celui  qui  se  mesure  par  la  moitié  de  E'  (c),  et  on  a 
E' (£•',  (p')  =  7  E'(c')  4-T  (i -^^')-  Substituant  cette  valeur  dans 
celle  de  G',  il  viendra 

G"  =  Ci  +  OE'(O~E'(60; 

donc  la  transcendante  G'  est  égale  à  la  différence  des  deux  quarts 
d'ellipse   qui    ont   pour   demi-axes  ,  l'un  i-f-cet    i  —  c ,   l'autre 

I  et  v/(i  —  <?^)- 

(63).  La  valeur  de  F  trouvée  n°  61  ,  est  l'intégrale  de  forme 
particulière  qui  satisfait  aux  équations  différentielles  (e)  de  l'ar- 
ticle 45  ;  nous  allons  en  déduire  de  nouvelles  propriétés  des 
fonctions  E. 

Considérons  une  suite  infinie  de  fonctions  E  (  c  ,  <p)  ,  E(c'j  ^'}, 
E  (  c*,  (p"  )  ^  etc.  formées  d'après  la  même  loi  que  les  fonctions  de 
première  espèce  F  (  c  ,  (p )  ,  Y  (c,  (p')  j  F  (c*,  <p")  ,  etc.  j  on  aura 
d'abord  les  deux  équations 

i^»F(c,(p)=E(^,<p)  — (i4-^)E(c',  (p')-f-csin(p 
i  b'^F{c\  (PO  =  E  (c',  (pO  -  (i  +0  E  (^%  f)  -h  csm  <p'  ; 


(')  On  déduirait  aisément  des  mêmes   formules  que  tout  arc  d'ellipse   peut 
s'exprimer  par  deux  arcs  d'hyperbole. 
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mais   on   a  de  plus  F  (t',  (p')  = F(c,  (p);  éliminant  donc    de 

ces  trois  équations  les  fonctions  de  première  espèce  ,  on  aura  entre 
les  trois  fonctions  consécutives  de  seconde  espèce  E(c,  (p),  E(6',  <p') y 
E  ((?",  (p")  ,  cette  équation. 

0  =  1^'  (i+Z^O  E  (c,  (p)  ~  (2-i-b')  E(c\  <p')  -h  2  (i  +0  E  (c',  f) 
-f-T^'  (i — è')sin  (p  —  2c'  sin  cp', 

équation  qui  peut  être  considérée  comme  une  sorte  d'intégrale  partlcu- 

Jière  de  l'équation  différentielle  du  second  ordre  o=(i4-c'')-T-f-f-c le. 

donnée  art.  4^- 

La  même  équation  peut  être  appliquée  à  trois  ellipses  consécu- 
tives, prises  non-seulement  dans  la  suite  infinie  E  Çc ,  (p)  ,  E  (c',  (p')  , 
E  [cy  (p*),  E  (^c",  <p"')  y  etc.  ,  mais  en  général  dans  la  suite  double- 
ment infinie 

■ E  {^%  f)  y  E  {c\  (pO  ,  E  (c ,  (p),  E  (c%  r)  ,  E  (6-,  (P-) , . . . . 

dont  les  extrêmes  sont,  d'une  part,  l'ellipse  qui  a  pour  excentricité  i 
et  qui  se  réduit  à  son  grand  axe  ;  d'autre  part ,  l'ellipse  qui  a  pour 
excentricité  o  et  qui  se  confond  avec  le  cercle  :  il  en  résulte 
donc  que  par  la  rectification  indéfinie  de  deux  ellipses  de  celte 
suite,  on  obtient  la  rectification  indéfinie  de  toutes  les  autres. 

La  formule  générale  se  simplifie  lorsqu'il  s'agit  de  la  rectification 
tléfinie  de  ces  ellipses.  En  effet  si  on  fait  (p*  =  ^  ^,  on  aura  (p'=z  -x 
et  (p  =  2  TT  ,  ce  qui  donnera  E  (  c' ,  <p")  =E'  (c'),  E  (c',  <p')  =  2E'  {c') , 
E  (^,  <P}  =  4E' (c);  donc  on  aura  entre  les  trois  quarts  d'ellipse 
E'  (c),  E'  (c'),  E'  (c') ,  cette  équation 

o  =  ^'(i-f  ^')E'  {c)  —  {i-^h')  E"  {c')  +  (i+c')  E'Cc"). 

On  aura  une  équation  semblable  entre  trois  termes  consécutifs 
quelconques  pris  dans  la  série  générale  des  ellipses.  Ainsi  la  cir- 
conférence d'une  ellipse  proposée  pourra  toujours  se  déterminer 
<^xactement  par  les  circonférences  de  deux  ellipses ,  aussi  peu  dif- 
férentes de  la  ligne  droite  qu'on  voudra  ,  en  prolongeant  les  séries 
dans  un  sens,  ou  aussi  peu  différentes  du  cercle  qu'on  voudra,  en 
prolongeant  les  séries  dans  l'autre  sens. 
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Dans  ce  dernier  cas  ,  il  faudrait  faire  usage  des  e'qualions 
successives 

o  =  (i+c^)E'(6r)-.(2H-Z.°)E'(c°)H-^°  (i+^°)E'(c-) 
o  =  (i+c"°)  E'  (c°)  —  (2+^°°)  E^  (c°°)  +  b""  (  1+Ô-)  E'  (c°°°) 
etc., 

qu'on  prolongerait  aussi  loin  qu'on  aurait  cru  devoir  prolonger  la 
suite  des  modules  c,  6%  c°%  etc. 

La  détermination  exacte  et  absolue  dont  on  vient  de  parler  peut 
être  regarde'e  comme  un  the'orème  fort  remarquable  dans  la  théorie 
des  transcendantes  ;  mais  si  on  a  seulement  pour  but  d'obtenir  des 
approximations,  on  y  parviendra  plus  facilement  par  la  méthode  que 
nous  donnerons  ci-après. 

(64).  Nous  avons  trouve'  (art.  41  )  que  les  deux  fonctions  E'  (c)  , 
F'  (c)  ,  tant  pour  le  module  c=  sin  i5%  que  pour  son  comple'ment 
c  ==  sin  75°,  peuvent  se  de'terminer  par  l'une  des  quatre  fonctions 
supposée   connue.    Donc   les  deux  séries  d'ellipses  formées ,  l'une 

d'après    le    module    c  =  sin  1 5°  =r:  \/(^^""^    ")  ,  l'autre  d'après  le 

module  c  =  sia  j5°^=:  \/(^    Y  ) ,  sont  telles,  que  connaissant  la 

circonférence  d'une  seule  de  ces  ellipses ,  on  pourra  trouver  la 
circonférence  de  toutes  les  autres.  11  en  est  de  même  des  deux 
suites  de  fonctions  de  première  espèce  F'  (c)  formées  d'après  les 
mêmes  modules ,  et  un  seul  terme  connu  dans  ces  quatre  séries , 
suffira  pour  faire  connaître  tous  les  autres. 

Nous  avons  également  trouvé  (art.'f  2)  que  lorsque  c=sin45'=\/i , 
les  fonctions  F'  (c),  E'  (c)  peuvent  se  déterminer  l'une  par  l'autre; 
mais  F'  (c)  se  détermine  généralement  par  les  deux  quantités  E'(<?), 
E'  {c),  ou  par  les  deux  E'(<?)  ,  E'  (c")  ,  car  d'après  nos  formules  ou 
trouve  aisément 

Donc  en  général  toutes  les  ellipses  qui  composent  la  série  formée 
d'après  le  module  c  =  sin  45%  sont  telles ,  que  la  circonférence 
de  l'une  d'elles  étant  connue  ,  on  pourra  déterminer  celle  de  toutes 
les  autres. 

A 
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A  ces  trois   cas  généraux    on  peut   en  joindre  un  quatrième. 

Supposons  qu'on  ait  ^=6°  =  -^  ,   ce  qui  donne  ^  =  — i+V^^; 

€tc«=~24-:>/:2,  onauraF- (^)=F'(c°)  =  ;^F-(0==-^F'Cc), 
E'  (^)==E'  (c").  Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  {d')j  on  aura 

^  =  F'  (.)  [E-  (c)  +  V/2E-  (c)  -  F' (c)]. 

Mais  on  a  d'ailleurs  ^F'(c)=  (  i  +^)E'  (c°)  — E'  (  c)  ;  ainsi  on 
pourra  déterminer  E'  (c)  par  E'  (c"),  et  en  géne'ral  dans  la  suite 
d'ellipses,  forme'e  d'après  le  module  c  ==  \/{p.\/D. — 2),  la  circon- 
férence d'une  seule  ellipse  étant  connue ,  on  pourra  déterminer 
celle  de  toutes  les  autres. 

Méthode  d^  approximation  appliquée  aux  fonctions  elliptiques 

de  la  première  espèce. 

(65).  Etant  proposée  la  fonction  F  (<?  ,  (p)  dont  on  veut  avoir  une 
valeur  approchée, on  calculera  les  modules  décroissans  c*,  c"",  c""",  etc. 
et  les  amplitudes  croissantes  (p%  <p°°,  «p""",  etc.  par  les  formules  de 
l'art.  60;  on  aura  ainsi  successivement 

r(«,?.)  =  i±--F(c%r) 


i+c»     i+c~p^^„^^„^ 


2  2 

l4-C°       1  4-C°°       1+C* 

3*2*2 

etc. 


F  (c*°%  (?>•••) 


Mais  lorsque  c  est  devenu  très-petit ,  on  a  A  =  i  et  A  —  =  (p.  Soit 

donc  <b  la  limite  des  angles  \  (p%  \(p'"',  ^  <p'°%  etc. ,  limite  qu'ils  attein- 
dront toujours  sensiblement  au  bout  d'un  certain  nombre  de  termes, 
et  on  aura  la  fonction  demandée 

F(c,  (p)=0(i  4-c°)  (i  4-c»»)  (i  -f-c'°"'),etc. 

Lorsque    (p=|'7r,  la  limite  <b  sera  pareillement  ^Tf,   de   sorte 
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qu'oa  aura 

î"W  =  ^(i+^0(i  +  ^°')(i  +  ^'°°),  etc.- 


Le  produit  constant  (i  H-c'  )  (i  H-c°°)  (1  +  0°°"),  etc.    que   nous 
représenterons  par  R,  peut  aussi  s'exprimer  de  celte  manière  : 

et  sous   cette  forme  il  est  aisé  à  calculer  par  logarithmes.  K  e'tant 
connu,  on  auraF(i?,  <p)  =K4>  et  F'  (^)  =  K.-. 


Pour  faciliter  te  calcul  des  modules  décroissans,  on  déterminera 
un  angle  auxiliaire  /*  par  l'équation  sïn /ul=c,  ce  qui  donnera 
h  =  cos;*  et  c°  =lang*  ^  /ul.  Faisant  de  même  c°  =  tang''  ^^.  =  sin/>t-°, 
ce  qui  déterminera  un  nouvel  angle  /x",  on  aura  c""  =  tang^  |  /4°%  et 
ainsi  de  suite. 

Lorsqu'on  sera  parvenu  à  un  c  fort  petit,  on  pourra,  pour  éviter 
les  angles  trop  petits  ,  calculer  le  terme  suivant  c°  par  la  formule 

dont  le  premier  ou  tout  au  plus  les  deux  premiers  termes  sufîlront. 

Quant  au  calcul  des  angles  (p%  (p°°,  etc.  ,nous  n'avons  rienà  ajouter 
à  la  simplicité  de  la  formule  tang  ((p°  —  <p)  =b  tang  (p ,  qui  est  très- 
propre  au  calcul  trigonométrique.  Nous  rappellerons  seulement  , 
ce  qui  a  été  dit  art.  6q  ,  que  l'angle  (p" —  cp  est  presque  égal  à  (p 
lorsque  c  est  très-petit ,  et  qu'en  général  sa  différence  avec  <p  est 
moindre  que  l'angle  qui  a  pour  sinus  c.  Il  faut  donc  prendre  pour 
l'angle  (p° — <p ,  non  pas  toujours  le  plus  petit  angle  que  donnent 
les  tables  des  sinus,  mais  celui  qui  approche  beaucoup  de  «p,  et  qui 
peut  être  de  plusieurs  circonférences. 

EXEMPLE. 

(66).  On  demande  la  valeur  de  la  fonction   F(c,(p),  lorsque 
c  =  ^  v/(2  +  v/5)  =  sin  75"  et  ^^^g  ^^  \/(~^)- 
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Voici  4'al>ortl  un  tableau  qui  offre  le  calcul  des  modules  et  do 
leurs  complémens  ; 

J^aleurs  des  c  et  b.  Leurs  logarithmes. 

c      =    sin     75°    o'    o"  00 9.9849438 

b      =    cos    yS.   G.    0.00 9.4129962 

,           rtang'DT.So.   0.00)  -     ^ 

"      ={sia     36.   4.16.47] 9-76996.0 

b'    =    cos    56.   4- 16. 47 9.9075648 

rtancî»i8.   2.   8.255)  ^^^^ 

c»»  =     .   »      _     ^         ^.    l 9.0255880 

tsin       6.   5.   9.38  J  ^ 

i^»  =    cos      6.   5.  9.38 9-9975452 

c-=|'^"8-    5-  =-^4.69l ^^5„6 

(sm       o.   9. 42. 90 j  ^ 

^-»=    cos       o.  9.42.90 9-9999982 

^oooo__  J.  ç^oooy  ^  ^^^ 4. 5002761 

^'°°" 0.0000000 

Ces  logarithmes  donneront  aîse'ment  la  valeur  de  K,  pour  laquelle 
il  suffira  d'employer  quatre  facteurs.  On  aura  ainsi  logK=:o.246o56i 

etK=  1.7622057.  De  là  résulte  d'abord  F'  =-K  =  2.7680631  ; 

on  trouvera  ensuite  par  le  calcul  des  amplitudes  j 

cp     =    47°  5'3o'94 
<p^    =    62.56.   3.10 

r°  =  119.55.47.67 

<p°°°=  240.   o.   0.19 
9=°°°=  480.  o.  0.00. 

Les  autres  valeurs  de  (p   augmenteraient  en  raison  double;  d'où  il 
suit  que  la  limite  des  angles  ?>,  —  ,  ^  ,  etc.  est  ùo°  ou  ^  ;  donc  on 

aF(c,(p)  =  Rg=  0.9226877,  ce  qui  s'accorde  avec  la   valeur 

trouvée  art.  28. 

Remarquons  que  puisque  la  limite  $==  30"=  ^  .- ,  on  a  F= jF'  ; 

et  eu  effet  cette   égalité    a  rigoureusement  lieu  d'après  la  valeur 
que  nous  avons  prise  pour  tang  ç.  Voyez  l'article  24. 
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(67).  Etant  donnée  la  valeur  de  l'amplitude  <p  y  on  vqjt  qu'il  est 
facile  de  trouver  la  fonction  F  avec  toute  l'exactitude  nécessaire  ; 
réciproquement  il  peut  être  utile  de  déterminer  l'amplitude  en  sup- 
posant connue  la  valeur  de  la  fonction  F.  Pour  cet  eflet,  il  faudra 
calculer  les  termes  de  la  série  c%  c°°,  etc.  jusqu'à  un  terme  assez 
petit  pour  être  négligé.  Soit^  par  exemple,  ce  terme  c°°°°%  ou  pour 
abréger  c°^  ;  puisqu'on  a  q,°^=:  2<p°^ — c°^  sin'.<p°*-j- etc.,  on  aura 
d'une  manière  suffisamment  exacte  <p°^  =  2<p°*y  et  à  plus  forte  raison 
(p°^=2<p°^,  etc.  Donc  la  limite  des  angles  ^,  7  <P%  :^  <P°%  etc.  sera  7^  (p°^: 
cette  limite  a  été  désignée  par  O  ,  ainsi  on  aura  (p°^=  16 O.  D'ail- 
leurs la  valeur    de  F    étant  donnée  ,  on  connaît  ^   par  Téquation 

$  =  —  ;  donc  on  connaîtra  aussi  (p°^  =  16O.  Cela  posé  ,  on  calcu- 
lera successivement  les  valeurs  de  (p°°°,  <p°%  (p^jÇj  au  moyen  des 
équations 

sin  (2(p°^ —  (p°^)  =  c°'^sin  (p°^ 

sin  (2(p°^ —  (p°3)  =  c°'sin  <p°\ 
sin  (2:p°  —  (p°^)  =  c°*sm  <p°^ 
sin  (2(p  —  (p°  )  =  c°  sin  <p% 

et  on  aura  l'amplitude  cherchée  (p. 

Cette  méthode  s'applique  particulièrement  à  la  résolution  de 
l'équation  F  (4)  =  «F  ((p)j  quel  que  soit  n.  Etant  donné  (p  ,  on 
connaîtra  F  ((p)  et  n¥  ((p)  ,  ou  F  (4);  ensuite  de  F  (4),  on  déduira 
l'amplitude  4>  comme  on  vient  de  l'expliquer.  Ce  moyen  n'exigera 
jamais  qu'un  petit  nombre  d'opérations,  à  moins  que  i  —  <?  ne  soit 
d'une  petitesse  excessive  ;  au  lieu  que  si  n  était  un  peu  grand  ou 
seulement  fraclionnaire  ,  les  méthodes  algébriques  que  nous  avons 
données  pour  déterminer  (p„  d'après  l'équation  F(  (?„)=:  «F  ((p) 
deviendraient  très-longues  ou  même  impraticables. 

(68).  La  méthode  que  noua  venons  d'exposer  est  en  général  Irès- 
expéditive  ;  elle  exigera  seulement  qu'on  calcule  quelques  termes 
de  plus  ,  tant  dans  la  suite  des  modules  que  dans  celle  des  ampli- 
tudes ,  lorsque  c  sera  extrêmement  près  de  l'unité  ;  mais  on  peut 
s'assurer  que  ce  nombre  de  termes  ne  sera  Jamais  bien  considé- 
rable ,  car  dans  l'hypothèse  où  on  devrait  continuer  la  suite  c,  c% 
C^  etc.  Jusqu'au  dixième  terme  pour  que  ce  terme  fût  d'une  unité 
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décimale  du  dixième  ordre  ^  il  faudrait  que  la  valeur  primitive  de 
h  fût  plus  petite  que  10""^',  et  par  conséquent  que  celle  de  1  — c 
fût  plus  petite  que  I0'"^^ 

L'universalité  de  la  méthode  est  suffisamment  établie  par  cette 
observation;  cependant  lorsque  i — c  est  extrêmement  petit,  on 
peut  profiter  de  cette  circonstance  pour  simplifier  les  calculs  ,  et 
procéder  d'une  autre   manière  aux  approximations. 

Dans  le  cas  dont  il  %agit,  la  quantité  b  est  très-petite,  et  comme 

on  a  F  =  Ç—Tr — i — rrr^-rr^  ?  si  l'amplitude  (p  est  telle  que  tang  9 

soit  beaucoup  plus  petite  que  t  ,  on  aura  d'une  manière  suffisam- 
ment approchée 

Si  tang  (p  est  plus  grande  que  T  ,  il  faudra  transformer  la  for- 
mule proposée  F(<?,(p)  en  une  autre  où  h  soit  beaucoup  plus 
petit,  afin  que  dans  la  transformée  h  tang  cp  devienne  une  quantité 
négligeable.  C'est  ce  qu'il  est  facile  d'obtenir  en  calculant  jusqu'au 
terme  convenable  les  modules  croissans  c' ,  c\  etc.  et  les  amplitudes 
cp',  (p",  etc.  ,   par  les   formules  de  l'article  5g. 

Soit  pour  cet  effet  ^  =  sin  A,  on  aura  b'  =  tang* ^  X;  soit  de  nou- 
veau ^' =  tan  g''^  A  =  si  n  X',   on  aura    ^' =  tang^*  ^  A',  et  ainsi   de 

suite  jusqu'à  un  terme  b'^  qui  ait  le  degré  de  petitesse  exigé;  on 
calculera  ensuite  les  amplitudes  (p,  <p',  (p",  (p"'j,  etc.,  jusqu'à  un  terme 

<p'"  qui  corresponde  à  la  dernière  valeur  de  5;  et  ce  terme  étant 
nommé  O'^  si  l'on  fait 


R'  = 


^elc.  =  ^(; ), 


I  -f-c  *  1  +c'  '  1+c" 

on  aura 

F(c,(p)  =  R'logtang(45°H-^^'). 

Celle  valeur  sera  exacte  si  on  prolonge  à  l'infini  les  facteurs  dont  est 
composé  R',  et  la  suite  dont  <ï>*  est  le  dernier  terme;  mais  au  bout 
d'un  assez  petit  nombre  de  termes  ,  on  obtiendra  en  général  tout  le 
degré  d'approximation  qu'on  peut  désirer.  On  aurait  en  même  temps 
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pour  la  fonction  complète  F'(<?),  soit  la  valeur  donne'e  par  la  formule 

précédente  en  calculant  l'angle   O'  par  le  moyeu  de  <p  ;=  90%  soit 

lavaleurF'(c)=:R'.ilog^. 

il  O 

EXEMPLE. 

(69).   Soit  comme    ci-dessus  c  =  sin  76%  tang  <p  =  y  (773)  ;  ce 

cas  est  peu  favorable  à  l'application  de  la  me'fhode  pre'cëdente,  parce 
que  b  n'est  pas  une  quantité  très-petite. 

On  calculera  d'abord  les  modules  croissans  c,  c%  c",  etc.,  et  leurs 
comple'mens  b',  b",  b'",  etc.,  comme  il  suit: 

Valeurs  des  b  et  c.  Leurs  logarithmes. 

b  z=z    sin      i5°    o'    o^oo 9.412996a 

c  ==    cos     i5.   0.   0.00 9. 9849453 

^,^|tang^    7.50.   o.oo| 8.238858:1 


sin        0.59.35.24J 
c 9.9999548 

^''^(l^ng*    0.29.47.62I 5.8757219 

(sin        o.   o.etc.     j 

c' o .  0000000 

b'"=  (ib'y 1 .  1495838 

c"' o .  0000000. 

Ensuite    le  calcul   des  amplitudes    cp'^    (p",  etc.   donne  les  re'sultals 
suivans  : 

(p  =  47°  3'  30"  95 ,     2(p'  —  (p  =  45* 

(p'=  46.1.45.475 
<p"  =  46. 1 .29.41 

(?"'=:   46.  1.29. 41. 

La  valeur  du  facteur  K'  se  re'duit  dans  cet  exemple  à  * /- ,  ainsi 

on  a  log  R'  =  0.0074955;  et  comme  on  a  trouvé  $'=  46''i'^29'4i  > 
on  aura 

F  ((p)  =  K  log  tang  68°  o'  44'  7o5. 
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Ce  log-tangente  pris   clans  les  Tables ,  et  multiplié  ensuite  par  le 
module  pour  en  faire  un  logarithme  hyperbolique,  donnera 

logF  =  9,965o547, 

ou  F  =  0.9226877 ,  comme  on  l'a  déjà  trouvé  n°  66. 

Si  dans  le  même  exemple  on  veut  avoir  la  valeur  de  la  fonction 
complète,  il  faudra  faire  ?>  =  90%  et  calculer  successivement  les 
valeurs  de  <p',  ç",  etc. ,  ce  qui  donnera 

(p'  =  82°  5o'  o'  00 

<p"=  82.28.2.84 

<P        =       <P      . 

Donc  la  limite  0' ;=  82° 28' 2' 84 ,  et  ainsi  la  fonction  complète 
F' =  R'logtang  86°  i4'  i''42, 

ou  logF' =0.4421 76 1 ,  ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  trouvée  n" 66. 

Nous  remarquerons  que  dans  cet  exemple  il  a  été  nécessaire  de 
recourir  à  un  moyen  particulier  pour  déterminer  avec  la  précision 
convenable  ,  l'amplitude  <p"  qui  se  confond  sensiblement  avec  la 
limite  O'.  L'équation  sin  (2(p" —  <p' )  =c  sin  (p',  lapins  directe  pour 
déterminer  (p",  n'est  pas  propre  à  donàôr  bien  exactement  les  frac- 
tions de  seconde  contenues  dans  (p",  parce  que  ces  fractions  influent 
très-peu  sur  le  sinus  d'un  angle  de  82°,  trop  rapproché  de  l'angle 
droit.  Dans  ce  cas,  et  dans  tous  les  semblables  qui  peuvent  se  ren- 
contrer, on  déterminera  (p"  beaucoup  plus  exactement  au  moyen  de 
l'équation  tang  ((p' —  <p*)  =  Z»"  tang  (p*,  ou  (p' —  <p"  =  Kl?"  tang  cp", 
R  étant  le  nombre  de  secondes  contenues  dans  le  rayon  :  pour  cela, 
il  faudra  mettre  dans  le  second  membre  (p'  au  lieu  de  (p",  ce  qui 
donnera  une  première  valeur  approchée  de  (p' —  ^*,  et  par  conséquent 
une  de  (p".  Substituant  de  nouveau  cette  valeur  à  la  place  de  (p" 
dans  le  second  membre,  on  aura  une  seconde  valeur  de  <p' — cp' 
qui  devra  être  approchée  au  moins  jusqu'aux  centièmes  de  seconde. 

Dans  l'exemple  dont  il  s'agit,  on  fera  donc  d'abord  (p'  —  p"  =z 
RZ»"  tang  82°3o',  ce  qui  donnera <p' — ?)'=  1' 57*68  et (p''=82°28'2*52. 
Substituant  de  nouveau  cette  valeur  au  lieu  de  (p",  on  aura  plus 
exactement  (p'  —  9"  =  M"  tang  82°  28'  2".  32  =  i'  5f  167  ,  d'où 
0"  =  82»  28'  2"  853. 
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(70).  On  voit  maintenant  qu'il  y  a  deux  méthodes  pour  détermi- 
ner la  valeur  approchée  d'une  fonction  de  première  espèce  F(c,  (p) 
dont  le  module  et  l'amplitude  sont  connus.  Si  c  est  plus  petit  que 
\/-Y  ou  sin  45°,  il  conviendra  de  se  servir  de  la  méthode  du  n°  65  , 
suivant  laquelle  calculant  les  modules  décroissans  c°,  c°°,  c°°%  etc. 
et  les  amplitudes  croissantes  (f)%  (?>•%  (p^°%  etc. ,  on  obtient  la  formule 

Si  le  module  c  est  plus  grand  que  sin  4^°,  il  conviendra  de  se 
servir  de  la  méthode  du  n°  68 ,  qui  consiste  à  calculer  les  modules 
croissans  c,  c\  c" ,  etc.,  et  les  amplitudes  décroissantes  (p' ,  (p",  <p"' ,  etc., 
d'où  l'on  conclut  F  (c,  (p  )  =K'  log  tang  (45°+  ^  O'). 

Ces  deux  méthodes  s'étendent  à  volonté  l'une  et  l'autre  au-delà 
de  la  limite  que  nous  avons  fixée.  Mais  pour  diminuer  autant  qu'il 
est  possible  le  nombre  des  transformées ,  il  est  bon  de  s'en  tenir  à 
cette  limite,  et  de  celte  manière  on  n'aura  jamais  besoin  de  calculer 
plus  de  trois  termes  tant  de  la  série  des  modules  que  de  celle  des 
amplitudes ,  pour  obtenir  un  résultat  approché  jusqu'au  septième 
rang  de  décimales. 

Il  est  fort  remarquable  que  la  fonction  F  puisse  toujours  s'exprimer 
à  volonté  par  un  arc  de  cercle  ou  par  un  logarithme  ;  mais  on  voit 
qu'elle  se  rapproche  davantage  des  arcs  de  cercle  si  on  a  c*-<7,  et 
qu'elle  a  plus  d'affinité  avec  lc!%  logarithmes,  si  on  a  c''  >-  \. 

(71).  Nous  avons  fait  voir  dans  l'article  67  comment  on  déter-' 
mine  l'amplitude  <p  qui  répond  à  une  valeur  donnée  de  la  fonction 
F  (c  ,  (p).  La  méthode  exposée  dans  cet  article,  a  toute  la  perfection 
qu'on  peut  désirer  lorsque  c^  est  <C  ¥>  ^"^  ^^  peut  s'appliquer  avec 
succès  lorsque  c^  s'approche  beaucoup  plus  de  l'unité.  Cependant 
si  l'on  veut  que  le  nombre  des  transformées  soit  le  plus  petit  pos- 
sible ,  il  faudra^  lorsque  c*  sera  >>  |,  appliquer  la  méthode  d'approxi- 
mation de  l'article  68. 

Pour  cela  on  commencera  par  calculer  la  suite  r',  c",  c",  etc. 
jusqu'à  un  terme  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  l'unité.  Cette 
limite  est  c"  ou  même  c",  lorsqu'on  ne  veut  pas  pousser  l'exactitude 

//c'c'c'"  etc  \ 

au-delà  de  six  ou  sept  décimales.  De  là  on  tirera  ¥Jz=.\/{ ~]  ; 

p 
R.'  étant  connu,  on  connaîtra  log  tang  (4^''"4~  à  ^')  =  yJ'  ^^  ^® 

logarithme 
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logarithme  hyperbolique  ou  du  logarithme  vulgaire  qui  lui  corres- 
pond ,  on  tirera  la  valeur  de  l'angle  O',  limite  des  angles  (p',  (p% 
(p'%  etc.  Si  on  s'est  arrêté  à  c"  en  ne'gligeant  la  diflérence  i  —  c'", 
alors  <^'"  pourra  être  pris  pour  la  limite  <ï>'.  Connaissant  (p'",  on  re- 
^   montera  successivement  aux  valeurs  de  <p\  <p',  cp  par  les  équations 

tang  (cp"—  (p")  =  ^''"tang  (p" 
tang  ((p' —  cp")  =  y  tang  (p" 
tang  {^—(p')  =  h'  tang  <p'  ; 

on  connaîtra  donc  l'amplitude  cherchée  (p. 

On  peut  par  ces  méthodes  déterminer  la  fonction  F  en  connais- 
sant son  amplitude,  ou  réciproquement^  déterminer  l'amplitude  en 
connaissant  la  fonction  ;  de  manière  qu'il  suffira  de  calculer  quatre 
à  cinq  termes  au  plus  de  la  série  des  modules,  et  un  pareil  nombre 
de  termes  de  la  série  des  amplitudes,  pour  avoir  dix  décimales 
exactes,  si  les  Tables  dont  on  fait  usage  sont  à  dix  décimales.  Si 
elles  en  avaient  vingt,  il  suffirait  de  calculer  un  terme  de  plus  dans 
les  séries  mentionnées  pour  avoir  des  résultats  exacts  jusqu^à  la 
vingtième  décimale,  et  ainsi  de  suite. 

Propriétés  particulières  des  Jonctions  F{q)  ,  FQS)^  dont  les 
modules  sont  compléinens  Vun  de  Vautre. 

(72).  Nous  avons  vu  qu'en  prolongeant  la  suite  indéfinie  des 
modules  dérivés  d'un  module  donné  c ,  tant  dans  le  sens  où  ils 
convergent  vers  la  limite  o,  que  dans  le  sens  où  ils  convergent 
vers  la  limite  i ,  on  a  pour  les  fonctions  indéfinies  et  pour  les  fonc-» 
lions  définies  ,  ces  deux  suites  d'équations 

F  (c,<p)  =  l±Sl  F  (c»,  <f>-)  F'(0=(i+c°)F'(c°) 

\-X-c°    1-4-0°" 
F  (c,(p)  r=^L_.  -Z_  F  (  c°%  O  F'(c)=(i-f-c°)(i-fO  F'(c-) 

F  (c,^)  —— —-._!__  .-J: F(c°°°,  p°°°)     F'(c)=(i-{-c°)(i+c''°)Çi+c°°°)F'(c°''°) 

etc.  etc. 

i5 
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etc.  etc. 

Mettons  dans   ces   dernières  formules  C ,  B ,  C,  B',  etc.  au  lieu  de 
Cy  dy  c' y  b',  nous  aurons  d'abord 

F(C,?)=^r(C',<p'),     F;(G)  =  ^F-(C'). 
Supposons  ensuite  qu'on  ait  C  =  ^  ,  et  par  suite  B  =  c ,  on  aura 

C  =  °V.^  =  ""^TÂ  ^^  ^%  P^^   conséquent  B'  =  c'  ;   de  même    on 
aurait  dans  les  transforme'es  suivantes  0"  =  ^°%  6"=  c°%  0'^;==^°°% 

\—h 

B*'=c°°%  etc.  Mais   on  a  en  même  temps  l'e'quation  c°  =  — r^  qui 
donne 7^  z=z 7  =  — ! —  . ;  n=  ■ 7—  =  — ■ .  elc  ;  donc 

la  seconde  série  d'équations  transférée  au  module  complémentaire 
donnera 

]-4-r°     1-4- r°° 

etc.  etc. 

Or  à  mesure  que  b^  devient  plus  grand  ^  on  a  de  plus  en  plus  exac- 
tement F  (b',  f)  =  log  tang  (  45°  + 1  <p')  et  F  '(^')  =  log  (j^  ;   donc 
'     on  aura  par  une  approximation  toujours  croissante, 

F(i,(p)=Ci+0  log  tang  C45°H-i(p')  T\b)=^\o^i 

F(5 , <p)=Ci+0(^  +0  log  tang  (45°+  \  <?")  F\b) = -:r_ .  Jt^  log  A 

FCè,<p)=(i+0(i+c-Xi+01'^Stang  (45°+i<p'")     F'(è)==^-  .^- .^^log-l; 

-o  3  «^  ^   ^- 

etc.  etc. 
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La  première  se'rie  d'équations  donne  semblablement,  pour  le  module 
c,  les  formules  d'approximation 


F(r,  <p)  =  i±^  <p-  FtO  =  (i+cO  ^ 


a 


F(c,  (p)  =  i±^l .  i±C  ,p-  F«(0  =  (i+c»)(i+c<-)  ^ 

F(c,  ?)  =-^"  .  —  .  ^^  ?°"        F'CO  =  (»+c°)(i+c<^)(i+c-)  ^ 
etc.  etc. 

II  y  a  diverses  conse'quences  à  tirer  de  ces  formules. 

(75).  Dans  le  cas  de  è  =  c=v/T>où  l'on  a  c' =zb%  b' z=:  c\ 
£?"=  b°°,  b'  =  c°°,  etc. ,  ces  formules  offrent  pour  la  même  fonc- 
tion F  (c,  (?)  deux  séries  de  valeurs  qui  e'tant  comparées  terme  à 
terme,  donnent 

F(  c%  <p°)=2F(c',<pO  F'(c°)  =  iF'(0 

F  (c-    (p°°  )  =  4F  (c",  <p")  F'(c-)  =  iF'(0 

F  (0==^  (p°°=)  =  8F  Ce'",  <?'")  F'(c'"'0  =  \  F'(c") 
etc.  etc. 

Ces  formules  ont  lieu  rigoureusement  :  les  suivantes  n'ont  lieu 
que  d'une  manière  approchée  ,  mais  l'approximation  est  toujours 
croissante  : 

i^-=lostang(45«+i<p')  i  =  »^°sé 

1^-  =  log  tang  (45°+  i  <p")  ^  =  i  log  ^ 


a 
etc.  etc. 


1  ^«-=:  log  tang  (45°+  l(f>')  -  =  i  log  ^ 


Il  résulte  de  là  que  si  la  série  ^  i^»\  >\'y  ^*^-  ^  P°^^  limite  <b , 

et  que  dans  le  sens  contraire  la  série  <p  ,  <p',  <p\  (f  y  etc.  ait  pour 
limite  O',  on  aura  exactement  (dans  [l'hypothèse  du  module 
c=sia  45°) , 

*  =  log  tang  (45°+ ï ^' ). 
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Si  on  fait  en  particulier  ^  =  ^  tt,  on  trouvera  successivement 

(p'  ;=  67°  3o'    o'oo 

qr  =  66.30.54.36 

q>"'=  66.30.47.74 
(P''=  <p"'. 

Ainsi  la  limite  <ï>',  autant  qu'elle  peut  être  de'terminëe  avec  une  table 
à  sept  décimales,  est  66°  3o'  4?" 74  >  <2t  il  en  résulte 


log  tang78°  i5'  2'5''8'j  ; 


ce  qui  est  en  effet  une  valeur  fort  approchée  de  -.  On  pourrait  aug- 
menter indéfiniment  le  degré  d'approximation  en  calculant  la  limite 
O'  par  des  tables  plus  étendues. 

Mais  il  résulte  de  l'autre  série  d'équations  un  moyen  encore  plus 
facile  d'avoir  la  valeur  logarithmique  du  nombre  tT  ,  puisqu'on  voit 
que  ce  nombre  est  égal  à  la  limite  vers  laquelle  convergent  rapide- 
ment les  termes  successifs 

log^,     ilog^,     ilog^o,  etc. 

Pour  savoir  jusqu'à  quel  point  chaque  terme  de  cette  suite  approche 
de  la  vraie  valeur  de  tT  ,  je  désigne  par  c"  le  n'""'  terme  de  la  suite 
c°,  c°%  etc. ,  et  j'appelle  a:  la  valeur  approchée  de  tt  donnée  par  ce 

terme  ,  ensorte  qu'on  aura  ûc  =  -^^^^  log  — .  Je  suppose  ensuite  que 

pour    le  terme   c""*"',   la  quantité   œ   devienne    jc —' a>  ,   on    aura 

œ  — ^  =  -^  log  -éfi-  Mais  suivant  l'article  65  ,  on  a  c"+';zi=^  (c")* 

+  ^  (c")S  donc  ^  =  (^)  [  I  — ■  1  (  c"  )=^  ]  ,    et   par  conséquent 

log  ^  =  2  log  (^)  —  2^-^'  ;  donc 

et  ainsi  a  ==  -7=7  ^""*I''  Mais  puisqu'on  a   d'une   manière  très-ap- 
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procKée  'Tt  =  ^„  log-^.  il  s'ensuit  c«+'  =4^-^"=^;  donc  a=  a^-^e-^"^, 
ei  log  a>  = —  (/i —  3)  log  2  —  2"7r ,  ou  en  logarithmes  vulgaires  , 

loga)  =  —  {n  —  3)log2  —  2"-^  (  lO.giS). 
Lorsque  «  =  3,  celte  formule  donne  log  ûj  =  —  10. 91 5  ;  ainsi  le 
troisième  terme  \  log  -^  donne  déjà  la  valeur  de  tt  exacte  jusqu'à 

dix  décimales. 

Lorsque  7z=4,  on  a  log  cù  =  —  22.  i5i  ;  ainsi  le  quatrième  terme 
donne  22  décimales  exactes,  le  cinquième  en  donne  44 ^1^  sixième 

88,  et  le  septième  175.  D'où  l'on  voit  que  ^  log  4;  est  une  valeur 

beaucoup  plus  approchée  de  -tt   que  celle  qu'a  donnée  Wéga  avec 
140  décimales.   Quant  à  la  valeur  de  c°^,  elle  se  déduit  successive- 
ment de  celle  de  c  ,  par  de  simples  extractions  de  racines  quarrées, 
•puisque  d'un  module  c  on  passe  au  module  suivant  c%  par  le  moyen 

de  la  formule  c°  =^^^~C/ ~^,<.  , .,, J^  ^  -^ 

i  +  VC^  —  O  '  ^.— -^^ 

(74).  Supposons  maintenant  que  les  deux  fonctions  complètes 
F'(Z'),F'(c)  soient  entre  elles  dans  un  rapport  connu,  ensorte 
qu'on  ait  F'(^)  =  wF'(c),  il  suit  des  formules  du  n°  72,  qu'on  aura  ^ 

1°.  ^  =  log  tang  (45°+^0'),  (î>'  étant  la  limite  des  angles  cp',  (^\ 

Ç*,  etc.  calculés  en   supposant  cp  =  i  7f  ;  c'est-à-dire  que  —  sera 
la  limite  de  la  suite 

logtang(45°+i(p0.  log  tang  (45°+ itp"),  log  tang  (45°+ ^^p")  ,  etc.  ; 

2^  que  —  sera  également  la  limite  de  la  suite  « 

ilog^  ,    ^log^,  ,     ilog-^,     etc. 

Le  cas  de  ^  =  c  est  compris  dans  ces  formules  en  supposant  w=  i  ; 
mais  il  y  a  d'autres  cas  où  l'on  peut  en  faire  l'application. 

Amsi  nous  avons  trouvé  que  lorsque  c=:sini5%  on  a  F' (3)  = 
V/3F"(c).  Donc  en  calculant  la  suite  c%  c°%  etc.  d'après  le  module 
c=;sin  15"=  1  /(2-V/3),  on  voit  que  "^  sera  égal  à  la   limite 
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de  la  suite 

îlog^,     ilog;^,     ilog^,     etc.; 


-^ 


le  premier  terme  donnerait  ^z=.  —^  log 77=  3.  i4i636,  valeur 

qui  ne  diffère  de  la  véritable  que  dans  la  cinquième  décimale. 

Nous  verrons  ci-après  qu'en  faisant  c  =  sin  a  ^  a  étant  déterminé 
par  l'équation  sin  2a  =  tang"  i5%  on  a  F'(^)=  3F '(c);  ainsi  en  cal- 
culant la  suite  des  modules  c%  c°°,  etc. "d'après  la  valeur  c=  sin  a, 

on  aura  —  =  ^  log -^ ,  \  log  ■—,  etc.;  et   par  le  premier  terme  de 

cette  suite,  on  obtient -Tfzrz  5. 1415926627  ,  l'erreur  n'étant  que  d'une 
unité  décimale  du  huitième  ordre;  d'où  l'on  peut  conclure  qu'au 
cinquième  terme ,  l'approximation  équivaudrait  à  1 38  décimales 
environ. 

Enfin  nous  avons  vu  qu'en  prenant  bz=:  \/2  —  i ,  c-=z  ^/(2  v/2 — 2),* 
les  fonctions  F'(c)  ,  F'(^)  sont  telles  qu'on  a  F'(c)  =  \/2Y'(b);  dans 

ce  cas,  on  ferait  m=.  —7-  ,  et  les  formules  précédentes  offriront  une 
nouvelle  application  en  donnant  la  valeur  approchée  de  — r. 

Méthode  d'approximation  appliqués  aux  fonctions  ellip^ 
tiques  de  la  seconde  espèce. 

(75).  Considérons  généralement  une  fonction  G  composée  de  la 
première  et  de  la  seconde  espèce  ,  ensorte  qu'on  ait 

G=/(A  +  Bsin'(p)^; 

Si  on  y  substitue  les  valeurs  sin*  cp  =  7  (i-f- c°sin*(p''— A*cos  (p"), 
-r  =  - — --  •  — o  »  on  aura  la  transformée 


G=:i^(G--iBsin(p»), 
oùl'onsuppose  (J^^/CA'-f B°sin»  <p^  ) ^,  A''=A-j-f B,  B*=ïBc'. 
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Ou  trouvera  ensuite  par  de  semblables  transformations. 


,         I        ,,00 

2  ^ 

Qoo  ^  i±£_  (C"»— -  i  B°°sm  <p°*°) 

etc. 

Ainsi  la  formule  inte'grale  G  se  ramène  successivement  aux  inte'- 
grales  semblables  G%  G°%  G°°%  etc.,  et  une  seule  de  ces  intégrales 
suffit  pour  déterminer  toutes  les  autres. 

Supposons  que   cette  suite  soit   prolongée  jusqu'à  un  terme  G 
assez  éloigné  pour  que  le  module  correspondant  c^  soit  de  l'ordre 
des  quantités  qu'on  veut  négliger;  alors  on  aura  A^:=  i ,  et  la  valeur 

de  G^  se  réduit  d'abord  à /(  A'^-f-B^  sin'(?)^)  â?(P'"  ;  observons  ensuite 
qu'on  a  B°  =  1  Bc%  B°°  =  1  B=c-=  ^ Bc°c°%  B°°°  =  i BcV°°c-%  etc.  ; 
donc  la  suite  B%  B°%  B°°%  etc.  décroit  plus  rapidement  que  la  suite 
c%  c°%  c°°%  etc.  Donc  on  peut  faire ,  après  un  certain  nombre  de 
termes,  B^=o  ,  ce  qui  donnera  G''=  A^  (p^  =  A^a'"^ ,  $  étant 
la  limite  des  angles  cp,  j  (?>°,  ^(p°°,  etc. 

A  l'égard  de  A^  puisqu'on  a  A°=  A+ ^  B,  A-  =  A«+i  B% 
etc. ,  l'expression  générale  de  A'*  sera 

A''=A  +  iB(.+|  +  î^+^-^  +  etc.), 

Maintenant  il  est  aisé  de  voir  que  la  valeur  de  G,  déterminée  par 

celle  de  G***,  est  composée  de  deux  parties  ;  l'une  KA  O  ,  R  dési- 
jT^nantle  produit  (i+c°)  (i4-c°')  (i+c°°°),  etc.,  l'autre  algébrique  ou 
périodique ,  savoir  : 

"  \/c°  9  \/c°° 

Mais  comme  on  a  i  +  c°  =  --^ —  ,  i  +  c°°  =  -^-  .,  etc. ,  celte 
seconde  partie  peut  se  mettre  sous  la  forme 

—  -  (^  sm  r  +  -^4^  sm  <p-4-  etc.). 
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Donc  la  valeur  totale  de  G  sera 

G  =R  A^'O  —  ?  Q^  sin  r-h  ^~-  sin  ?>°'+  ^'"f""""  sîn  (?•-+  etc.) . 

Dans  le  cas  où  (p  =.\  it ,  la  partie    algébrique    disparait ,  et  on  a 

simplement  G' =  RA  -y-tT- 

Les  suites  qui  composent  la  valeur  de  G  seront  fort  convergentes 
si  on  a  c^«<  7  ,  et  alors  trois  termes  suflisent  pour  donner  la  valeur 
de  G  approchée,  jusqu'à  sept  décimales  environ.  Les  mêmes  for- 
mules pourront  être  employées  avec  avantage ,  quand  même  le 
module  c  serait  beaucoup  plus  près  de  l'unité  ;  car  si  on  avait ,  par 
exemple,  c=  o.g85,  il  en  résulterait  à  peu  près  c°  =  \/\',  d'où 
l'on  voit  qu'il  n'y  aurait  qu'un  terme  de  plus  à  calculer ,  c'est-à- 
dire  quatre  termes  en  tout,  pour  avoir  la  valeur  de  G  avec  le  même 
degré  d'approximation. 

Mais  si  c  est  beaucoup  plus  près  de  l'unité,  ou  si  ayant  c*>|J 
on  veut  obtenir  un  même  degré  d'approximation  avec  le  moindre 
nombre  possible  de  transformées ,  alors  il  conviendra  de  se  servir 
de  la  seconde  méthode  dont  nous  avons  fait  usage  en  pareil  cas  , 
pour  les  fonctions  de  la  première  espèce. 

(76).  Cette  méthode  consiste  à  prolonger  dans  un  ordre  inverse 
la    série    des    transformées.  Ainsi   l'équation    entre   G  et  G°    qui 


donne 


G°  =  ~G4-iBsin(p% 


s'applique  semblablement  aux  deux  fonctions  G  et  G',   et  on  en 
déduit 

G  =  -4-G'+iB'sin(p, 

1  +c 

équation    où    l'on    doit    supposer    G'  =  /  (  A'  +  B'  sin*  <p'  )  —,  t 
A  '  _.  ^ JL  B'   B'  =  — .  On  aura  semblablement  par  des  transfor- 

*       '  c 

Hiées  ultérieures ,  , 

G'=  -^,G"+  {B'sincp'' 

G''=  -^,G'''+îB^''sinf' 

etc. 

3Iais 


# 


DÈS  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  io5 

Mais  lorsque  la  suite  G',  G",  etc.  sera  prolonge'e  jusqu'à  un  terme 
suffisamment  e'ioigné   G  ,  on  pourra  faire  c^  =  i  ,  A    =  cos  (p'*, 

et  alors  la   fonction  G^^  deviendra /(A^+B'"sin"(p'^)—^ — ,  ce  qui 

cos(p'* 

donnera  en  intégrant, 

G''=  (A'^^-  BO  log  tang  (45°+  i  (p^)  —  B^'sin  (p% 

et  <p"  sera  e'gal  alors  à   la  limite  O', 

On  connaîtra  donc  la  valeur  de  G  avec  toute  l'exactitude  qu'on 
peut  désirer,  en  prolongeant  la  suite  des  modules  c,  c",  c",  etc.  , 
et  celle    de   leurs   complémens  b',  b",  b"',  etc. ,  jusqu'à  ce   que  le 

dernier  terme  de  ceux-ci  b  soit  assez  petit  pour  être  négligé. 
Alors  on  pourra  faire  c^=  i ,  et  calculant  un  pareil  nombre  de  termes 
de  la  série  des  amplitudes  (p',  (jf ,  (p'",  etc. ,  on  aura  le  dernier  terme  «p"" 
qui  pourra  être  pris  pour  la  limite  <^\ 

Faisant  donc  les  substitutions  nécessaires  pour  avoir  la  valeur 

de  G  au  moyen  de  G!^.  et  observant  qu'on  a  — -—  =  — r- ,  -—-7 
;=  — TT-,  etc.,  on  trouvera  cette  formule  générale 

G=  R'(A''+B'-)  log  lang  (45'+i  r).-|.  ./:?"^"    „ 

,    B/  .             ,       2      •     <«/    ,        A       ■      J                I        a'^^'^sina^-^    \ 
+  -  (  sm  (p  H —  sm  ?>  +  — r— ,  sin  ® -A ]. 

On  a  fait  comme  ci-dessus  K'=c'"i/f -^ j  ,  ou  simplement 

R'  =  1/  ( — '-^ )  ,    parce   que   c^  peut  être  pris  pour  l'unité. 

Quant  à  la  valeur  de  A'"  +  B'^,  si  on  l'appelle  L'",  on  aura 

a/^B  B         sB  4B  a^-'B 


L''=A4 


r<"~I  C  ce 


Mais  cette  quantité  exprimée  ainsi  par  une  suite  divergente^  serait 
peu  commode  pour  les  calculs  d'approximation ,  et  il  convient  de 
la  mettre  sous  une  autre  forme.  Or,  en  exprimant  h^'  au  moyen 
de  L  et  des  différences  successives  L'-r-  L  ,  L' — L',  etc. ,  on  trouve 

'4 
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aisément 

1^"=  A  +  ?  +  ^,  (.  -  .')  +  ï^  (  •  -  ^•)+  etc.; 
OU ,  ce  qui  revient  au  même  , 

et  sous  cette  forme  la  convergence  de  la  suite  est  manifeste. 

On  peut   e'galement  rendre   convergente  la   suite    des    quantités 
algébriques  comprises   dans  la  valeur  de  G.  Pour  cela,  soit 

on  déduit  de  là 

:= ^^;:î^ U^'  sin  (p'^^' ^sin  ç>^\ 

Or  lorsque  h^  est  devenu  très-petit,  l'équation  entre  (^  et  (p'*"*"*, 
qui  est  tang  ((p'" — (p*^"^')  =  Z/""^' tang  (p'""^',  donne  à  très-peu  près 
Ç>^  __  ç^/'+i  4.  ^/*+^  tang(p^-^%  ou  sin(p''  =  (i  +  ^^+'  )  sin  (p'^^'.  Donc 

c^+*  sinip^-^' ^^sin(p''=  ^|(i  — ^-*-^)  siQ(p'^-^\  Cette  quan- 

lité  est  de  l'ordre  ^'"'^^  ;  donc  on  aura  pour  exprimer  4  (a<')  ,  cette 
suite  très-convergente  : 

4  ( At)=  c  sin  <p  4-  —^  (/  sin  <p'-— ^  sin  (p  ) 
•}-  —1=^,  (c'sinç'— ^  sin  ç)') 


V^ 


ce  c 


—  (c''5in<p^-^%in^''-^). 


V/(c(/...c'"~T  <^ 
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Cela  posé,  la  valeur  de  G  exprimée  toute  entière  en  suites  con- 
vergentes sera 

G=RXMogtang(45'-|-i<p^)  ~  ?  4  (^). 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  celte  approximation  est  fondée 
sur  ce  que  dans  la  valeur  de  G'"  on  a  substitué  cos  <p'*  au  radical 
A'*  dont  la  vraie  valeur  est  \/\cos*  (p'^-\- {U*  s\n  <p'*)*].  Cette  substitu- 
tion est  permise  tant  que  b^  tang  <p^  est  une  quantité  négligeable  ; 
mais  elle  ne  pourrait  plus  avoir  lieu  si  <p'"  était  assez  près  de  go", 
pour  que  b^  tang  (p'^  cessât  d'être  très-petit.  Supposons^  ce  qui  est 
le  cas  le  plus  défavorable,  qu'on  ait  (p^  =  90°;  alors  il  faudra  pro- 
longer les  suites  d'un  terme  de  plus,  ou  jusqu'au  (yu.-f-i  )"""  terme, 

ce  qui  donnera  tang  (p'*'^^z=i j-^ ,  ou  b'^^^  tang  (p^"^^  =  l/(<^'""^') , 

quantité  dont  le  quarré  b^'^^  est  très-négligeable  par  rapporta  l'unité, 
puisque  ^  était  déjà  supposé  négligeable.  La  formule  s'appliquera 
donc  sans  aucune  difficulté  ;  ainsi  le  moyen  de  prévenir  toute 
exception  ,  est  de  prendre  fji  assez  grand  pour  que  (p*""'  ne  surpasse 
pas  90',  condition  qui  sera  toujours  facile  à  remplir. 

Pour  avoir  la  valeur  de  la  fonction  complète  G%  on  pourrait 
faire  <p  =  90°  dans  la  formule  générale  j  mais  cette  formule  ne  se 
simplifierait  pas  sensiblement  ,  et  elle  contiendrait  toujours  un 
nombre  de  termes  indéfini.  Il  sera  plus  simple,  en  se  confor- 
mant à  l'observation  précédente,  de  faire  (p^~^':=:  90",  ce  qui  donne 

tang  (p^  =  -^ ,  sin  (p^  =  -     '         ,  et  en  rétrogradant ,  (p'^"^  =  tT  , 

(p^'^  =  27r . . .  .(p''-'  =  2^-V ,  (p'  =  2^~V,  <p  =  2^-V  =  al"-'  ^.  On 
aura  donc  G  ((p)  =  2'""'  G'  ;  mais  dans  l'hypothèse  que  y*  est  de 
l'ordre    des    quantités  négligeables,  on   a   sin  (p^  =  i  — \  h^ y  et 

log  Ung  (45°  +  i  r )  =  i  log  (1^^)  =  i  log  (S)  ;  on  a»''»  «" 
même  temps  la  quantité  :\>  (fx,)  =  —^  sin  <p" ^^  =  -^  ;  donc 


.-G-=!iï^.og(i,)_-î 
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et  enfî» 

Ces  formules  pour  de'terminer  tant  la  fonction  inde'fini'e  Q-  que 
la  fonction  complète  G'^  permettent  de  pousser  l'approîniitalion 
aussi  loin  qu'on  voudra.  Il  faudra  prolonger  le  calcul  des  modules 
croissans  c,  c\  c%  etc. ,  et  celui  de  leurs  comple'mens  h\  h" . .  .^", 
jusqu'à  ce  que  b^  appartienne  à  l'ordre  de  décimales  qu'on  veut 
négliger  ,  ou  soit  inférieur  à  cet  ordre.  Il  faudra  en  même  temps  ,  s'il 
s'agit  de  la  fonction  non-complète  G,  ne  pas  donner  à  (p  une  valeur 
plus  grande  que  a""^-?!' .  On  calculera  alors  jusqu^à  la  même  limite 
les  valeurs  de  R',  L^  et  4  (/*)• 

(77).  Pour  appliquer  ces  formules  aux  arcs  d^ellipse  ou  aux  fonc- 
tions proprement  dites  de  la  seconde  espèce,  soit^G=  E  =:fAd<p,  on 
aura  A  =  1  ,  B  =  —  c*. 

Par  la  première  méthode ,  l'expression  de  l'arc  indéfini  sera 

E(c,(p)=KL$-| ^sm<p°H — î-7 — smcp^'H — Î-— ^ sm  ç>°''°-4-etc. 

et  celle  du   quart   d'ellipse 

E-  (c)  =  KL  ?. 


Dans  ces  formules,  K.  représente  le  produit  (i+c°)(i-|-c°°)(i4-c=°°j 
etc.,  continué  jusqu'à  un  facteur  i  +  c^,  où  c^  soit  de  l'ordre  des 
quantités  négligeables.  Cette  même  quantité  peut  se  mettre  sous  la 

forme  R  =z-^.-^~-  — ^^^— .etc.^  plus  commode  pour  le  calcul 

logarithmique.  Enfin  la  quantité  L  est  donnée   par  la  suite  con-- 
vergente 

c°         c^'c"         c''c°c°° 

L=i -, ; etc., 

244  ' 

à  laquelle  on  peut  donner  cette  autre  forme 

c"   /  c°''c°°  c°*c°°c°°°         c°''c°°r°°°c°°°°  \ 

^  =4^A'  ""  "^ 4 8 ^^^0  5 
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de  sorte  qu^en  faisant  KL  =  M,  on  aurait 

Ces  formules  offrent  les  suites  les  plus  convergentes  qu'on  puisse 
désirer  pour  la  rectification  de  l'ellipse.  Elles  s'appliquent,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit ,  non-seulement  à  des  A^aleurs  de  c  plus  petites 
que  v/t  y  mais  à  des  valeurs  beaucoup  plus  grandes  et  très-rappro- 
chëes  de  l'unité. 

EXEMPLE. 

(78).  Soit  proposé  de  trouver  l'arc  E(<?,  (p)  lorsque  c  =  sin75* 

et  tang  (p  =  y/-^- 

Par  les  valeurs  déjà  calculées  (art.  Q6)  y  on  a  log  K=  o.246o56i , 
<]>=3o%  <p°=62°36'3".  io,<p°'=ii9°55'47'67,  (p°°°=24o°o'o'i9, 
ensuite  on  trouvera 

.  L  =      o. 3888658 

c\/c°    . 

-î^-sm(p°=       0.3290186 


-— — sm(p'°  =       0.0522872 


c  V/c^t°°c''°° 


4_ 
^         s]n(p°'°  =  —  0.001 3888 

-î^ — ^g sin  (p°°=°  =5       0.00000 10 

La  somme   des    parties    algébriques   est    0.3799180,  ainsi  on   a 

E  (<? ,  <P)  =  K.L .  ^  -j-  o .  3799180  ;  on  aura  en  même  temps  la  fonc- 

tion  complète  E' (c)  =KL.^^  d'où  résulterait^r(c,  (p)=:jE'(c) 

+  0.3799180.  Mais  puisque  l'arc  E(c,  (p)  se  mesure  par  le  tiers  de 
E'  (  c  ) ,  on  trouvera  par   les  formules  de  la  trisection  (  art.  5j  ) 

E  (c,  (p)  =yE'  (c)-f-^-^-^;  le  résultat  précédent  s'accorde  par- 
faitement avec  cette  formule,  car  on  a  en  effet  ^-S^=  0.3799179. 

Le  même  calcul  donne  de  plus  log  E'  (c)  =  0.0319757  et  E'(c) 
=  1 .0764049;  donc  dans  le  cas  proposé,  l'arc  E  {c,  <p)=: 0.7587196; 
et  on  voit  que  la  partie  déterminée  algébriquement^  forme  plus  de 
la  moitié  de  l'arc.  Au  reste  la  valeur  trouvée  deE'(c)  s'accorde  avec 
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celle  qu'on  déduirait  de  la  formule  de  l'article  41 9  en  y  mettant  pour 

F'(<?)  sa  valeur  trouve'e  art.  66. 

(79).  Si  le  module  c  est  assez  peu  différent  de  l'unité  pour  qu'on 
juge  nécessaire  d'appliquer  la  seconde  méthode,  il  faudra,  dans  les 
formules  de  l'art.  76,  faire  A  =  i ,  B  =:  — c%  ce  qui  donnera 

Quant  à  la  valeur  de  K'  et  à  celle  de  la  fonction  4(^)  >  ^^^^^  ^® 
dépendent  point  des  valeurs  de  A  et  de  B;  ainsi  elles  restent  les 
mêmes  que  dans  l'article  cité.  On  aura  donc ,  d'après  ces  valeurs  , 
la  fonction  indéfinie 

E  (^,  (p)  ^KX'^tang  (45»+i  <I^0  +  c4(/.) , 

et  la  fonction  complète 

E'(c)  =  ;i^log-^-f=i7. 

Ces  formules  sont  ce  que  l'analyse  peut  offrir  de  plus  simple  pour 
le  calcul  des  arcs  d'ellipse  ,  lorsque  le  module  est  très-près  de 
l'unité;  elles  supposent  qu'on  prenne  pour  fi  un  nombre  d'unités 
assez  grand  pour  que  ^'"  appartienne  à  l'ordre  de  décimales  qu'on 
veut  négliger. 

Si  on  veut  avoir  les  valeurs  de  E  (c,  <p)  et  de  E*(<?)  approchées 
seulement  jusqu'au  septième  ordre  de  décimales ,  il  suffira  de  faire 
fA,  =  2    dans  les  formules    précédentes  ;  on  aura  d'abord  L'"  =  b* 

—  hc\/h' — hc  \jMkr)  y  ®*  parce  qu'on  a  en  général  b\/b'=i  —  (?, 

/  7  2 

b'[/b"  z=i  —  c',  c  =  ~^y  on  trouve  plus  simplement  h^  z==-~j-—r: 

mais  dans  le  même  cas  on  a  K'=  * /— .  Donc  les  .deux  formules  gé- 
nérales se  réduisent  à  celles-ci 

E  (  c,  (p  )  =  :^  y/^  log  tang  (45»  + ^  (p") -1- c»  sin  (p 

4-  2  v/c  (c'  sin  (p' —  4  sin (p J  -{-  4\/-r  (sin  ^' — c  sin(p'), 
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La  deraière  est  laméme  que  E"(c)==^-— —  F'(  c) -f-i/^,  et  sous 

cette  forme  ,  elle  offre  une  relation  fort  simple  entre  les  fonctions 
F'(c),  E'(c),  et  d'autant  plus  approche'e  que  h  sera  plus  petit. 

(80).  Appliquons  ces  formules  à  l'exemple  de  l'article  78,  ce  qui 
est  un  cas  peu  favorable^  puisque  la  valeur  de  c  diffère  sensiblement 
de  l'unité'.  On  connaît  de'jà  par  l'article  6g  les  valeurs  de  c\  h\  c*,  h*^ 
ainsi  que  celles  des  amplitudes  (p,  <p' ,  (f .  Au  moyen  de  ces  valeurs, 
le  calcul  de  la  fonction  complète  E'  {c)  se  fera  ainsi  ; 

1 -I- V^c  =  1.9828152  Iog(i  +  v/c). ..  0.2972822 

log  4 0.6020600  log  ^" 8.8259924 

ï^g^' ^-^757^^9  différ 8.528710^ 

log^....  4.7263381  ^""^^ 0.0074955 

°  log  I  .i8i5  etc. . .  0.0724648 

^log^=  i.i8i5845  log  2.3o25elc...  0.3622157 

log  X 8.9708862 

X  c=  0.0935161 

^  =:   0.9828891 

Somme...  E'(c)  =  1.0764052 

Cette  valeur  s'accorde  avec  celle   qu'on  a  déjà  trouve'e ,  autant  que 
les  petites  parties  ne'gligées  peuvent  le  permettre. 

Quant  au  calcul  de  l'arc  E  ( c,  (p) ,  nous  avons  déjà  trouve'  la  valeur     ^ 
de  E  (c ,  (?) = R'  log  tang  (45°  -|-  ^  (?") .  il  en  résulte 

log  F(c,  <p)  =  9.9650547 
log  =  8.5287102 

log  ^  =  8.4937649,   7  =  0.0311720. 

On  trouve  ensuite  les  parties  algébriques 


%' 
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c"  sin  (p  ==  o.685oi27 

3\/c(c'  sm(p' 7- sincp)  =  0.0243225 

4t/— (sinfp" —  c  sin(p')  =  0.0002125 

.  somme 0.7075475 

ajoutant ...  jK  =  0.0511720 

on  a    E(<?,(p)  =  0.7387195 

ce  qui  s'accorde  encore  avec  la  valeur  trouvée  par  la  première 
méthode. 

(81).  Pour  appliquer  les  formules  précédentes  à  la  rectification  de 

rhyperbole ,  il   ne  s'agit  que  d'évaluer  l'intégrale  G  =  / 

qui  représente  la  quantité  A  tang  <p  —  T,  différence  entre  l'arc 
d'hyperbole  et  sa  tangente.  Or  en  faisant  dans  la  formule  générale 
de  l'art.  75  ^  A  =c" ,  B  =  —  c*,  on  a  la  fonction  indéfinie 

G  (c,  ,p)  =  1  Kc-*  (.  -  f  -  ^-^  -  ^°  -  etc.) 


et  la  fonction  définie 

G'  (c)  =  K..-.^  (. ^ g-  -etc.)  : 

celle-ci  est  la  différence  entre  l'asymptote  et  la  courbe^  qui  s'exprime 
ainsi  très-simplement  par  une  suite  fort  convergente. 

Lorsque  l'hyperbole  est  équilatère  ,  la  quantité  G'  (c)  qui  en  gé- 
néral a  pour  valeur  E'  (c)  —  b^Y'(c]  ,  se  réduit  à  E'  (c)  —1  F'  (c)  ; 

mais  comme  dans  le  cas  particulier  où  c*=^=^%  on  a-  =(2E' — F')F'^ 

la  valeur  de  G"  se  réduira  ultérieurement  à  |^,  et  parce  que  F'=:^7rK, 

on  aura  encore  plus  simplement  G'  =  ^.  On  a  trouvé  ci-dessus 

Jog  R  =  0.0720074  ,  ainsi  on  aura  log  G'  =9.6269626. 

On  peut  regarder  comme   applicable  à  tous  les  cas  ^  la  formule 

T 
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T=  Alangtp — G(c,(p);  cependant  si  c  était  extrêmement  près 
de  l'unité  ,  on  pourrait ,  pour  déterminer  la  fonction  G ,  faire  usage 
des  formules  de  l'article  76^  après  avoir  fait  A  =  c%  B  =  —  c*. 

Formules  remarquables  pour  déterminer  lesjonctions  com- 
plètes F'  (c)  ,E^(c),  lorsque  c  est  peu  éloigné  de  Vune  de 
ses  limites. 

(82).  Lorsque  le  module  c  est  fort  peu  différent  de  l'unité,  nous 
avons  trouvé  (art.  76)  les  deux  formules  75 

Ces  formules  donneront  environ  dix  décimales  exactes  si  c  =  sin8o';    • 

elles  en  donneraient  un  plus   grand   nombre   si  c  était  plus  grand; 

elles  n'en  donneront   que  sept  lorsqu'on  fera  c=  sin  64°,  et  ainsi  à 

proportion  dans  les  autres  cas.  Du  reste  leur  usage  est  très-commode 

puisqu'il  exige  seulement  qu'on  calcule  avec  précision  les  valeurs  de  ^ 

c  ,  h'  et  b".  Il  faut  pour  cet  effet  se  rappeler  qu'en  faisant  c  =cos /ul,    z.   1  Ch^J"^      "    ^ 

ce  qui  donne  b^=.  sm  tt,  on  aura  c  =       ,  ,  -  ,  b  ■=.  tang'-  Lt.    Si   «■ 

est  fort  petit,  les  tables  donneront  avec  précision  cos  yu  et  cos^;*;  •    ;     '*  ' 

connaissant  cos  |  /a  et  sin  ;*,  on  en  déduira  sin  7  At=  . .  et 

a  cos  -^  /-'.  ' 

tang  ^  /*  = ^ ,  ce   qui   fera  connaître  0  ;  enfin  pour  éviter  les 

trop  petits   angles,  on  observera  que  b''  se  déduit  de  b'  comme  c* 

de  e,    et  qu'ainsi    on    a    b"  =  ^  b'^-{- -^  b'"^ -{- etc.  ;    d'où   résulte 

A=:0y(i  —  1  Zi'»)  ,  et  par  conséquent  f  log  ^  =  log|-^{  b^'m  , 

m  étant  mis  pour  le  nombre  0.4342g  etc.;  d'où    l'on  voit  qu'avec 

une  légère  correction  facile  à  calculer ,  on  déduira  log  p-,  de  log  ~. 

Le  reste  n'a  aucune  diflfîcullé  ,  en  se  rappelant  que  les  logaritlmies 
de  la  formule  sont  des  logarithmes  hyperboliques  qu'il  faudra  réduire 
<en  logarithmes  vulgaires, 

i5 
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(83).  Si  on  substitue  la  valeur  de  E'  (c)  donnée  par  la  seconde 
des  formules  précédentes ,  dans  l'équation  de  l'article  42 ,  on  en 
déduira 

et  si  on  observe  que  la  valeur  de  F'(c)  contient  un  logarithme  que 
le  second  membre  ne  saurait  offrir  par  le  développement  des  quan- 
tités F*  (b) ,  E'  (Z»),  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  5 
supposé  très-petit  ,  on  en  conclura  que  l'équation  précédente  ne 
peut  subsister  à  moins  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  du 
second  membre  ne  soient  sensiblement  égaux  à  zéro.  Ainsi  on  devra 
avoir  les  deux  équations 

Changeons  h  en  c^  et  réciproquement ,  afin  de  rapporter  ces  nou- 
velles formules  au  module  c ,  nous  aurons 

Ces  formules  sont  encore  plus  simples  que  celles  de  l'article 
précédent  ;  elles  ne  supposent  d'autre  calcul  préliminaire  que 
celui  de  ^   et  Z»°;   or   en  faisant  c  =  sin /ul  ,   on  a  Z'=cos/a,  et 

b°  :=■  ^—T-r- '  d'ailleurs  lofif   (2 — ^°)    est   très-facile  à   déduire   de 

log  b°;  car  comme  i  ■ —  b°  est  très-petit,  si  l'on  faitlogZ'°  =  —  cT, 
on  aura  log  (2 —  b°)z=.S' — <^*  (2.5026^  etc.). 

Ces  formules  ne  sont  pas  moins  exactes  pour  les  petites  valeurs 
de  c,  que  celles  de  l'article  précédent  pour  les  valeurs  de  c  peu  diffé- 
rentes de  l'unité;  les  unes  et  les  autres  s'accordent  avec  les  formules 
de  l'article  4^ ,  et  on  peut  s'assurer  qu'elles  équivalent  au  dévelop- 
pement d'un  assez  grand  nombre  de  termes  de  ces  dernières. 


& 
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(84).  Appliquons  ces  formules  au  calcul  des  foiictionsF'(c),F'(^), 

4.  4  4.  4. 

en  supposant  c=  ~^^  et  Z»  =  ^^^^^±^.Soitc=sina,^=cos«, 

on  aura  sin  1%  ==  tang*  i5<>  et  tang  (45°  -H  a)  =  1/(7^)  ;  de  l'une 
ou  de  l'autre  de  ces  équations  on  tirera 

a  =  2»  5' 30". 94970. 

Cet  angle  étant  assez  petit ,  il  faudra  user  de  quelques  précautions 
pour  calculer  les  valeurs  des  quantités  cherchées  jusqu'à  dix  déci- 
males. On  trouve  d'abord  directement  par  les  tables,  log  sin  2a  = 
8.8561049048;  ensuite  la  valeur  connue  de  a  donne  logcosot== 
9-9997196211;  de  là  on  déduit 

log  sin  CL  =  8.55535  52880. 

Pour  le  calcul  de  la  formule  F'(c)=  \  tT  \/^\  je  fais  k  =  «/i* 
^== ï ,  et  je  trouve 

COS  \  A  ^COS  fit 

^os^a. 9-99992  99167 

i. 

Vcosa 9-99992  990^5 

somme 9.9998598220 

k 0.00014  01780 

7 -Tf O.I961I    98770 

Donc    log  F'(c)  =  0.19626  oo55o 

Le  calcul  de  F'(^)  se  fera  par  la  première  formulée  qui  donne 
F'  (b)  —  ^k  log  ^.  Or  on  a  co  =  tang*  i  a  ;  ainsi  log  c"  se  déduit 
des  logarithmes  déjà  trouvés  en  cette  sorte  : 


im 


ïi6  PREMIERE  PARTIE. 

cos^a 9-99992  99''^7 

2 o .  5o  1 02  999^7 

acos-^ût 0.50095  99124 

sina 8.55535  52880 

sin  i  a 8.25459  55756 

cos^a 9- 99992  99  ^^7 

tangl  a 8. 25446  54589 

c° 6.50895  09178 

2 0.5010299957 

^c° 6.2079009221 

ic" 2.4i58o  18442.  . 

11  faut  de  plus  chercher  la  valeur  de  c°°  ;  mais ,  comme  on  l'a  de'jà 
observé,  on  peut  suppléer  au  calcul  de  c°°  par  la  formule  ^log  -^ 


A 


==  log  -~  —  ^  c°"  (0.454  etc.).  De  cette  manière  on  obtient  en  loga- 
rithmes vulgaires  ^  log  4s  =  2.o4656455ii.  Prenant  le  tiers   de  ce 

nombre,   et  faisant    pour  abréger   ^=0.6821881770,    on   aura 
^  F'  (b)  =  ÇMk  ,  M  étant  mis  pour  le  facteur  2.5o25  etc. 

C 9-85590  4i885 

M 0.56221  5688'j 

le 0.00014  01780 

|F'(è) 0.1962600550. 

I  ^,  f       ^'^ffc-        Cette  valeur  est  exactement  la  même  qu'on  a  trouvée  pour  le  loga- 
^     "^  rithme  de  F'(c)j  ainsi  on  a  F'(Z>)=3F' (<?).  Cette  égalité  est  au  moins 

très-approchée ,  puisque  les  formules  d'où  on  l'a  tirée  pourraient , 
avec  des  tables  plus  étendues  ,  donner  les  valeurs  de  F'(^)  et  F'(c), 
approchées  au  moins  jusqu'à  i5  décimales  5  mais  il  est  très-vraisem- 
,  blable  qu'elle  est  rigoureuse,  et  c'est  ce  que  nous  aurons  occasion 
de  confirmer  par  une  démonstration  particulière. 

L'égalité  F'  (^)  =  5F'  (c)  étant  supposée  exacte  d'après  ce  résultat , 
on  trouve  par   d'autres  considérations,  que  les   fonctions  F'(<7)  et 

F'(sin45*)ontentre  elles  cette  relationF'(c)=^^  cos  i5°.F'(sin45°)  ; 
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cVst  ce  qu'on  vérifiera  aisément  par  la  valeur  trouve'e  de  F'(c), 
et  par  celle  de  F'(sin45°)  lire'e  de  la  petite  Table  qui  suit,  calculée 
avec  dix  décimales. 


c 

logF'(c) 

c 

logF>(c) 

sin  0° 
sin  15° 
sin  5o' 
sin  45° 

0. 19611  98770 
o.2o36i  53664 
0.22679  32597 
0.26812  72224 

sin  90° 

sin  75° 
sin  60° 
sia  45° 

.  .  .  .infini 

0.44217  59938 
0.33375  26135 
0.26812   72224 

Nous  joignons  ici  une  Table  plus  étendue  des  logarithmes  des 
fonctions  complètes  F'  (<?),  E'  (c)  ,  calculées  à  sept  décimales,  pour 
tous  les  angles  du  module,  de  degré  en  degré,  le  module  étant  mis 
sous  la  forme  c  =  sin  G.  Cette  Table  sera  fort  utile  dans  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  ;  on  Ta  calculée  par  les  formules  abrégées 
que  nous  venons  de  rapporter ,  depuis  ô  =  0°  jusqu'à  9  =  20°,  et 
depuis  6=  90°  jusqu'à  ô  =  70°;  pour  les  autres  valeurs  de  ô,  on  a 
«uivi  les  formules  des  articles  Ç)^  et  77. 
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AriÇIe 

du 

module. 


i3 

i5 


i6 

\l 

20 


23 

4 


26 


I? 


3i 

32 

33 

H 
35 


36 


45 


Los.  F' 


0.1961199 

o. 1961530 
o. 1962522 
O.T964I76 
o. 1966493 

0.1969474 


o. 1973119 
o.  i9^7:|3o 
o.  19821119 
o.  lySH'iy? 
o-i99p:8 


0.2001373 
0.2009044 
0.2017396 
0.2026-131 
o.2o36i54 


0.20 {6567 
0.2057673 
o . 20694^4 
0.2081997 
0.2095220 


0.2109158 
o.2i238i8 
0.2139206 
0.2155328 
0.2172193 


0.2189809 
0.22081S0 
0.2227319 
0.2247233 
o . 2267933 


0.2289427 
0.2311720 

0.2334846 

0.2358794 
o.2383d86 


0.2409233 
0.243 


55751 
0.2463x54 


0.2)91409 

0.2520685 


0.2550848 
o.258iq65 
0.2614061 
0.2647155 
0.2681272 


Log.  E' 


o.  Kpo868 
o. 1959876 
o.  i95t-22a 
o.  i955()"8 
o. 1952932 


o. 19^9295 
o.  i9449<)8 
o. 1940041 
o. 1934433 
o. 1928147 


0.I92I2I2 
o. 1913618 
o. 1905367 
o.  i8()646o 
0.1886896 


0.1876678 
o.  i8()58o5 
o. 1854280 
o .  1 842 1 0.1 
o.  1829278 


o. i8i58o2 
o. 1801680 
o. 1786913 
o. i77i5o2 
o. I 755451 


0.1738761 
o. 172 1435 
o. 1703J76 
0.1684886 
o.  1663669 


o. 1645839 
o. 1625368 
o. 1604292 
o. 1582605 
o. i56o3i3 


0.1537418 
o. i5i3928 
o.iJSg'S.r 
o. i465io 


;6 

0-1439949 


o. 1414^43 
o. 1387776 
o. i36o858 
o. 1333399 
o.  i3o54o9 


Angle 
du 

module. 


85 


82 
81 
80 


;5 


?f 


65 


i 

62 
61 
60 


I- 

55 


53 

52 

5i 
5o 


Log.  F» 


Infini. 
0.^351923 
0.6760272 
0.6373550 
0.6077507 
0.5334041 


o.5625i37 
0.5441205 
0.5276129 
0.5125914 
0-4987770 


0.4859667 
o.474'5070 
0.4627820 
0.4521964 
0.4421760 


0.4326595 
0.4235961 
0.4149432 
o .  4t>66648 
0.3987298 


o. .3911076 
0.3^37870 
0.3767358 
o .  36"f  )o4oo 
o. 3633838 


0.3570533 
0.3509356 
0.3450196 
o . 3392930 
0.3337526 


o. 3283839 
o.323i8i4 
o.3iSi38i 
o. 3 I 32474 
o.3o85o36 


o . 30390 I 3 
0.2994353 
0.2901012 
o .  29^^8945 
0.2B68114 


0.2828480 
0.2790011 
0.2752673 
0.2716436 
0.20S1272 


Log.  E' 


o . 0000000 

0.0003264 
o. 001 2533 
0.0022773 
0.0037396 
o .  oo546i53 


0.0074221 
0.0095837 
0.0119271 
0.0144321 
0.0170811 


0.0227487 
0.0257397 
0.0288191 
0.03197S7 


0.0351996 
o.o3848ii 
0.0418119 
o. 045 1 83 5 
o. 0485886 


0.0520197 

0.0,554720 
0.0589077 
o . 0624 I I 9 
o . o6588g5 


o . 0693649 
0.0728337 
0.0762928 
0.0797376 
0.0831643 


0.0865695 
0.0899500 
0.0933029 
0.0966256 
0.0999152 


0.1031694 
o. io6386i 
o. 1095630 

o  .  1  I  2f>982 

0.115789g 


o.  1188364 
o. 1218362 
o. 1247878 
o.  1276<S98 
o. i3o54o9 
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Méthode  d'approximation  appliquée  aux  fonctions  ellip- 
tiques de  la  troisième  espèce. 

(85).  Au  lieu  de  conside'rer.la  simple  formule  FI  =  f- 

^  J  (i-f-rtsin"(p)A 

qui  appartient  a  la  troisième  espèce,  nous  considérerons  plus  gene'- 

raîement  la  formule 

qui  est  composée  d'une  fonction  de  la  troisième  espèce  et  d'une  de 
la  première  ,  affecte'es  de  coefficiens  constans.  Si  on  appliquait  le 
calcul  à  la  simple  fonction  n,  la  première  transformc'e  contiendrait 
une  partie  affectée  de  la  fonction  de  première  espèce  F  (t'%  (p^)  ;  c'est 
pourquoi  il  convient,  pour  l'uniformité  des  résultats,  d'admettre  les 
deux  sortes  de  fonctions  dans  la  formule  primitive ,  ainsi  que  nous 
l'avons  déjà  fait  pour  les  fonctions  G  (art.  76). 

Gela  posé,   si  on  fait  sin*  (p  =  ^  (i  4-  c'sin^fp"'—  A°  cos  (p")  ,  et 
"a  ^^  ~~^  •  X°  ^  ^^  ^"^^  P^^^  première  transformée 

les  valeurs  de  H'  et  de  ses  coefficiens  étant 

Ho  :^  rf  A»  4.  _5i!iiii^i_\  ^' 

J  \        '    1  +  71°  siu^'aV  A« 


n' 


V   A" 
(1 +6)^(1 +«) 


A°=:A4.     "^ 


B-^^zB  . 


1  -f-ra 
c^  +  sn  -f-  n" 


Amsi  la    fonction  H(«,  c,  (p)    est  ramenée  à  une  fonction  sem- 
blable ïl(n%  c%  (p°),  dans  laquelle  les  trois  élémens  n ,  c ,  <p  ont 
subi  des  changemens  propres  à  facili'ter  les  approximations. 
La  même  loi  aura  lieu  dans  les  transformées  ultérieures;  de  sorte 


t. 


qu'en  faisant 
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TT.0  —  rr' A  -  4-  JÊlÉI!lfl-\  ^ 

„=.  "°("°  +  ^°') 

on  aura  la  seconde  transforme'e 

On  peut  continuer  indéfiniment  ces  transformations  ,  d'où  re'sulk!- 
ront  une  suite  infinie  de  fonctions  K(n,c,  (p) ,  H  («%<?%<?"), 
H  (n'%  c°°,  (p°°)  ,  etc.  ,  telles,  qu'une  seule  étant  connue ,  on  pourra 
déterminer  toutes  les  autres. 

(85).  Examinons  d'abord  avec  quelque  détail  la  loi  de  progres- 
sion des  paramètres  n%  n°%  etc.  Si  on  fait  n:=:mcy  et  semblable- 

ment  n^=m'c%  l'équation  qui  détermuie  n'  donnera  tw  =  j_|_^^.  • 
Mais  on  peut  toujours  supposer  le  paramètre  ti<c,  ce  qui  donne 
7?i<i;  on  aura  donc  aussi  m"  <  i ,  et  même  m°  <  m;  car  delà  valeur 

'    'J      »  A'A    -,       .    m°  _  (i+O  (i+m)     ^  _^  __  C'-QQ-^)  , 

précédente  on  déduit  i  +  —  — i:::j:^;;;; — }  ^  —  ^  —       i-^cm 

ce  qui  prouve  que  ^ ,  positif  ou  négatif,  est  toujours  plus  petit  qiie 
l'unité.  Donc  les  termes  m,  7?i%  m°%  etc.  sont  tous  plus  petits  que 
l'unité  et  forment  une  suite  décroissante  ;  et  par  conséquent  la  suite 
des  paramètres  n,  n%  n°%  etc.  décroît  plus  rapidement  que  la  suite 
des  modules  c,  c%  c°%  etc.  ,  chaque  terme  de  la  première  étant  plus 
petit  que  le  terme  correspondant  de  la  seconde. 

A  l'égard  des  signes  de  ces  paramètres,  il  y  a  deux  cas  à  consi- 
dérer. 1°.  Si  «  est  positif  ou  si  n  est  négatif  et  plus  grand  que  c% 
ensorte  qu'il  soit  compris  dans  la  forme  —  i -^  b^  sin'  Ô ,  alors  fi' 
sera  positif,  et  il  en  sera  de  même  de  tous  les  paramètres  suivans 
n'%  71"°',  etc.  Dans  ce  premier  cas  se  trouve  compris  celui  den:= — ç 

qui 
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qui  donnera  w"=  c%  rt°°=  c*",  etc.  ;  mais  ce  cas  est  inutile  à  con- 
sidérer, parce  que  d'après  l'article  46,  la  fonction  H  se  réduit  alors  à 
la  première  espèce. 

2°.  Si  n  est  ne'gatif  et  plus  petit  que  c* ,  ensorte  qu'on  ait 
/^  =  —  c"  sin'ô  ,  on  pourra  faire  semblaLlement  «"  =  —  c°*  sin*  6', 
et  l'angle  ô"  se  déterminera  par  l'équation 

tang  (  6»—  ô)  =  Z»  tang  B , 

ce  qui  est  la  même  loi  suivant  laquelle  l'amplitude  (p°  se  de'duit  de  <ç. 

Calculant  donc  successivement  ô%  8'%  6°"%  etc.  d'après  cette  loi 
on  formera  la  suite  des  paramètres  7^°=: — c^'^sin^ô",  /i°°=: — c^^sin^ô"" 
etc.,  qui  de'croît,  comme  on  voit ,  avec  encore  plus  de  rapidité  que 
dans  le  premier  cas. 

Connaissant  ainsi  la  loi  de  progression  des  paramètres  n ,  venons 
à  celle  des  coefficiens  A  et  B  dans  les  transformées  successives.  Soit 
pour  abréger , 

et  soit  désigné  par  A°  une  quantité  composée  de  c%  5',  n",  comme 
k  l'est  de  c,  Z» ,  72 ,  et  ainsi  de  suite ,  on  aura 

B-  =  i  AB ,     B-  =  ^  AA'B ,     B"»»  =  \  ktk'^B ,     etc. 

Mais  puisqu'après  un  certain  nombre  jul  de  termes  ,  les  c^  et  n^  pris 
dans  les  suites  c%  c°%  etc. ,  n%  n*°,  etc. ,  sont  assez  petits  pour  être 
regardés  comme  nuls ,  il  est  clair  qu'il  en  sera  de  même  du  terme 
correspondant  F  de  la  suite  A,  k%  k°%  etc.  ,  et  qu'ainsi  on  peut  faire 
en  toute  sûreté  B^=  o.  Quant  à  la  valeur  de  A^,  elle  sera  donnée 
par  la  suite 

qu'il  faudra  prolonger  jusqu'au  terme  qui  contiendrait  kf^  exclu- 
sivement. 

Appelons  toujours  ^  la  limite  des  angles  <?>,-,  Ç,  etc.,  cette 
hmite  étant  censée  atteinte  après  le  nombre  de  termes  fx ,  on  aura 
(p^  =  2''$,  et  parce  que  c^  est  de  l'ordre  des  quantités  négligeables, 
ouauraH^=;a"A'"0. 

1(5 
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(86).  Il  est  facile    maintenant    d'avoir   le  re'sultat  des   transfor- 
mées Successives  jusqu'à    la   ^'*""    inclusivement.     Soit     toujours 

R''=(.+.-)(:+c")...(.+^),  ou  K''  =  i^'-ii^.'^.eic., 

la  valeur  de  la  fonction  H  sera  donne'e  en  géne'ral  par  la  formule 

H  ==  K'^A'"^  —  ^     jB     ^  arc  tans;  (t/n°.sîn  (p°) 

{/c°  [/c"'      jhB       arctang(v/n°°sin(p°°) 
""*     c    '    c°      '  7+7?  '  t,  11"° 

{/c"    \/c°'     ]/c°°°     i-kk°B     arc  tang  (  v//ï°°°$in  (p°°°) 

—  etc. 

Cette  suite  étant  prolonge'e  jusqu'au  terme  dont  le  rang  est  ju,  in- 
clusivement ,  l'erreur  de  la  formule  ,  mesurée  par  les  termes  sui- 
vans  ,  ne  pourra  être  que  de  l'ordre  c-""+-^  •,  de  sorte  que  si  on  ne  veut 
pousser  la  précision  que  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  <:-",  on  aura 
un  terme  de  moins  à  calculer  ,  tant  dans  la  suite  précédente  que  dans 

la  valeur  de  R  et    dans  celle  de  A*". 

Au  reste  les  arcs  de  cercle  qui  entrent  dans  la  formule  générale 
se  changeraient  en  logarithmes,  si  n  était  de  la  forme  —  c"sin*6; 
mais  ce  changement  n'est  sujet  a  aucune  difficulté. 

Lorsque  (p  =  ^  tT  ou  =  un  multiple  de  î  tt  ,  tous  les  arcs  de  cercle 
disparaissent ,  et  on  a  simplement  H  =  RA-^O.  Donc  la  valeur  de 
la  foaction  complète  est  , 

H's=RA^.i7r. 

Remarquez  que  la  valeur  de  H  exprimée  par  les  transformées 
successives,  se  terminerait  d'elle-même,  si  on  avait  l'une  des  égalités 
n  =  —  i-^b  ,7i°  =  —  I  +  ^%  n°°  =  —  I  4-  b'",  etc.  :  alors  la  fonc- 
tion H  se  ramènerait  indéfiniment  a  la  première  espèce. 

Pour  qu'on  ait  en  général  —  i  -f-  M  =  «^  = — (  cf^  sin  G-"  )%  il  faut 
que  cot  9/^=  \/bi^,  ou  qu'on  ail  F  {cf^,  6-")=  i-F'(c-").  Mais  les  para- 
mètres successifs/z= — c^'sin^G,  «°= — c°*sin»ô%  7i°°= — c°"sin'ô°%  etc. 
étant  formés  d'après  la  même  loi  qui  lie  entre  elles  les  amplitudes  ô, 

0%8''%etc.,onaF(c,6)==i±^°F(c%e°),F(o%G°)==-^°F(c°%6-),etc.; 


DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  12Z 

•et  en  général  ¥(c,  9)  =  (-N°)  O+q^^AL+n  F(c^  9")  =  -^.  F'(c). 

Les  cas  qui  donnent  lieu  à  la  réduction  de  la  fonction  H,  sont  donc 
tous  ceux  où  le  paramètre  «  ,  de  forme  —  c'  sia"  Q  ,  est  tel  qu'on  a 

F  (c,  ô)  s=  — —  F'(^)  >  /*  étant  un  entier.  La  même  réduction  aurait 

encore  lieu  si  on   avait  F  (c  y  ô)  =  ^^  "V/  F'  (c)  ,  2v  +  i  étant  un 

nombre  impair  quelconque. 

Les  formules  d'approximation  que  nous  venons  de  donner  pour 
déterminer  la  valeur  des  fonctions  H  et  H',  peuvent  s'appliquer  à 
tous  les  cas,  et  le  plus  souvent  il  ne  faudra  calculer  que  fort  peu 
de  termes  pour  obtenir  un  grand  degré  de  précision.  Cependant 
si  la  différence  i  —  c  était  tellement  petite  qu'il  fallut  prolonger 
assez  loin  la  suite  c%  c°°,  c'"",  etc.  pour  parvenir  à  un  terme  négli- 
geable cy-,  il  pourrait  être  préférable  de  suivre  la  seconde  méthode  , 
c'est-à-dire  ,  de  faire  les  transformations  dans  un  ordre  inverse  ,  ainsi 
que  nous  l'avons  pratiqué  en  pareil  cas  relativement  aux  fonctions 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

(87).  Et  d'abord  si  la  différence  i  —  c  est  déjà  assez  petite  pour 
qu'elle  puisse  être  négligée,  on  pourra  intégrer  immédiatement  la 

formule  H=  /  (A  -{ 7——^-—)  â  »  en  mettant  cos  <p  au  lieu  de 

A  ,  ce  qui  donnera 

TT       /ai       B\|        ^  //foii^N  B        arctang  (l/rasinip) 

^ = C^+ 1+^)  1°S  '*"g  (45°+  i  ?  )  -  Tq:^ . '-fr, — ï^; 

Cette  intégrale  est  rigoureuse  lorsque  c  =  i  ;  mais  s'il  y  a  une  diffé- 
rence, quelque  petite  qu'elle  soit,  entre  i  et  c,  elle  ne  pourra  s'ap- 
pliquer sans  erreur  à  des  valeurs  de  (p  plus  grandes  qu'une  certaine 
limite.  En  efïet,  la  quantité  A  qui  en  général  est  y/(cos''(p+  ^'sin''(p), 
ne  se  réduit  à  cos  <p  que  lorsque  cot  (p  est  censé  beaucoup  plus 
grand  que  b.  C'est  pourquoi  il  convient  de  chercher  une  formule 
qui  donne  la  valeur  de  H  pour  toute  valeur  de  cp  ,  dans  l'hypothèse 
seulement  qu'on  puisse  négliger  les  termes  affectés  du  facteur  b 
élevé  au  quarré  ou  à  une  puissance  supérieure. 

Pour  cet  effet  nous  supposerons  qu'il  a  été  fait  dans  la  fonction  H 
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une  préparation  relative  au  paramètre.  Si  n  est  négatif,  nous  ]g 
supposons  toujours  ou  de  la  forme  —  c""  sin*  ô  ,  oii  de  la  formé 
—  I  +  Z»^  sia"ô;  si  ce  dernier  cas  a  lieu  ,  on  changera  la  fonction  H 
en  une  autre  où  le  paramètre  soit  positif^  ce  qui  se  fera  par  la 
formule  du  n*  5i. 

Cela  posé,  pour  avoir  la  valeur  de  la  fonction  H,  je  la  mets  sous 
la  forme 

h  =  (a  +  ^)f(.,?)-^p, 

et  il  restera  à  déterminer  P  par  la  formule 


p r        tJç  cos°ç>     \ 

J  (i  +  n  sia 


J'observe  ensuite  qu'on  a  -^=  i  — 7-7 ^^"  ;   .  .  :  donc  si  on  fait 

^  A  A  (cos  (p  4-^) 


^-/cr 


adç  cos  (p  sin^(p 


+  n  sin*<p  )  A  (  cos  ip  +  A  )  ' 

on  aura 

p  __  arctang(v/nsin(^)) ^  ^^ç. 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  une  valeur  approchée  de  l'intégrale  Q. 
Pour  cet  effet,  j'observe  qaon2iCOS(p-{-ùk<^2àj  et  cos(p-f-A>»2COS(p; 
donc  si  on  fait 

^         J  (1  -f-7isin^(p)A 

^Y r  d(p  cos  (p  sin'  (p  ^ 

^         J  (i-f-7isin''(p)(i  —  c''sin='(p)  ' 

on  aura  Q  <CQ'  et  Q^  Q".  Or  en  premier  lieu,  la  combinaison  des 
intégrales  P  et  Q'  donne  (i+«)Q'+P  =  /-^,  d'où  résulte 
O  =     ^  '  ,-- — —  *  donc  on  a 

^  X  -{-  n         ' 


ou 

On  trouve  ensuite  par  l'intégration  directe , 
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donc  on  a 

Xi  ^(      ^    _ii"   ^  arc  tang  Çy/n  sîn  ,p)  \h^    .        (1±1ÈLÏ\^ 

La  plus  grande  difTërence  entre  ces  deux  limites  de  P  a  lieu  lors- 
que (p  :^  90°,  et  comme  on  a  dans  ce  cas  F'  (<?)  =  log  ^ ,  log  (737^) 

7  2 

s=  2  log  I ,  cette  différence  =  — r-^  .  \  log  2.  Elle  est ,  comme   on 

voit,  de  l'ordre  des  quantités  qu'on  veut  ne'gliger.  Ainsi  on  a  avec 
une  exactitude  suffisante, 

^^^x  ^^^  *^"^ ^"^^  ^^^  ^^ -" 7+^^'C^^  ^) ^ 
ce  qui  donne  la  fonction  cherche'e 

n  =  (A  +  ^)TÇc,<p) B^arctangy.sin,) 

\       '    c  -\-  n/      ^   '  ^  ^        i-f-rt  yn  ' 

et  il  en  re'sulte  pour  la  fonction  complète , 

Ces  valeurs  de  H  et  de  H*  sont  celles  qu'il  convient  d'employer  si 
les  quanti te's  de  l'ordre  b^  sont  négligeables  ,  et  alors  il  n'y  a  pas  lieu 
de  recourir  aux  transformations  ;  mais  il  convient  d'examiner  parti- 
culièrement le  cas  où  n  est  négatif. 

Le  cas  de  nz=  —  i  -j-  ^*  sin"  Q,  où  /ï  -f-  i  serait  de  l'ordre  ^%  ne 
permet  pas  qu'on  lui  applique  avec  succès  les  formules  précédentes, 
c'est  pourquoi  nous  l'avons  évité  par  une  transformation  qui  rend  n 
positif. 

Le  cas  de  7z  =  —  c*  sin*  ô  ne  souffre  aucune  difficulté,  si  ô  n'est  pas 

trop  près  de  90%  parce  qu'alors  -  reste  une  quantité  très-petite  ; 

seulement  dans  ce  cas ,  il  faut  changer  l'expression  ^^^  ang(V/npin  0) 

n         •         I        1        /l -f- c  sin  6  sinfflX     -«t   •       •  *  n 

en  celle-ci r-r  log  { .   ,,  .      ).  Mais  si  en  même  temps  6  est 

2c  sin  8       ^   \i  —  c  sia  b  sin  (p/  ^ 

très-près  de  90°,  le  dénominateur  i  +  «  équivalant  à  ^'-f-  c^cos'  ô  , 
devient  très-petit;  cependant  tant  que  cos  ô  sera  beaucoup  plus  grand 

que  b  ,  la  fraction  —-—  ou  , ,  .    , — ^  demeurera  très-petite  ,  et  la 
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méthode  précédente  sera  applicable  ;  mais  si  cos  ô  est  une  quan- 
tité' très-petite  de  l'ordre  h  ou  d'un  ordre   supe'rieur ,  la  fraction 

-— j —  cesse   d'être  ne'gligeai>le.   Pour  obvier  à  cet  inconve'nient,  il 

1   — f-  71  ' 

faut  recourir  à  la  formule  du  n°  B2  ,  au  moyen  de  laquelle  toute 
fonction  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  rLz=z —  c=  sin^  9^  peut 
être  transformée  en  une  autre  fonction  dontle  paramètre«'= — c^sin'À, 
pourvu  qu'entre  les  angles  ô  et  A  on  ait  la  relation  b  tang  6  tang  A=:  1. 

Alors  on  a  — ; — .  — , — ^,  =  ^%  donc  des  deux  facteurs 


i+7i     i+n'  ^  i^n*i^n'» 

il  y  en  aura  toujours  un  plus  petit  que  b  ;  d'où  il  suit  qu'à  l'aide 
d'une  transformation  ,  si  elle  est  nécessaire  ,  l'erreur  de  la  formule 
n'excédera  pas  les  quantités  de  l'ordre  ^;et  parce  que  dans  le  cas  le 
plus  défavorable,  qui  est  celui  de  i  +"=  i  +  n'=b  ,  la  valeur  de 
H'  devient  très-grande  et  se  rapporte  à  l'ordre  b^^,  ou  plus  exacte- 
ment à  l'ordre  b-'  log  T^  j  qui  est  très-peu  différent ,  il  s'ensuit  que 

l'erreur  absolue  étant  de  l'ordre  b ,  l'erreur  relative  est  en  effet  de 
l'ordre  Z»*,  ainsi  que  dans  les  cas  où  n  est  positif. 

Nous  sommes  entrés  dans  ces  détails  pour  prouver  que  lorsque 
I  —  c  est  assez  petit  pour  être  négligeable  ,  les  formules  trouvées 
pour  H  et  H'  peuvent  donner  une  approximation  suffisante  ,  sans 
exiger  de  transformations  autres  que  celles  qui  ont  été  indiquées 
par  les  articles  5i  et  52.  Mais  la  méthode  que  nous  allons  exposer 
a  l'avantage  de  donner  une  approximation  indéfinie  ,  qui  s'applique 
généralement  à  tous  les  cas. 

(88).  L'équation  trouvée  n°  84  entre  H  et  H",  s'applique  aux  deux 
fonctions  consécutives  H'  et  H,  et  donne  la  transformée 

H  =      ^      TT'  -4-     '^'         r_d£cns_^  ^ 
1  -j-  c        "•     1-1-  //  'Ji-{-n  sin'<p  * 

on  aura  en  même  temps 

et  les  coefïïciens  ri,  A',  B'  devront  être  déduits  des  équations 
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On  sali  comment  se  calculent  c,  h\  (p\  au  moyen  de  c  et  ^  ;  il  ne 
s'agit  donc  que  d'examiner  la  loi  de  formation  des  quantités  w.  A',  B'. 
Et  d'abord  pour  déduire  n  de  n ,  on  a.  la  formule 


d'où  l'on  voit  qu'il  faut  faire  abstraction  du  cas  où  l'on  aurait 
n  —  —  i-^-b"  sin*  9;  car  si  ce  cas  avait  lieu^,  le  paramètre  n  devien- 
drait imaginaire,  et  on  tomberait  ainsi  dans  une  difficulté  plus  grande 
que  celle  qu'on  veut  résoudre.  Heureusement  il  n'y  a  aucun  incon- 
vénient à  faire  cette  exception^  puisque  par  la  formule  du  n°  5i, 
toute  fonction  proposée  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  est 
de  la  forme  —  i+Z»"sin''  9,  peut  être  transformée  en  une  autre  dt)nt 
le  paramètre  soit  positif.  Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  considé- 
rer deux  cas  principaux ,  celui  où  n  est  positif  et  celui  où  n  est 
de  la  forme  — c'sin*  ô.  Dans  ces  deux  cas,  on  peut  s'assurer  que  la 
valeur  de  n  sera  toujours  de  même  forme  que  celle  de  n  ,  ainsi 
rien  ne  pourra  arrêter  le  calcul  des  transformées  successives. 

(89).  Soit  donc  en  premier  lieu  «:= —  c*  sin"9,   et  semblable- 
ment  ri  z=.  —  c'"sin'  d',  on  aura  par  la  formule  précédente^ 


sm" 


f-f-^csin*  9— -^coseA(ô). 


C'est  la  même  loi  suivant  laquelle  l'amplitude  <p'  se  déduit  de  (p  ;  elle 
peut  être  représentée  plus  simplement  par  l'équation  sin  (2Ô' — Ô)  = 
c  sin  6.  En  vertu  de  cette  loi,  les  angles  9,Ô',  6%  etc.  forment  une 
suite  décroissante  qui  s'approche  sans  cesse  d'une  limite  0^  et  qui 
l'atteint  sensiblement  après  un  petit  nombre  de  termes.  La  suite 
des  paramètres  n ,  «',  n",  etc.  converge  donc  de  même  vers  la 
limite  — sin' 0  ,  puisque  d'ailleurs  la  suite  c,  c,  c",  etc.  a  pour 
limite  l'unité. 

En  second  lieu,  si  n  est  positif,  soit  i  -^n  =:  -7-7-,  A  étant  un 


sin-'A 


angle  très-petit  déterminé  par  la  valeur  sin  A=  —rz — ; — r,  de  sorte 

que  si  on  faisait  n=  cot*  9  ,  on  aurait  sin  À  =  ^  sin  9.  Gela  posé, 
la  valeur  de  n'  sera  donnée  par  l'équation 

i-^ri=z  b'  cof  i  A  ; 
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et  si  l'on  fait  semblablement  i  -f-  «'  =  .  ^  ,  .  l'angle  A'  se  déduira 
de  A  par  la  formule  très-simple 

sin  A'=  \/b'.  tanglA. 

On  déduira  semblablement  A"  de  A',  A*  de  A",  etc. ,  de  sorte  qu'on 
formera  la  suite  des  paramètres  n ,  n'y  h",  etc.  d'après  les  équations 

I  4-  Tz'  =    ■  ^  , ,  I  -\-  n'  =  —TTT,  9  etc. 

Remarquons  qu'à  partir  de  l'angle  A  qui  est  très-petit,  les  termes 
de  la  série  A,  A',  7^.",  etc.  diminuent  continuellement ,  mais  de  ma- 
nière que  les  rapports —r-,  -r?^,  ^-T7r,etc.  convergent  vers  une  quan- 
tité constante  qui  sera  leur  limite.  En  effet,  des  valeurs  précédentes  on 

1,1    ..  sxnh!        sin  X         i+c  .     -,         *  sin\"        sin/\'        i+c' 

déduit  —77-  =  -T—  •  — ; ;  oii  aurait  de  même  —ru-  =  -rr-  •  — i — tT'  » 

b  b        1+cosa'  b  b       i+cosA 

etc.  Donc  après  un  petit  nombre  de  termes sera  constant,  et 

par  conséquent  aussi  \  ~\-ny-;  d'où  l'on  voit  que  la  suite  des  para- 
mètres Tiy  n',  ji',  etc.  ,  converge,  comme  dans  le  premier  cas  , 
vers  une  limite  qu'elle  atteint  sensiblement  au  bout  de  quelques 
termes. 

Le  moyen  très-simple  que  nous  venons  d'indiquer  pour  calculer 
la  suite  des  paramètres  n ,  n ,  n" ,  etc.  ,  lorsque  le  premier  n  est 
positif,  peut  aussi  s'appliquer  sans  difficulté  au  cas  où  n  est  de  la 
forme  — c' sin*  G;  de  sorte  que  nous  poun'ons  supposer  qu'il  est 
employé  généralement  dans  tous  les  cas;  et  d'après  cette  supposi- 
tion ,  nous  allons  continuer  les  calculs  nécessaires  pour  parvenir  à 
l'expression  de  la  valeur  de  H. 

(90).  Il  faut  d'abord  avoir  la  loi  des    coefïiciens  B'",  A";  pour 
cela  ,  si  l'on  fait 

^   —     (^i^n'y  —  b'^     '      ^    — •      (^i^ny—b"^    >    ^^^•> 

on  aura  successivement 

B'  =  2/i'B ,    B'=  s/i'B'  =  /^hlfh ,    K^  8h'h''h''B ,    etc. 

Mais 
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Mais  des  équations  i+«'  =  ^' cof^î  A,  i+  «=  -r^ y  "  =  77ip/7Ta' 
on  tire 

1   -f-  7Î  *   COS  A 
I        II  .     I       w  I 

on  aura  semLlableraent  h"  =  —t--  . -7,  h"'  =73—-  •  Tzrrru  ^^c.  ; 

I-f-"       C03  A    '  l4-«        COS  A 

donc 

P.B(i+/iO         ,_       4BCi-|-nO  g«._  8B  C'+O  etc. 

'^  ' (i-f-n)cOSA'  (l +71)  COS  A  COS  x' '  (i-}-n)cosAcosÀ'cosA"' 

Cl  en  gênerai  )ôr  =  ; — . 

°  Cl+")  COS  A  COS  A  .  .  .  COS  A^^ 

Enfin   des  équations  A'  =  A—  ^^, ,  A'=  A'—  ^^,  etc. ,  on 
déduit  généralement 

OU  ,  en  faisant  les  substitutions  , 

B    /    1  3  ,  4 2^^ Y 

i-j-n\cosA      cosacosa'       cosacosa'cosa"'**      cosacosa'.  .COSA'""''^ 

B/* 
Ces  valeurs  feront  connaître  celle  du  coefficient  A'"  H ; — -  qui 

1  -\-  rv 

entre  dans  l'expression  de  H^.  Soit  ce  coefficient  ==  L'*,  on  aura 

9'"B 

L'^^AH- 


(X-|-7Z)C0S  ACOS  a'.  .  .COS  A'""^ 

•      B    /    1 ,  a  . 4___....  + ^l! -\ 

1_j_;i\C0SA'"  COS  A  COS//  cosacosa'  COS  a"  COS  a  COS  a' .  *k.  COS  a'"     V 

Mais  comme  la  suite  comprise  dans  cette  formule  est  divergente, 
il  conviendra  de  lui  donner  une  autre  forme.  Pour  cet  eflel  j'observe 
que  la  formule  précédente  donne 


1/+'^  ir  = 


Q^BCl— COSA^ 


^i_|_n)  COS  A  cosa'.  .  .COS  ;.'" 

.    ,  un  a'*    , 
Or  on  a  vu  qu'à  mesure  que  /a  augmente ,  la  quantité  —gr~  ^  ^P* 


7 
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proche  de  plus  en  plus  d'une  certaine  limite ,  et  qu'ainsi  sin  A'"  est 
en  général  de  l'ordre  hi*  ;  donc  i  —  cos  A*"  est  de  l'ordre  {bi^Y, 
ou  ^/"i';  donc  la  différence  L/"+' — L/^  est  une  quantité  très-petite 
de  l'ordre  2-"^/"-^-i,  intermédiaire  entre  bi*  et  è-"-*-',  mais  plus  proche 
de  ce  dernier.  Ou  aura  donc  pour  l'expression  de  L-"  cette  suite 
fort  convergente 


i+«        (i+7z)cosÂ        (i+n)  COS  Â  cosa' 
'  I    "7    ;    \"  7        Ti    I  '  etc«  • 

(l4-«)COSAC0S/.C0SÂ        '  ' 


laquelle  devra  être  prolongée  jusqu'au  terme ....«....,..- 

■■ ;^ -— — —- -  inclusivement ,  si  on  ne  veut  néfirliger 

(i-f-«)cnsXcos  ,  cosÂ  ...cos  /'""^  °    ° 

que  les  quantités  de  l'ordre  2'"^/*-+-ï. 

(91).  Cela  posé,  les  transformées  successives  étant 
H  =  (lA-b')  H' 4-    "^^'       arctang(v/nsin(p) 

etc. , 

on  pourra  exprimer  généralement  la  fonction  H  par  le  moyen  de 
H-";  et  comme  les  séries  sont  prolongées  jusqu'à  un  nombre  de 
termes  /a  suffisant  pour  que  la  valeur  de  H-"  soit  donnée  avec  toute 
l'exactitude  nécessaire  par  la  formule 

il  résultera  des  substitutions  cette  valeur  générale  de  H ,  où  l'on  a 
fait  pour  abréger,  F^  (i-h^O  (i-i-^')  (1+^*). , . . (i-h^O , 
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H^I'-L'-log  tang  (45=+i?")_I''.  -|_.  '^c'an8(vVsin^^) 
,      I^B'       arc  tang  (  y/n  sin  <p) 

a-^T^A'^        i^^"        arc  tang  Ç^n^  .'^in  (pQ 


a_j^-i       |B^      arc  tang  (v//iA^-^Mn(p^-0, 

(ga).  Cette  formule  a  l'inconvénient  d'offrir  une  suite  diver- 
gente ,  et  il  importe  de  lui  donner  une  autre  forme.  Séparons  pour 
cet  effet  le  premier  terme  FL'"  logtang  (45"  +  7  (p-") ,  et  appelons  le 

r     ryu      1  /  •  11  m-  1  •    '  arctangCl/n'sinffl') 

reste  Ir -^  désignons  de  plus  par  T' la  quantité —^^ ^,  nous 

aurons 


Celte  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 


mais  si  on  fait  pour  un  moment  A'  = . ;. .  . . j-  »  011  *iura 


COSA        ces  À  CCS  \' 


=  — ^ —  M^  et :r-  =  — ; —  ^  i  donc 


1+71^  1  +  71  i+7i/"-^»  1+n 

Or  d'une  part  la  quantité  l'^A'"  ne  peut  passer  une  certaine  limite  peu 
élevée  au-dessus  de  l'unité  ;  d'autre  part  les  différences  1  —  cos  A'"  , 
T''— T^"*"'  sont  de  l'ordre  ^^+^  ;  donc  Z-""*"' —  Z-"  est  une  quantité 
très-petite  de  l'ordre  2^+'  Z>'"+'  qu'on  peut  regarder  comme  inter- 
médiaire entre  b^  et  ^/^-t-" ,  mais  beaucoup  plus  rapprochée  du  dei'* 
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nier.  On  pourra  donc  exprimer  If'  par  la  suite  fort  convergente 
Z  4-  (  1! —  Zi)+  (  Z' —  TJ)  +  etc.,  et  on  aura  pour  l'expression  gé- 
ne'rale  de  la  fonction  H,  cette  formule 

T,/Tui              /- /'- I   ,     US          B        arc  tanc  (t/n  sin  ®) 
H  =  VV I05  tang(4D»+i  ^Z')  —  -^  . ^^ U 

qB        1      p         ,,   arc  tang(\/n'sin<p')       /i-|-cos^\     arc  tang  ('/nsin  ip)~1 

7+ft'cô7ÂL  v^^  \     2     y  v^^rë  ^_| 

4B  i4-6'       p         ,,    arctang(-Vsiti(p") /i-fcosÂ'\     arc  tan  g  (j/ziMn  <?')"■] 

1  -|-n  *  cos  A  C06  a'  L_  ^  7i"  \       2       /  *  i/n'  _| 

_g B^      i-l-y.  14-6^^     p  arctang(V//2'^inO ___  /i+cosàN  arctang('    n^M n (fO"l 

i-f;/cosACos./cosA"L^'"^    -^  \/«"  V        2       y  \//i"  J 

—  etc. 

Cette  formule  fondée  sur  celle  que  nous  avons  prise  pour  valeur  de 
H-",  suppose  que  l'angle  <p''' est  toujours  moindre  que  la  limite  donnée 
par  l'équation  cot  (p."=  y/hf^.  Lorsque  (p"  est  égal  à  cette  limite,  ou 
qu'il  en  est  seulement  approché  ,  la  valeur  supposée  de  H*"  est  exacte 
aux  quantités  près  de  l'ordre  b^-,  et  alors  il  faut  prolonger  la  série  qui 

donne  la  valeur  de  îl,  jusqu'au  fx"^'  terme -— — ,  etc.  inclusive- 
ment. Dans  le  cas  où  tp-"  sera  éloigné  de  la  limite  dont  il  s'agit ,  ce 
qui  arrivera  lorsque  <p  n'excède  pas  90°,  comme  on  peut  toujours 
le  supposer ,  on  pourra  ne  calculer  la  série  que  jusqu'au  terme 
( />£. —  I  )'^""  inclusivement,  et  le  résultat  sera  toujours  exact  aux 
quantités  près  de  l'ordre  A". 

Pour  déduire  de  la  formule  générale  la  valeur  de  la  fonction  com- 
plète H',  on  pourrait  faire  <p  =1:90°,  et  prolonger  la  série,  comme  il 
vient  d'être  dit,  jusqu'au  (/>t — i  )'""'  terme  inclusivement.  Mais  il 

est  plus  simple  de  faire  (5=  2"--^  -  =  i'"-^?^,  ce  qui  donnera  succes- 
sivement <p'  =  2-"-^,  (p'  ==  2'"--47r (p/"-'  =^^  Tf,  cot  (p."=^/M.  On 

parvient  ainsi  à  la  limite  des  valeurs  de  (p/^,  et  en  négligeant  les 
quantités  de  l'ordre   Z»",  on  aura  sin  (p^=i  ,  log  tang  (45°-{- t  ?*"  ) 


s=  I  log  f— J  ,  et  par  la  substitution  de  toutes  ces  valeurs,  on  trouve 


a^-'H'=:IA'L'^  ilog  A  -  tll^  .  ^+h'.^^h"...^Jrh^-^    arc  tang  i/n^-^ 
hi^         i-f /i      cos  K  cos  a'.  .  .ces  .i^-"^  '  y/n^-"- 


2^B  / i4.y.i-}-Z>"...i4-Z>/^-'p  ^     _  arctangy/n/^      /i+cosX^"' \  arc  tang y/n'^^-^-j 
1 -}-«  \cos  A  cos  a' coS/A'--'L^    '      ^         t/fjy-  \         a         /  i^/i'""'        J' 
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Mais  les  quanlitës  i  —  cos  Kf^-' ,  nf^ —  ;^"-'  sont  de  l'ordre  b/^  ,  et  par 
coiisëquent  négligeables  ;  on  a  donc  plus  simplement 

ir^Ff— loe^ _»_.     _2 ^      ....         '  arctangy/n^-^-l 

l_2f*      °  è-"         i-fn  '  cos  \  '  cos  a'  '  "  *  cos  k/*--^  '  {/jif^~^        J  * 

formule  où  il  faudra  substituer   la  valeur  connue  de  L'*  et  celle 

dcF  ==(i +^0  (i-f-^')- • -(ï -t-^^"')= -^- • '-3'^- ^.  etc., 

ce  produit   e'tant  continue'  jusqu'à  ce  que  le  nombre  de  ses  facteurs 
soit  /*  —  I. 

Telles  sont  les  formules  les  plus  simples  par  lesquelles  on  pourra 
calculer  les  valeurs  des  fonctions  H  et  H',  lorsque  le  module  c  est 
extrêmement  près  de  l'unité  ;  elles  donneront  tel  degré  d'approxi- 
mation qu'on  voudra  obtenir,  en  prolongeant  suffisamment  les  séries 
qui  les  composent. 

(95).  Si  on  compare  maintenant  celte  seconde  méthode  avec  lâ 
première  ,  on  ne  manquera  pas  de  remarquer  que  celle-ci  n'est 
sujette  à  aucune  exception ,  et  qu'elle  n'exige  ni  considérations  de 
limites,  ni  transformations;  il  est  donc  préférable  d'employer  la 
première  méthode  ,  même  dans  les  cas  où  c  serait  fort  près  de 
l'unité,  puisqu 'alors  cette  méthode  n'a  d'autre  inconvénient  que 
celui  d'employer  quelques  termes  de  plus,  et  le  nombre  de  ces 
termes  ne  peut  jamais  être  bien  grand. 

Nous  remarquerons  encore  qu'on  peut  simplifier  à  quelques  égards 
les  formules  de  la  première  méthode,  en  employant  des  angles 
subsidiaires  À°,  À°%  A°°%  etc.  pour  calculer  tant  la  série  des  para- 
mètres n°,  n°°,  etc.  ,  que  celle  des  quantités  A-,  k\  k°%  etc.  ,  à 
l'exemple  de  ce  que  nous  avons  pratiqué  dans  la  seconde  méthode. 
Pour  cet  effet  on  aura  les  formules  successives 

i+n    =zb  col'^À*  tang-^X»    z=:i/(~\ 

1+71°  z=b^  cof^A-  =--,-v tangiA=°  = 


sin 


i-f-/i°°  =^°°  cof  I A°°°  =  -T-^ tane  ^  K°°°  =      , 

iH-/i°-=^°-col»iÀ°»»°5=-5^^ tanff  i  X°°'°=  "^ 


000 


etc.  etc. 
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d'où  l'on,  déduit 

A:  =  — -. —  cos  X° — ; — -  =  -— —  cos  K" 

1  -f-ji  1  -f-  "^        i+" 

A'  =  ■     ,     „  cos  X""* ■    .    ,,  =  —r-  cos  X"  cos  X*" 

Â:°°=:  15^  cos  X»°^ -^^^5-^  =  -±-  cos  A"  cos  A"'  cos  A" 

1 4-/1°"'.  1  -f-/l°°°        1  -f-« 

etc.  etc. 

Enfin  si  l'on  fait 

A''=  A  +  4^  (  I  -f-i  cos  A»  +  i  cos  A»  cos  A- . . .' 
. . . .+  —  cos  A"  cos  A". . .  cos  A'")  , 


a,' 


et  qu'on  prenne  toujours  K'"  =  (i  +  c°)  (i  -|-  0"°) . . . .  (1  -|-  ^'")  >  I* 
valeur  de  H  sera 

TT K. -«  A  ^-<ft }^^     B     ^  arctang(v/n°sln(?)°) 

\/c°    {/c°°       B  arc  tang(v/7î°°sin<p'°) 

fvnw  — — —  ^ _-  ^  -  •  COS  /V    •  ' ;    „„ 

iC  2C°       l+n  \/7i°° 

,^Jl_.il-^. — ^._^.cosA°cosA°°. ~7~^ ^— -^ 

—  etc. 

La  limite  de  nf*  étant  zéro  dans  tous  les  cas, celle  de  sin  A^*  sera  bf*, 
et  par  conséquent  celle  de  cos  A^  sera  c/^.  D'où  Ton  voit  combien  cette 
suite  est  convergente. 

Des  cas  les  plus  généraux  dans  lesquels  on  peut  opérer 
la  réduction  des  Jonctions  elliptiques  de  la  troisième 
espèce, 

(94).   Si  l'on   différentie  par  rapport  à   n  chaque  membre   de 
requatioa  n=:f^j-ç^^^^,  on  aura 

du.  r  d<p  Ç  d(p 

dn  ""J  (i  -j- n  èin^cpy/l  "~"j  (i  -|-.»5ia^ç)A  * 


DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  i55 

or  par  la  formule  du  n°  9  on  trouve ,  en  faisant  a=(i-|-w)riH — J, 

W  (i+nfin=^(p)^A  —  1  -}-  n  sin'(p        ^V  C^  +  '^  sin  <p;  ~ 

"^\   "^      «       "T"  7iVj   (i  +  nsin»(p)A' 

Combinant  ces  deux  e'quations  entre  elles ,  et  observant  qu'on  a 

c^f(i  +«  sin»<p)^  =  (c«  +  «)  F  —nE, 

on  parviendra  à  l'e'quation  suivante ,  où  l'on  ne  doit  regarder  que  n 
comme  variable  dans  FI  et  dans  a  , 

in^*+aJn==---ic*F.~-<i(F— E)--f-iAsin^cos(p.-— ^-; 

Multipliant  de  part  et  d'autre  par  a""*  et  intégrant,  on  aura 

V/a.n=-ic*Fr-^^ i(F.~E)r47-4-iAsin(pcos(pr  ^   ^"  ,  ,  . 

Il  faut  maintenant,  pour  effectuer  les  intégrations,  considérer  suc- 
cessivement les  trois  cas  de  l'art.  5o. 

Premier  cas  7z=cot*ô. 

(95).  Alors  on  a  dnz=^^^dQ,   /a  ==^^^^^,  et  l'équation 
générale  devient 

sinôcosô  ^^  ""■        J  cos^9A(Z.,  Ô)  "T  l^  —  ■»^;j  5"^^ 

-  A  sm^  cosÇ>y^^.^.^_^^.^.^^^^^^^^^^^^^; 

^-^— r  est  représentée   à  l'ordinaire  par  F  (^  ^  6)  j  et 
suivant  les  réductions  connues,  on  a 

enfin  si  l'on  fait  pour  abréger  cot^tp  =  rt  ,  l'intégrale 

^''"^  '''''^/(si^«8T»in=fc^^l)Â(67ô  P°"^^^  '^  décomposer  ainsi; 


^ 


cos p  J  à{b,b)^  sin (p  cos ^ 7  (i-f-rt'si 


^3 

in='6)A(i,e) 


jc^ 


9 
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et  sous  cette  forme  elle  peut  être  repre'sente'e  par 

_  ^lini  F  (^  J)  +  -^-^—  n  (n\  h,  ô). 

cos  9        \    y     y     '^     sm(pcos(p       \    ^     ?    / 

Substituant  toutes  ces  valeurs,  et  désignant,  pour  plus  de  clarté, 
par  n  (/2,  c,  <p),  A(c,  <p)  ,  F  (c,  (p)  ,  E  (c,  <p) ,  les  fonctions  II ,  A, 
F,  E;  on  aura,  pour  le  premier  cas,  la  formule  générale  qui  suit; 

■^^  n  («,  c,  <p)  +  ^^i^  n  («',*,  8) 

(;+F(c,<p)F(Z.,6)— r(c,<p)E(«,9)-E(c,<p)F(J,9) 

La  constante  G,  ajoutée  à  cette  formule^  pourrait  être  fonction 
de  cp  ,  puisqu'elle  résulte  d'une  intégration  où  (p  a  été  regardée 
comme  constante  ;  mais  comme  la  forme  [de  l'intégrale  est  telle 
qu'on  peut  permuter  entre  elles  les  quantités  (p  et  ô,  pourvu  qu'on 
fasse  de  même  la  permutation  entre  c  et  ^,  il  s'ensuit  que  G  ne 
contient  ni  ô  ni  (p,  et  qu'ainsi  G  est  une  constante  absolue. 

Pour  en  déterminer  la  valeur,  prenons  un  cas  particulier,  et 
supposons  à  la  fois  (p  et  ô  infiniment  petits.  Cette  supposition  donne, 
en  rejetant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  F(c,  (p)=  E(c,<p)=<p, 

F(i,9)=E(*,6)  =  9,  A(c,?)==A(*,9)=l,  Tl{n,c,<^)=j'^_^l.^^,^ 
_ arc ""g^ </<:'  +  ")  —  e  arc  tang g ,  et  semWaMement  n(«',A,9)=; 

ù 

c=  (p  arc  tang  -.  Substituant  toutes  ces  valeurs  ,  il  viendra 
G  =  arc  tang  ~  -\-  arc  tang  -  =  ^  tt. 

(96).  Si  l'on  veut  appliquer  la  formule  de  l'art,  précédent  au 
cas  où  <p  =  ^7r,  il  faut,  pour  éviter  les  quantités  infinies  qui  se 
rencontrent  dans  les  deux  membres,  faire  <p  =7-71'  —  <y  ,  et  sup- 
poser co  infiniment  petit-  On  aura  ainsi  72'=  col"(p  =  tang^-i;  =  cd*; 
et  puisque  ti  est  infiniment  petit,  la  fonction  UÇ/ij  b,  ô)  s'expri- 
mera de  cette  manière 


j-r/  /     r     ûx  r d9 f    d^  ,rdô  sin^Q 
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on  aura  donc 

cZâsin'ô 


n  («',  b,  «)-  §^'  F  (i,  6)  =  «AF  (* ,  6)  _  -A/lfV'' 


sin^cos^       \     ^      /    •,        cos  (p 

d'où  l'on  voit  que  le  premier  membre  se  re'duit  à  ze'ro,  lorsqu'on  fera 
û)=o,  et  qu'ainsi  la  supposition  de  (pz=\^  donne  cette  formule 

— F-(^)E(^,Ô)— E'(c)F(^,Ô)( 

Toutes  les  fois  donc  que  le  paramètre  n  est  positif,  la  fonction  com- 
plète de  troisième  espèce  Yl'{n,c),  pourra  toujours  se  déterminer 
par  des  fonctions  de  première  et  de  seconde  espèce ,  savoir,  par 
les  fonctions  complètes  F'(c),  E' (<?) ,  qui  se  rapportent  au  mo- 
dule c,  et  par  les  fonctions  non-complètes  Y  (b ,  9) ,  E  (b,  6),  qui 
se  rapportent  au  module  complémentaire  Z»,  et  dont  l'amplitude  Q 
se  déduit  du  paramètre  n  par  l'équation  cot  9  =  \/n. 

Ce  théorème  est  très-important  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  ,  et  son  usage  sera  d'autant  plus  étendu  ,  que  dans  beau- 
coup de  problèmes  de  géométrie  ou  de  mécanique  ,  qui  dépendent 
des  fonctions  elliptiques  ,  on  n'a  souvent  besoin  que  des  intégrales 
définies  ou  complètes.  Nous  en  donnerons  ci-après  diverses  ap- 
plications. 


(97).  Si  dans  l'équation  (//)  on  met  —  à  la  place  de  /2,  et  qu'on 

fasse —=  cot*A ,  afin  de  mettre  en  même  temps  A  au  lieu  de  9, 
on  aura 

A (6,;.)  nY£-°,c')=:i7r-+-"-^^A(^>,A)F-(c)  +  F-(c)F(^,A) 

-F'(4E(i,A)-E'(c)F(4,A). 

Mais,  en  vertu  de  l'équation  c*  =  n  cot*A  ou  c  tang  ô  tang  A  =  i  , 
qiji  se  rapporte  au  module  bj  on  a  (n"  18)  ¥  (h ,  9)-j-¥  (b ,  A)=Y'(b), 
E  (^,  ô)  -f-  E(/^,  A)  ==  E'(<^)  -f-  é^sinX  sinô;  on  a  en  même  temps 

_      A(f.,6)   _ 

*"""    sin  6  cos  ô         ^     ' 
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Ajoutant  cîonc  l'equallon  précédente  avec  l'e'qualion  (i') ,  et 
observant    que    d'après    la   formule   du   n°  4?  j  on   a   U' (n ,  c) -f. 

ri'  (—><?)  =  î''(c)  -j —y  on  trouve  que  les  angles  Ô  et  A  dispa- 
raissent entièrement  du  calcul,  et  qu'il  reste  entre  les  fonctions 
complètes,  pour  les  modules  c  et  Z>,  cette  relation  : 

l  =  F'(o)E'(i)+F'(*)E'(c)-F'(c)F'(ê), 

ce  qui  est  une  nouvelle  de'monstration  du  théorème  de  l'art.  4^. 

(98).  Puisqu'on  peut  exprimer  la  fonction  complète  n'(/z,  c) 
par  des  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce ,  on 
pourra  exprimer  de  la  même  manière  toute  fonction  non-com- 
plète n  (71,  c ,  <p) ,  dont  l'amplitude  (p  est  telle  qu'on  ait  F  (<?,  <p) 
=:  A- F'  (c)  ,  k  étant  un  nombre  rationnel.  En  effet,  si  cette  relation 
a  lieu ,  il  suit  des  formules  démontrées  ci-dessus,  qu'on  a  n(«,  c,  (p) 
=  An '(«,<?) -j-W,  W  étant  une  quantité  déterminable  par  arcs 
de  cercle.  Donc  il  y  a  une  infinité  de  cas  où  la  fonction  17,  dont 
le  paramètre  est  à  volonté,  pourvu  qu'il  soit  positif,  pourra  se 
réduire  aux  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce , 
et  ces  cas  sont  déterminés  par  un  symptôme  général. 

Etant  donné  l'amplitude  (p ,  on  peut  trouver  par  un  calcul  assez 
simple,  si  la  condition  dont  on  vient  de  parler  peut  être  remplie, 
c'est-à-dire,  si  la  fonction  F  (jp)  est  dans  un  rapport  rationnel  avec 
la' fonction  complète  F'.  Il  faut  pour  cela  calculer  la  valeur  appro- 
chée de  la  fonction  F  ((p)  par  la  méthode  de  l'article  65.  Lorsqu'on 

aura  déterminé   l'angle  <E>  ,  limite   des   angles  ^,— ,  ^,   etc.  ^  il 

2     4 

faudra  examiner  si  cette  limite  $  est  avec  l'angle  droit  dans  un 
rapport  à- la-fois  simple  et  très-approché.  Si  le  rapport  était  un  peu 
composé  ,  il  n'y  aurait  lieu  à  îrocune  réduction  ,  attendu  que  la  ré- 
duction exige  que  le  rapport  soit  exact,  et  que,  pour  peu  qu'il 
fût  composé,  l'équation  qui  détermine  sin(p  serait  d'un  degré 
très-élevé ,  ce  qui  rendrait  peu  probable  que  la  valeur  donnée  de  (p 
satisfît  à  celte  équation.  Mais  si  le  rapport  dont  il  s'agit  est  ex- 
primé en  nombres  simples  et  qu'il  paraisse  au  moins  foi't  approché  , 
il  y  aura  lieu  de  croire  qu'il  est  exact.  Alors  on  s'assurera  par 
les  formules  rigoureuses ,  si  la  valeur  donnée  de  sin  <p  répond  au 
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rapport  k  trouvé  entre  F(c,  <p)  et  F'(c),  ou  entre  O  et  ^  tT.  Lorsque 
cela  a  lieu  ,  on  trouvera  également  par  les  formules  rigoureuses ,  la 
valeur  de  W  qui  donne  II  ( /z ,  c,  (p)  =  ATI' («,  c)H-W  ;  ainsi  on 
pourra  déterminer  n(«  ,  c,  (p)  par  des  fonctions  de  la  première  et  de 
la  seconde  espèce. 

La  méthode  qu'on  vient  d'indiquer  n'est  autre  chose  que  la 
méthode  d'approximation  par  laquelle  on  évalue  la  fonction  de  pre- 
mière espèce  F(c,  (p).  Mais  on  peut  pour  le  même  objet  employer 
une  autre  méthode  qui  paraît  conduire  plus  directement  au  but. 

Etant  donné  l'amplitude  (p,  on  calculera  successivement  les  ampli- 
tudes (P.,  (Ps,  <P4,  etc.,  qui  donnent  F  (tp,)  =  2F  (cp),  F  ((P3)  =  3F  ((p)  , 
F(<P4)  =  4^(<P)  ,  etc.;  c'est  ce  qu'on  fera  par  les  formules 

tang  I  (p^     =  A  tang  <p 

lang  (ï  <P3  +  1  ?=  )  =  A  tang  (p. 

tang  (i-  (p^  +  I  (pj  =  A  tang  (p^ 

tang(^(P3  +  i(P3)  =  A  tang  cp^ 
etc. 

Il  est  évident  que  si  l'angle  (p  est  tel  qu'on  ait  F(c,  ^)  =  A:F'(c)  , 
k  étant  un  nombre  rationnel  -,   il  y  aura  nécessairement  dans  la 

suite  (p, ,  (p3 ,  <p4 ,  etc.  un  terme  (p,  tel  que  (p,  =  /a.-,  c'est-à-dire 

qu'on  devra  rencontrer  dans  cette  suite  un  terme  (Pv  qui  soit  mul- 
tiple de  l'angle  droit.  Et  comme  d'ailleurs,  par  les  raisons  que  nous 

avons  exposées,  le  rapport-  devra  être  exprimé  en  nombres  assez 

simples  ,  on  n'aura  jamais  qu'un  petit  nombre  de  termes  à  calculer 
dans  la  suite  <pa  ^  «Pa,  ^4  ,  etc. ,  pour  reconnaître  si  les  fonctions  F((p) 
et  F*  sont  commènsurables  entre  elles,  et  par  suite  sin(«,c,(p_) 
peut  se  mesurer  par  II'  (  ;z ,  c). 

•«V 

(99).  Pour  revenir  à  l'équation  («'),  nous  observerons  que  cette 
équation  servira  en  général  à  déterminer  l'une  des  fonctions 
n(/i ,  c,  (p) ,  n  («,  b,  ô),  par  le  moyen  de  l'autre  supposée  connue. 
Ces  deux  fonctions  ont  des  modules  complémens  l'un  de  l'autre  ,  et 
leurs  amplitudes  se  déduisent  réciproquement  de  leurs  paramètres 
par  les  équations  /i=col'  6 ,  /i'  =  cot''  <p. 


i4o  PREMlEPvË  PARTIE. 

Supposons  que  l'angle  ô ,  déduit  du  paramètre  n ,  soit  tel  qu'on 
ail  F  (^,  ô)  =  /F'  (Ji) ,  k  e'tant  un  nombre  rationnel  ;  on  aura  par 
les  propriétés  connues,  E(^,  6)  =  Â:E' (  Z>) -j- V,  et  n(«',  h,  ô) 
=  n' («',  b)  +  W,  les  quantités  V  et  W  étant  déterminables ,  la 
première  algébriquement ,  la  seconde  par  arcs  de  cercle. 

Si  maintenant  on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (  i' )  ,  et 
qu'ensuite  on  mette  pour  II'  (^n',  b)  ssl  valeur  déduite  de  la  formule 
(A')  ,  on  aura,  après  les  réductions,  ce  résultat  très-simple 

tlpIln(n,c,(^)==(i^k)^-^'^''-\à(bJ)Y(c,<p) 
sin  S  cos  6      \     '     y  "T  /         \  -^2'    cos  9       \     y     ^      \,?t/ 

^     '   ^  '^  SlQ<p  COS  9 

D'où  l'on  voit  que  la  fonction  II  peut  alors  se  réduire  indéfiniment 
aux  fonctions  de  la  première  espèce,  et  la  seule  condition  néces- 
saire pour  cette  réduction ,  est  que  le  paramètre  n,  représenté  par 
cot"6,  soit  tel  que  le  rapport  de  F(b,  G)  à  F'(b)  ,  soit  rationnel. 
Ainsi  nous  avons  encore  pour  ces  réductions  un  symptôme  général 
qui  comprend  une  infinité  de  cas  particuliers. 

Le  cas  de  n  =c  qu'on  a  résolu  n°  46,  est  compris  dans  le  symp- 
tôme général ,  puisqu'en  faisant  cot'Q  =  c,  la  valeur  de  Q  qui  en  ré- 
sulte, est  celle  qui,  appliquée  au  module  b ,  donne  F(^,  6)  =  7  F'(^). 
Aussi  en  faisant  k=  ^  el  substituant  les  valeurs  de  V  et  W  qui 
,    ^T         ./  \      TTir        sinacpsf  ^  Acosffl  sin  a  cos  » 

sont  ¥  =  7(1 — c),W= — ^ — arctang.— — — -4 — = ^ — - 

*^  ^'  i2A  ^5     (i  +  c)sina  2A 

X  ( arctang.^: ^ —     )'  ^^^  retrouve  la  formule 

n(.)  =  iF  +  ilarclang.Çl±^* 

SECOND  CAS  ,  7z  =  —  I  -f-  ^*  sin*6. 
Tioo).  On  aura  dans  ce  cas  ,  -^  =  26?ÔA  fb.  ô),  i/a== — !liL_£^ 

^         ^  ■'   \/a  \    )    Jf    V  A(6,  6)     ' 

et  l'équation  générale  du  n°  g4  deviendra 

-j-  A  sm  (C  cos  <p  /  — - — .    L     /^  ■ — . 
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Or  par  les  formules  connues  on  a  /     .,   =F(^,  o)  et  / j 

-^  ^^  '^^  ^  (i— Wn"8)* 

=  ^.E(^  Vi-^%.^^y  de  plus  en  faisant  ^Mang- (?  = /. , 
on  a 

donc  en  faisant  toutes  ces  substitutions  on  aura  pour  le  second  cas  , 
la  formule  ge'ne'rale 

l+F(c,<p)F(6,Ô)-E(c,<p)FCè,fl)— F(c,<p)E(6,â)j 

On  n'a  point  ajouté  de  constante ,  parce  qu'en  faisant  9=0,  les  deux 
membres  s'évanouissent. 

(loi).  Si  on  veut  savoir  ce  que  donne  cette  équation   lorsque 
^  =:  i  tt  ,  il  faudra  trouver  la  valeur  de    .  —  n  (fi\  b  ,^)a  cette 

^  -^  sin  (p  cos  <p        \     7      3      / 

limite  ;  et  pour  cela ,  il  faut  d'abord  supposer  (pz=zj-'7t  —  œ ,  a  étant 
infiniment  petit.  Or  puisque  n  =  b''lai]g*(p=:b''coVco ,  il  en  résulte 

b^ 

— =tang*û)^  et  la  formule  du  n°  ^6  donne 

n(«',  b,  Ô)+n(tang"i«,  b,  9)=F(^, 9)+  ^i^^^  arc  tang .  AÇ^L^I^gl. 
Mais  a  étant  infiniment  petit ,  on  a 

n(tang»«,  ^,  0)  =  F  (^  ,  9)  —M  tang*a>, 
M  étant  une  quantité  finie  ;  donc 

-^^In(«^^J)  =  "iî^^^M+arc  tang.-^iH-il^^ 

Le  second  membre  se  réduit  à  |  tT  lorsqu'on  fait  <p  =  ^  'tt,  donc  on 
aura  pour  déterminer  W  (  n  ,  c) ,  l'équation 

^^i^[n'(«,c)-F.(.)i=^+F-(.)F(*,â)  r,, 

— E'(c)F(z.,fl)-r'(c)E(i,a)J 


\ 


» 


.  * 
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d'où  Ton  voit  que  la  fonction  complète  de  troisième  espèce  rp  («  ,  c), 
s'exprime  généralement  par  des  fonctions  de  la  première  et  de  la 
seconde  espèce. 

Nous  observerons  que  les  formules  (/')  et  {m')  auraient  pu  se 
déduire  de  celles  qui  ont  été  données  art.  61,95  et  96;  mais  il 
n'était  pas  inutile  de  fî^ire  voir  comment  on  pouvait  y  parvenir 
directement. 

La  fonction  non-complète  n(«,  c,  (p)  s'exprimera  de  même  par  des 
fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce  ,  si  l'amplitude  ^  est 
telle  qu'on  ait  F(c  ,  (p)  =  AF'  (c),  k  étant  un  nombre  rationnel.  Car 
alors  on  a  U.{n,  c  ,(p)  =An' («,  c} -f- ^^  W  étant  une  quantité 
déterminable  par  arcs  de  cercle. 

(102).  Supposons  que  l'angle  6  ,  déterminé  par  le  paramètre 
n-=z —  I  +^*sin*ô,  soit  tel  que  pour  le  module  b  on  ait  F  (^,  ô) 
=  AF'  (Z») ,  k  étant  rationnel;  alors  on  aura  par  les  propriétés  con- 
nues n  ( «', ^  ,  6)  =  AIT  («'^  b)  +  W,  W  étant  une  quantité  déter- 
minable par  des  arcs  de  cercle.  On  aura  en  même  temps  E(^,  G) 
=  AE' (/>)  4"  V,  V  étant  une  quantité  déterminable  algébrique- 
ment. Il  suffira  donc  d'avoir  la  valeur  de  n'(«',  ^)  où  l'on  a 
»'=  b^  tang»  ^. 

Pour  cet  effet,  j'observe  que  la  formule  du  n°  47  donne 

n'(«',i)  +  n'(coi-<p.i)  =  F-(i)  +  ^S^^ 

ensuite  par  la  formule  de  l'art.  96,  on  a 


(c,(p)F'(^)+F'(^)F(c,?))l 
F(c,(p)~F'(^)E(^,(p)      ) 


nYcot'^,Q=  ^;   J  S- -{ — ^A 

l  —  E'(;^)F 

Faisant  toutes  ces  substitutions  dans  Téquation  (  f  )  et  réduisant  , 
on  aura 

D'où  l'on  voit  que  la  fonction  de  troisième  espèce  Tl(n,  c,ip)  se 
réduira  indéfiniment  à  la  fonction  de  première  espèce  F(c,  (p)  ;  et 
la  seule  condition  nécessaire  pour  cette  réduction  ,  est  que  l'angle  8 
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déduit  du  paramètre  «=--  i  +  <^'  siii'9  ,  soit  tel  qu'on  ail  F  (^,  6) 
=  AF'(Z')  ,  k  étant  un  nombre  rationnel. 

Ainsi  dans  le  cas  de   n  =.  —  c ,   où  l'on  a   sin'ô=:  —7—,  cette 

valeur  de  ô  est  celle  qui  donne  F(c50)  =  |F'(Z')j  la  réduction 
est  donc  possible.  On  trouve   ensuite   par  les  formules  du  n°  67  , 

V=i(i  — (?),  W=  — ^^V--  arc  tangi^ ^— — 2.1 .  et  substituant 

ces  valeurs  dans  la  formule  de  l'article  précédent,  on  en  tire 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  du  n°  46. 

(io3).  Si    dans  l'équation  (/')  on  fait  /z  =  — c*   ou  ô  =  j'7:',on 
trouvera  encore  la  même  équation  qu'au  n°  4^-  Mais    si   on   fait 

w=:  —  1  -|- ie)* ,  da  étant  supposé  infiniment  petit,  on  aura  sin  0  =  r  » 
ou  Ô  =  ^,  et  la  substitution  faite  en  négligeant  les  puissances  supé- 
rieures de  cà  donnera 

Telle  doit  donc  être  la  valeur  de  l'inteVrale  1  - — : — ; —    .  „    .   .  ,  lors- 

qu'on  suppose  &>  infiniment  petit  et  (p  =  \'7t. 

Pour  vérifier  ce  résultat  par  l'intégration  directe,  j'observe  que  b 
étant  la  valeur  de  A  lorsque  (pz=:l'7( ,  on  peut  faire 

n  =  C—Jî—  .  i  u-  f  ^^  T-  —  -Y 

J  cos'''(p  -{- u'-Àn-'cf     b     '   J  cou'' (p -\- a'-^èin-' (p  \A  bj 

La  première  partie  a  pour  intégrale  j-  arc  tan  g  (a)tang(p),  et  en 

faisant  (p  =  I'tT,  elle  devient  ~.  La  seconde  partie  se  décompose 
en  ces  deux  autres 

Jcjs'<p\A  b)  '  J  coh^tpi^cos^<()-\-a''sm'<p)\b  A/ 

rf-k  •    .  '  .  .^  /  I  i\  „     /^t7iB  sin'ô 

Or  en  mtegrantpar  parties  on  a  T=tang;pf  —  —  ^J  — o^  j  -'-^r^, 
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expression  dont  le  premier  terme  tang  <p  f- x  j  =     ""  ^^^"^'^ 

c^  sin®  cosffl        ,  ,  .    ,  ,  ,  .        - 

=  —  bA(b  -hA)  '  ^  évanouit  lorsque  (p  :=  ^  -tt  ;  donc  on  a  simplement 

Nous  avons  déjà  les  deux  premiers  termes  delà  valeur  de  Tl^(n,c); 
un  troisième  terme  serait  donné  par  l'intégrale  V  qu'on  peut  mettre 
sous  la  forme 

J  (cos=(p+«^sin=(p)  (è+A)  ÔA' 

et  en  procédant  de  la  même  manière  ,  on  trouve  que  le  premier 
terme  de  V ,  développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  <&) , 
est  en  même  temps  le  premier   terme    de  l'intégrale  plus  simple 

(*>  l -TTr — n-^—T  I  ■  a  N  »  lequel  a  pour  expression  -U'--  Reunissant 
toutes  ces  parties ,  on  aura 

n'  («'0  =;i^  +  F'  W  -^  E'(c)  +  ^  «  +  etc. 

TROISIEME  CAS,    «=  C^siu'^Ô. 

(io4).  La  substitution  de  cette  valeur  de  n  dans  l'équation  géné- 
rale du  11°  g4,  donne 

+  A  sm  f  cos  <pj  (._,.,„.aamV)A(c,6y 

Dans  cette  formule  et  dans  toutes  celles  qui  en  seront  déduites  , 
les  fonctions  A,  F,E  étant  toujours  relatives  au  module  c^  nous  n'y 
joindrons  que  la  désignation  de  l'amplitude,  c'est-à-dire,  qu'au  lieu 
de  A(c,6),F(c,  6),E(c,  9),  nous  écrirons  simplement  A  (  9  ) , 
F(ô),  E(9).  Cela  posé,  on  a  par  les  formules  connues, 

^^       ==  F  (8)  —  E(6)— A(e)  cotSj 


h 


sin^  6A  (6) 

et  si  l'on  fait  nf  =  —  c*  sin''  ^ ,  on  aura 

9  d8 


/ 


1  -—  c^  sin=^  <p  sin^  ô  *  A  (â)        sin=^^ 


=  ;û:^[n(«',0)-F(fl)]. 


Do^c 
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Donc  la  formule  générale  pour  le  troisième  cas  ^  est 

cot  âA(ô;[n  (n,  <p)  —F  ((p)]  =  cot  (pA((p)  [n  (r/,  ô)  —  F(Ô)] 

+  E(G)F(<p)-F(Ô)E((p) M. 

On  n'a  pas  ajouté  de  constante,  parce  que  la  forme  de  l'équation  fait 
voir  que  si  on  change  (p  eu  ô  et  réciproquement,  la  constante  devrait 
changer  de  signe  ^  ce  qui  prouve  qu'elle  est  nulle. 

(io5).  Si  dans  la  formule  précédente  on  fait  (p  =  ^'7r,  on  aura 
immédiatement 

n'W=r'+^[F'E(e)_E'F(3)]..-..... (/). 

Ainsi  dans  le  troisième  cas,  comme  dans  les  deux  premiers,  la  fonc- 
tion complète  de  troisième  espèce  U'(n),  s'exprimera  toujours  par 
des  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

11  en  est  de  même  de  la  fonction  non-complète  n(n,c,(p)  ou 
n  («,  cp),   si  l'amplitude  (p  est  telle  qu'on  ait  F((p)=:  kF',  k  étant 
un  nombre  rationnel  ;  car  alors  on  aurait  n  (  «  ,  ^)  =:  An*  («)  + W 
W  étant  une  quantité  déterminable  par  logarithmes. 

Il  est  remarquable  que  les  formules  (n')et(p)  qu'on  vient  de 
trouver  pour  le  troisième  cas,  sont  plus  simples  que  les  formules 
analogues  pour  le  premier  et  le  second  cas  ,  puisqu'elles  ne  con- 
tiennent point  les  fonctions  F  et  E  relatives  au  module  complé- 
mentaire b. 

Remarquons  encore  que  la  valeur  de  U' (n)  serait  indéterminée 
si  on  avait  9  =  ^  tt  ou  n  =  —  c\  Mais  alors  on  a  généralement 
pour  toute  valeur  de  (p  , 

et  par  conséquent  lorsque  (p  =^7r,  on  a 

n'(-cO  =  ^E'. 

(106)  Revenons  à  la  formule  générale  (//)  ,  et  supposons  que 
l'angle  G,  déduit  du  paramètre  «=  — 6-*sin»9,  soit  tel  qu'on  ait 
F(0)±=AF',  k  étant  rationnel;  on  aura  alors  E  (ô)  = /^E'+V,  et 

^9 
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n(n,  6)  =  An' (/^')-f.  W,  V  étant  une  quantité  déterminaLle  algé- 
briquement ,  et  W  étant  déterminable  par  logarithmes.  Ces  valeurs 
et  celle  de  la  fonction  II'  («')  tirée  de  la  formule  (/?')  étant  substituées 
dans  l'équation  (n),  il  en  résultera 

n(„,,)=(,+^)F(i)  +  îîj^;^. 

D'où  il  suit  que  la  fonction  n(«,  <p)  pourra  être  ramenée  indéfini- 
ment aux  fonctions  de  la  première  espèce ,  si  le  paramètre  satisfait 
à  la  condition  mentionnée.  Nous  avons  déjà  donné  (  n°  86  )  un 
symptôme  semblable  de  réduction,  mais  celui  qu'on  vient  d'indi- 
quer est  beaucoup  plus  général. 

Soit,  par  exemple,  «=—  i  -f-^== —  c'sin'9,  on  aura  sin*9  =         .  i 
ce  qui  donne  F(â)=|F'.  On  a  alors  par  les  formules  dun°  Sj, 

E(e)==iE'+K'-*). 
et     n  («',  6  )  =  i  n-  («')  +  7?^  log  ('^:^iin|iiil£2i*)  ; 

d'où  résulte 

i-r/       ^N         i+^-c/.-N     I      I    1         /^ — (i  —  b)  s\n  (^  cos  <p\   . 

n  (»,  <?) =-^  F  (<p)  +  ^  log  (^^-j-i-_^^_--_^ , 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  du  n°  52. 

Nous  terminerons  ces  recherches  par  une  observation  générale  ; 
c'est  que  toutes  les  fois  que  la  fonction  de  troisième  espèce  n  est 
réductible  indéfiniment  aux  espèces  inférieures ,  elle  est  toujours 
réductible  à  la  première  espèce ,  c^est-à-dire,  qu'elle  s'exprime  par 
la  seule  fonction  F(c,  (p).  Il  n'y  a  d'exception  à  cette  règle  générale 
que  lorsque  w  ==—  c%  et  lorsque  /i  =  —  i  ^  seuls  cas  où  la  fonction 
de  seconde  espèce  E  (<p)  entre  dans  l'expression  de  n ,  ainsi  qu'on  le 
voit  par  les  formules  du  n°  48. 
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Réduction  générale  des  fonctions  elliptiques  dontleparamèlrQ 

est  imaginaire, 

(ion).  Soit  p  =     ^'"^'^"^^        ^  e'tant  un  coefficient  constant,  ou 
aura  par  la  différentialion  et  en  introduisant  un  second  coefficient  k, 

dp       rt^     1  — (9.+0  sin'^  -I-  (14-30  c''5in<(p  —  t:r'5ing(p 

Supposons  que  le  de'nominateur  du  second  membre  soit  égal  au 
produit  de  ces  trois  facteurs  ; 

(i-|-wsin»<p)  (i-|-«'sin»(p)  (i  —  wsin*(p); 

il  faudra  satisfaire  aux  trois  équations 

nn'm  =  c*^* 

(i  4- 'î  )  (i  +/^')  (i  — ''O  =  ^*  (i  +  0* 

Pour  cela ,  supposons  que  n  et  n'  soient  connus,  il  faudra  par  leur 
moyen  déterminer  les  trois  autres  quantités  ^,  m^Qik.  Et  d'abord 
l'équation  qui  détermine  ^  étant 

cx     ,  ^"(1+")* 

^  =  777"  "T" 


7i/i'    '    (i4-«)(i-i-n) 
si  l'on  fait  pour  abréger  M=:^'-|-c*r^-^)  (^~^)  >  *^^  ^^^^ 

^  étant  connu ,  on  aura  m  q\.  k  par  les  équations 
m  =  --7-    "^ 

Cela  posé  J  on  peut  donner  à  l'équation  différentielle  la  forme 
dp    __d^r      A  A-  B  in^ 
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et  les  coefficiens  A  ,  A',  B  se  détermineront  de  celte  manière  : 

»'  (n — n')  (n-|-7n) 

71  (n' —  7i)  (7i'+  m.) 

n  —  m^  — (2  +  C)m^+Ci+20c°"t— ^g* 
"""  77i(7n+«)  (m+ /i') 

On  aura  ensuite  l'intégrale 

An  (^0+  A'n  (n')  +  Bn  (-  m)  +  ^  F  ^f-^^- 

(io8).  Ce  résultat  a  lieu  quels  que  soient  n  et  ri.  Supposons  donc 
que  ces  paramètres  sont  imaginaires  et  qu'on  a 

n  z=  V  (cos  0  +  V —  ï  ^^"^^  ^) 
7i'  =  j/  (  cos  ô  —  \/ —  I  sin  6  ). 

D'après  ces  valeurs  ,  si  on  fait  pour  abréger  h  ;=  ,a  ■.gg^y  cosfl+"cj  *    ^ 
on  trouvera 

c  s 


^  =  —  >'/i  +  )/ V/(  I  +  27i  cos  Ô+  /i'") 
A'  =  ( c^-f-  2c*^  cos  9  +  ^" }  """/  ; 


d'où  l'on  voit  que  les  trois  quantités  ^,  m ,  k  sont  toujours  réelles  ; 
il  en  sera  de  même  du  coefficient  B  ,  qu'on  peut  mettre  sous 
la  forme 

jn^—  (  2  4-  Q  ;n^  4-  (  I  4-  2^  )  c'm—  rc^ 


B  = 


771^  4"  2"^^!'  COS  ô  4-  ^"^° 


Quant  aux  coefficiens  A  et  A',  ils  sont  nécessairement  imaginaires. 
Pour  avoir  plus  facilement  leur  expression,  soit  A=y(P+Qv^ — 1)> 
A''==y(P —  Q  \/ —  i)  ,  on  trouvera  que  les  quantités  P  et  Q  sont 
déterminées  par  les  équations 

>^___77l(l   B)  9  ^  COS  ô    /         ,      ï       ,      l\ 


DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  149 

Tous  les  coefficiens  étant  ainsi  connus,  on  aura  enfin  l'înte'grale 

^-^^aictang.^^_^^^^.^,^^^...(<7;. 

Cette  inte'grale  ne  suffit  pas  pour  de'terminer  les  deux  fonctions 
n  («) ,  n  (n')  ;  mais  si  on  fait  attention  que  le  radical  contenu  dans 
la  valeur  de  ^  peut  être  pris  avec  le  signe  — ,  et  qu'ainsi  il  y  a 
une  seconde  valeur  de  ^ ,  savoir  , 

Ç'=  —  yh-^V\/(ï  +  2h  cos  Ô+A»). 

on  verra  qu'il  doit  en  résulter  la  seconde  inte'grale  dont  nous  avons 
besoin. 

Si  on  désigne  les  nouvelles  valeurs  de  m,  k ,  B,  P,  Q  par  les 
mêmes  lettres  accentuées,  on  aura  donc 


A:'  =  (c'f  +  2c'v  cos  ô-{- ^O-^^^TT^ 
m'^  -{-  zm'^i/  cos  ô  -j-  mv^ 

et  la  seconde  intégrale  sera 

î^t^n(„)+?:=^^nM=-B'n(_,«')-,;F .(O- 

,        1  .  V/k'  sin  (BCos  (© 

Il  est  visible  maintenant  que  ces  deux  intégrales  donnent  les  valeurs 
des  fonctions  n(7ï),  FI  («'),  exprimées  chacune  au  moyen  des  fonc- 
tions n( — m)  et  n  ( — ni).  Donc  en  général  toute  fonction  de  troisième 
espèce  dont  le  paramètre  est  imaginaire  ^  peut  s'exprimer  par  deux 
fonctions  de  la  même  espèce  ,  dont  les  paramètres  sont  réels. 

Ce  théorème  résout  pleinement  la  difficulté  qu'on  aurait  pu  élever 
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sur  la  division  des  fonctions  elliptiques  en  trois  espèces ,  s'il  iieht 
pas  e'té  constaté  que  les  fonctions  dont  le  paramètre  est  imaginaire, 
peuvent  toujours  se  re'duire  à  celles  dont  le  paramètre  est  réel. 

(109).  Il  faut  maintenant  entrer  dans  quelques  détails  sur  les  résul- 
tats de  la  solution  précédente. 

J'observe  d'abord  que  les  paramètres  —  m ,  —  m'  sont  tous 
deux  plus  petits  que  l'unité ,  puisque  d'après  l'équation  qui  déter- 
mine (^ ,  on  a 

I  —  m  =        — û^— i* 

l   -j-  2V  COS  0  -j-  «^ 

En  second   lieu  ,  si  on  substitue  la  valeur  de  Ç  dans   l'équation 


r,2'     2 


m  =  — - ,  on  aura 


??i  —  c'==  2c'A  [/i  -|-  ces  ô  —  \/(i  4-  2h  cos  6  -f-  h")]  ; 
on  aura  semblablement 

m' —  c"  =  2c''h  [A  4-  cos  ô  4-  v/(  I  +  2h  COS  9  +  h^)]  } 

et  le  produit  de  ces  équations  donne 

Cm  —  c")  Cm' — c")  =  — 4c^^"sin'ô  ; 

donc  on  a  toujours  m  -Ce"  et  /??'>•  c".  Ainsi  des  deux  paramètres 
—  /«,  — m",  l'un  appartient  à  la  forme  — c^sin^'ô,  et  l'autre  à  la 
forme  —  i  +  ^"  sin'  ô  ,  de  sorte  qu'on  peut  faire  /w  =  c*  sin''  À  et 
m'==i  — b^  sin^'/ui;  on  peut  aussi  déterminer  directement  les  angles  A 
et  yo.  par  les  formules 

sin  A  =  —  h  -^  \/(  I  4-  2/1  cos  9  4"  ^0 

zch  sin  ô 

cos  a.  ==  -r 

'  b  cos  A 

Les  valeurs  correspondantes  de  k  et  k'  étant 

Â:  =  (  c*  4-  2c^v  cos  Ô4-.O  (^) 

k'=  (  c4+^^.,  cos  â  4-^0  (^^); 

on  voit  que  la  première  est  négative  et  la  seconde  positive;  d'où  il 
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Suit  que  l'expression  réduite  de  toute  fonction  elliptique  dont  le 
paramètre  est  imaginaire,  contiendra  toujours  un  arc  de  cercle  et 
un  logarithme  concurremment  avec  les  deux  fonctions  II  ( —  m  )  ^ 
n( — m)  et  la  fonction  de  première  espèce  F. 

(iio).  Les  formules  générales  que  nous  venons  de  développer 
ne  sont  sujettes  à  aucune  exception  ,  mais  il  ne  sera  pas  inutile 
d'en  faire  l'application  à  quelques  cas  qui  présentent  des  réductions 
remarquables. 

Soit  d'abord  i^  =  <? ,  on  aura  dans  ce  cas  ^'  =  —  i ,  m  =  i  , 
B'  =  o ,  Q'=  o,  P'=2,  k'=.  I  -f-2c  cos  ô  +  c%  et  alors  la  for- 
mule (/•')  devient 

n  («)  +  n  («')  =  F  + -^  arc  tang .  i^"il. 

Ce  résultat  se  déduirait  immédiatement  de  la  formule  du  n°  4^ , 
puisqu'on  a  nri  =  c*. 

Les  données  pour  former  l'autre  intégrale  se  trouvent  par  notre 
analyse  comme  il  suit  : 

y      C^     -^^    C   COS    9 

^  "       1  -f-  c  cos  y 

/c'""  -f-  c  ros  6\" 

m  =  (  — 5 :  ) 

c^ gin'^a  (  1  4-  Qc  cos  ^  +  0"") 


(1  +  c  COS  6  y- 


^  ^  C  (c+  C036) 

P  =  o 

Q= ^  (i+ccos6). 

^  c  sin  Ô  ^        '  '' 


Substituant  toutes  ces   valeurs   dans  l'équation   (</')  et  faisant  pour 

,     ,  c  sin  ô  1/(1 -f-  9,r  COS  fl  +  c^) 

abréger  6  = ^^-^—r z t  ^^  ^i^ra 

°  1  +ccos(i  ' 


77 — [n  («)— n  (/i')i=:^— T^T-. — s^n  (—m) — ~ — -  F 

y — i^     ^   ^  \    JA      ^i-f.ccosd)(c+cosâ)       ^  ^        c  +  cos  Ô 

i_  1    ]        /('  +  -  sin'<p)  A4-  s  sin  (p  cos  (p\ 
se      ^  \(i  -f-  Çsintp)  A —  e  sin  (p  cos  (p/' 

Ces  deux  équations  donnent  la  valeur  de  II  («)   et  celle  de  fl  (//j 


«ft 
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dans  le  cas  assez  gene'ral  où  l'on  a  «  ==  c  (  cos  ô  +  l/ — '  i  sin  ô  )  et 

71  =  c  {  COS  ô  —  \/ —  I  sin  Ô). 

Si  cependant  on  avait  cos  9  =  —  c,i\y  aurait  un  changement  à 
faire  à  la  seconde  e'quation  ;   alors   on    aurait  w  =  o,  et  les  deux 

termes  —  Bn  ( —  m  )  —  -  F  de  l'équation  (/)  ,  se  réduiraient  au 
seul  —  ^B  -f-  ^J  F ,  ou  simplement  —  F  ;  de  sorte  que  l'équation 
dont  il  s'agit  deviendrait 

on  aurait  en  même  temps 

n  («)  +  n  («0  =  F  +  i  arc  lang  ^i^. 

Ainsi  dans  le  cas  de  «  =  —  c''4-  ^c\/ — i ,  la  fonction  IT  («)  se  réduit 
indéfiniment  à  la  première  espèce.  Mais  quoique  ce  cas  soit  peut- 
être  le  plus  simple  de  ceux  où  le  paramètre  est  imaginaire,  on  voit 
néanmoins  que  l'expression  de  la  fonction  n  (jii)  contient  à-la-fois  un 
arc  de  cercle  et  un  logarithme. 

(m).  Un  autre  cas  mérite  d'être  examiné  avec  soin;  c'est  celui 
où  l'on  a 

w  =  —  I  -f- ^  (  cos  A -|- y/ — isinA). 

Cette  valeur  donne  v  cos  6=  —  i  -{-b  cos  A,  >/  sin  ô=  ^  sin  X^  d'où 
résulte 

)<*  =  I  —  2b  cos  A  ■+-  ^* 


2  COSÔ  1 6  COS  A* 

On  a  donc  ^  =  — vhdhvh ,  c'est-à-dire  que  les  deux  valeurs  de  ^ 
sont  ^  =  O,  ^'  =  —  2vh. 

La  valeur  Ç  =  o  donne  m  =  o,  ce  qui  fait  la  même  difficulté 
que  dans  le  dernier  cas  de  l'article  précédent.  Elle  se  résoudra  de 
la  même  manière;  car  ayant  alors  II  ( — m)  =  —  F,  les  deux  termes 

—  Bn  (  —  m)  —  -  F   se  réduisent  à  —  (B-|--j  F  ;  or   en   sup- 
posant  d'abord  C  infiniment    petit    et   ensuite    nul  ,    on    trouve 

B 
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B-f--7  =  ^.  D'ailleurs  les  substitutions  donnent  sans  difficulté 


ab  sin  A 


Q=- 

k  z=z  —  V*  ; 
on  aura  donc  pour  la  première  équation 

(5  —  cosA —  \/ — I  sin  X)n(n)  -+- (b — cosX+  \/ —  i  sinX)n(n) 

==_£!  F  ^±.  log  (p:l^!!±S2tl), 

b         '20      »  \A  —  V  àm  <p  cos  <p/ 

et  on  peut  remarquer  que  cette  équation  se  déduirait  immédiate- 
ment de  la  formule  du  n"  5i  ,  en  faisant  n  ==  —  i  ~\-  ô  cos  A 
-+-  b  \/ — I  sin  À  ;  car  alors  de  l'équation  de  condition  (i4-/z)(i — m) 
=  /^*,  on  déduirait  i  —  m  :=z  b  (  cos  A—  ï/— •  i  sin  A  )  ^  et  par  con- 
séquent —  m  =  «'. 

Pour  avoir  la  seconde  équation  ,  il  faut  continuer  de  faire  les 
substitutions  dans  les  valeurs  des  coefficiens  :  elles  donnent  après 
beaucoup  de  réductions,  les  résultats  suivans  : 


1  —  b  cos  A 
m 


k'  = 


(i — b  cos  a)* 
(i  —  b  cos  xy 


B'=:^(^_C0SA) 

,  p,  1  — b  cos  A 

*  - 

i  f\t  _^  (b  —  cos  a)-(  1  —  b  cos  a)  . 
*  ^  V"  sin  A  * 

et  là  seconde  équation  devient 

[sinA  +  v/—i(è-— cosA)]n(/2)4-[sin-A—  ^^— i  (^— cosA)]  n(«') 

6  sin  A (i— cos  a)      >         ,,    i  ^-    -^  -c     i    ''  »  Jv  sin  A  sin  (2  cos  ffl 

== ; h  r^r..  ^~  n(-^'«  j-f-sinA.r  -f-  r  arc  tang  . — y -v-.    \    . 

i  —  û  cos  A        ^          '  '  '    ô  o  (i — 3  co5_^ — y^sin^f)4 
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Ainsi  on  connaîtra  les  fonctions  n  {n) ,  U{n')  par  le  moyen  de  la 
seule  fonction  de  troisième  espèce  n  ( — /;/). 

Si  on  avait  cos  K=^h ,  les  formules  trouve'es  s'accorderaient  avec 
celles  qu'on  a  donne'es  dans  l'article  précédent  pour  le  cas  de 
cos  6  =  —  c  ;  et  en  effet  dans  les  deux  cas  on  a  n  = —  c*  -|-  bc  \/ —  i . 

L'application  de  la  formule  précédente  exige  qu'on  distingue  soi- 
gneusement deux  cas  ,  selon  que  cos  A  est  >  ^  ou  <  ^ ,  afin  d'éva- 
luer convenablement  l'arc  de  cercle  Z  dont  la  tangente  est 

vb  sin  A  sin  (p  cos  <p 


(  1  —  b  cos  A  —  (/*  sin^  <P  )  ^* 


Soit  1°.  cos/\>^,  le  dénominateur  i  —  Z'CosX  —  t*sin*(p  sera 
positif  pour  toute  valeur  de  cp ,  puisqu'en  faisant  sin  (p  :=  i ,  il  se 
réduit  à  b  (cos  A —  b),  quantité  positive.  Alors  l'arc  Z  n'augmente 
que  jusqu'à  un  certain  terme  qui  est  son  maximum,  après  quoi  il 
diminue,  devient  zéro  ,  puis  négatif.  Ainsi  un  mobile  qui  décrirait 
l'arc  Z  pendant  que  <p  croit  uniformément ,  ferait  des  oscillations 
autour  du  point  de  départ  où  (p  =  o ,  et  ne  s'en  écarterait  de  pari 
et   d'autre  que  d'une   quantité    déterminée  par  la  valeur  tang  (^  :==: 

\/(p~~ — ZrÂ'J*  L'arc  Z  s'évanouira  donc  lorsqu'on  aura  ^  =  ^'71', 

9  =  tT,  etc. 

Soit  2°.  cos  à'<;;  b  j   alors  le  dénominateur   i  — bcosX — ^''siii^cp 

,,              . .  ,                    .      ^         i — ècosA               ,   ,,                   ^        b(b — cosa) 
S  évanouit  lorsque  sin  (p  = ,  cas  ou  1  on  a  cos  <p  =  — -^ — : , 

de  sorte  que  cette  valeur  de  cp  est  réelle  et  «<  1  ^.  Dans  ce  point 
l'arc  7j  qui  a  une  tangente  infinie  ,  est  égal  à  ^  -tT  :  il  augmente 
ensuite  continuellement  avec  l'angle  <p  ,  et  lorsque  cp  =  j  tt  ,  on  a 
Z  =  7r. 

On  commettrait  donc  une  erreur  dans  l'application  de  la  formule  , 
si  en  faisant  (p  =  ~  'Tt ,  on  prenait  Z  =  o.  La  valeur  Z  =  o  n'a 
lieu  que  lorsque  cos  À  >►  ^  ,  mais  si  l'on  a  cos  À  <Cb,  il  faudra 
prendre  Z  =  tt. 

(112).  Il  est  très-remarauable  que  dans  le  cas  d'un  paramètre 
imaginaire  de  la  forme  n=:-^  i  -f-^(cos  À  +  \/ —  i  sin  A)  ,  la  trans- 
formation dont  on  a  fait  usage  pour  les  approximations  (  art.  84)  ^ 
conduit  immédiatement  à  la  réduction  de  la  fonction  II  («). 


DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  i55 

En  effets  d'après  cette  valeur  de  n  ,  les  formules  de  l'article  cité 
donnent 


«•; 


ii  +  by 

et  puisque  le  nouveau  paramètre  «'  est  re'el,  la  solution  est  donne'e 
immédiatement  par  la  première  transformée 

pii  l'on  a 

F  =  ^  [  sin  X  +  /—  I  (cos  A  —  d)] 

^  =  i^  [cosX— 3  — /— I  sinX] 
-^, —  =  — r-  [  b  —  cos  X  +  V^ —  I  sin  Xl . 
La  valeur  de  FI  (n)  exprimée  en  fonction  de  n°,  c%  (p°,  est  donc 
"  W  =  W  <^^^'  X-  Z.~v/-  I  sin  X)F(c.-,  r) 

+  (,  +V)  .>  (sin  A  +  (cosX-^)  v^^  i)n  (n%  c%  r) 

D'où  l'on  voit  que  la  fonction  Tï(n)  dont  le  paramètre  est  imagi- 
naire ,  se  réduit  immédiatement  à  la  fonction  II  (/z%  c°,  (p"  )  dont  le 
paramètre  est  réel ,  et  qui  se  rapporte  au  second  cas  de  l'article  5o  , 
puisqu'on  a  «°  =  —  i  +  ^°"  cos*  j  X. 

Connaissant  la  valeur  de  U  (n) ,  on  aura  en  même  temps  celle  de 
n  (//)  en  changeant  dans  la  formule  précédente  le  signe  de  \/ —  i . 
Si  Ton  veut  comparer  ces  deux  solutions,  et  qu'à  cet  effet  on 
substitue  les  valeurs  qui  viennent  d'être  trouvées  pour  H  («)  et 
n  («')  dans  la  première  formule  du  numéro  précédent ,  on  verra 
aisément ,  d'après  les  relations  connues  entre  les  amplitudes  (p  et  (p% 
que  cette  équation  devient  identique. 

Il  n'en  sera  pas  de  même  si  les  substitutions  sont  faites  dans  la 
seconde  équation.  On  tombe  alors  sur  une  équation  entre  les  fonc- 
tions n  («%  c%  (p^)  ,  n( — in,  c,  (p),  qui  est  vraie  sans  doute^  mais  qui 
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n'est  pas  identique.  Cette  équation  est 

(i-\-b)v  ^f  ?in  ;i  8in<p  cos  <p 

-f-     ,   •        arc  tang -, z. — , 

QObmx  o  (i  —  bcosx — v'-"  mn'çi)  ù. 

Pour  la  ve'rifier ,  au  moins  dans  un  cas  particulier  ,  soit  cos  A  =  ^  , 
on  aura  sin  A=c,  y  =:c ,  et  cette  équation  devient 

nC«°)=-^'F(-,^)  +  ^arctang^i^: 


y—       Vi+è)  — ~''^°' 


niais  on  a  dans  ce  même  cas  n°  =  —  -— 

donc    la   formule    du   n°    4^   s'applique   à    la   fonption  U  (  n°  )  et 
donne 

n  (««)  =  1  F»  +  ^-^  arc  tang  ilIZ^Ji^r^ 

on  a  de  plus  F  (c,  (p)  =  ^-—^  F°  =  ~--^  F°  ;  donc   pour  que  les 
deux  valeurs  de  n  (n°)  s'accordent  entre  elles,  il  faut  qu'on  ait 

/6  tang  (t\         ,           ^          (i — c°)tang(B° 
arc  tang  [^ — ^ J  ==:  {  arc  tang  -^^ ^„     ""  ^  , 

équation   qui   a   lieu  en   effet  d'après  les  relations  connues    entre 

(p  et  (p°  (art.  58  \ 

(il 3).  Pour  comparer  encore  mieux  nos  deux  solutions,  cher- 
chons par  Tune  et  l'autre  méthode,  la  valeur  de  la  fonction  com- 
plète rr  (n).  Dans  ce  cas  on  a  (p=^7r,  <p'=7C,  et  comme  en  général 

F  (c,  <p)  ==  ii^  F(c%  (p'),  il  faudra  faire  F(c°,  r)  =  '     ^      F'  (c) 

=  (i+^)  F'  {c).  Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  du  numéro 
précédent,  on  aura 

n'  W  =  ^  (eos  A  —  ^.—  /-.  I  sin  A)F'  (c) 

+  (,7^).-  (  ^^"^  A  -i-(cos  A— Z»)  v/—  I  )  n  {n%  c%  ^ 
Il  s'agit  maintenant  d'avoir  la  valeur  de  n  (ji%  c°,7r)  qui  est  la  même 
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que  2TT  («%  c°)  'y  celle-ci  se  trouvera  par  la  formule  de  l'art.  loi  ^ 
parce  que  «'  peut  être  mis  sous  la  forme  «°=:  — i-\-b^^  siuô%  en 
faisant  6  =  ^('7r  —  A);  on  aura  donc 

n-  (;,o^.o)=F"(c°)  +  ^^^^^  [i^4-F'MF(^%6)~E'(cOF(^9) 

Or  par  les  formules  connues  on  a  F'  (c°)  =  ^-^  F'(c)jE'(c°) 

:=  _A^F'(c)H ^E'(c);  d'un  autre  côté  ona  aussi  A(Z'%  Ô)  =  — ^, 

Z,-~_i^    -^W^  =  ^-ii±-^-l.donc 

■       (i-f.Z>)^*  ô-^^sinô  cosâ  QÔsiiiA  ' 

-7i5E'(<')r(i%e)-(^^)F-(c)E(i«,  e.)]. 

11  faut  maintenant  ramener  les  fonctions  F  {h",  ô),  E(Z'%  6)  à  un 
module  plus  petit  qui  se  déduira  de  b°  suivant  la  même  loi  que  c° 
se  réduit  de  c.  Mais,  si  l'on  n'y  prenait  garde,  la  notation  pourrait 
induire  en  erreur.  En  effet ,  la  (Mantité  b"  n'entre  dans  la  formule 
précédente  que  comme  complément  du  module  c°,  et  non  comme 
une  quantité  déduite  de  b  par  la  même  loi  que  c"  est  déduit  de  c. 
Cette  loi  exige  que  c°  soit  plus  petit  que  c,  au  lieu  queè%  complément 
de  c*,  est  plus  grand  que  b. 

Pour  éviter  donc  toute  méprise  qui  pourrait  venir  de  cette  source  , 
nous  ferons  ^°  =  C  ,  et  nous  désignerons  par  B  le  complément  de  C 
de  sorte  qu'on  aura  B  =  c°.  Maintenant  il  faut  exprimer  F  (C,  6)  et 
E(C  ^  6)  par  le  moyen  de  F  (  G°,  6°)  et  E  (C°,  â°),  ce  qui  se  fera 
par   les  formules    des  art.  60  ,  61 ,  et  en  observant  que  la  loi  des 

modules    décroissans    donne  C*  =  — -5  =  — r— -  =  ^  ,  on  aura  de 
cette  manière  les  valeurs 

F(C,9)  =  1±£f(C%6°)=4^F(A,  6") 

E  (C  ,  9)  =  -  BF  (C,  6)  +  i±?  E(C%  6°)  +  ^=5sin  9- 
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A  l'égard  de  Ô%  cet  angle  se  déduit  de  ô  par  la  formule  tang  (9° — 6) 

=  B  tang  G=  —yj^  tang  G,  qui  donne 

fl„  sinp.ô  .        sin  A  .      «^         sin  A 

tangQ°=r- 5  ==  t ,     sin  9°  = , 

°  b-j-coss.'i         b  —  cos  A  '  y 

OÙ  il  faut  observer  qu'on  devra  faire  8°  <  t^  si  on  a  cos  X<C  b,  et 
6°  >»  I  tt  si  on  a  cos  À  >>  ^. 

Cela  pose,  en  faisant  toutes  les  substitutions,  il  viendra 

îi:i^  =  iF'(.)+^[*  +  F-(c)F(4,60-E'(c)F(A,û") 

-F'(c)E(iJ»)]. 

Donc  enfin  la  fonction  complète 

n'(«)  =  iF'(c)_(I=^^)  (J_cos  A+V/-I  smA)F-Co) 

+'"^-'^^°:r'^^~'[-^+F'(^)F(^^°)-E-(c)F(^9-) 


-F'(c)E(i,â')], 

Pour  avoir  la  valeur  de  cette  même  fonction  par  les  formules  de 
l'art.  III ,  il  faudra  d'abord  mett#  m'  sous  la  forme  i  —  ^''sin^'vj.j  ^t 
chercher  ensuite  la  valeur  de  II'  ( — m')  par  la  formule  de  l'art.  loi  ; 
on  observera  d'ailleurs  que  les  angles  'vf.  et  0°  ont  entre  eux  la 
relation  i  =  ctang^^  tang 9% d'où  résulte  F(^,  4)  +  F(^,9°)  =  F'(Z')^ 
E(^,  4)  +  E(Z>,  6'^)=E'(^)  +  ^"sin4sin9°.  La  substitution  étant 
donc  faite,  on  trouvera  après  les  réductions,  la  même  valeur  den'(/z) 
que  la  précédente,  ce  qui  prouve  l'accord  des  deux  méthodes. 

(ii4).  Puisque  toute  fonction  elliptique  de  troisième  espèce  dont 
le  paramètre  est  imaginaire,  peut  se  réduire  à  deux  fonctions  de  la 
même  espèce  dont  le  paramètre  est  réel,  il  s'ensuit  ; 

1°.  Que  toute  fonction  complète  de  troisième  espèce  dont  le  pa- 
ramètre est  imaginaire,  peut  toujours  se  réduire  aux  fonctions  ellip- 
tiques de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

2°.  Que  toute  fonction  de  celte  sorte  non-complète,  mais  dont 
l'amplitude  (p  est  telle  qu'on  ait  F  (c,  (p)  =  â:F' (c)  ,  k  étant  ua 
nombre  rationnel,  pourra  également  s'exprimer  par  des  fonctions 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 
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5°.  Que  toute  fonction  U(n)  dont  le  paramètre  est  imaginaire, 
pourra  se  re'duire  indéfiniment  à  la  première  espèce  ^  si  l'on  peut 
satisfaire  en  même  temps  aux  deux  conditions  nécessaires  pour  que 
les  fonctions  auxiliaires  II  ( — m)  ,  fl  ( — m)  soient  susceptibles  d'une 
semblable  réduction.  On  a  déjà  vu  un  exemple  de  ces  réductions 
(art.  109)  et  il  serait  facile  d'en  produire  beaucoup  d'autres. 

D''un  symptôme  général  pour  reconnaître  si  deux  fonctions 
données  de  troisième  espèce  ,  qui  ne  différent  que  par  les 
paramètres  j  peui>ent  se  réduire  l'une  à  Vautre, 

(i  i5).  Nous  avons  admis  trois  formes  dans  les  paramètres,  savoir, 
«=:col^3,«  =  —  1  +  ^"^ sin'' 0  ,  72  =  — c^sin^'Ô;  et  nous  avons  fait 
voir  que  toute  fonction  qui  se  rapporte  à  la  première  forme ,  peut 
être  convertie  en  une  fonction  qui  se  rapporte  à  la  seconde  forme, 
et  réciproquement.  Cette  conversion  se  fait  par  la  formule  du  n"  5i  , 
et  sans  rien  changer  aux  deux  autres  élémens  de  cbaque  fonction , 
qui  sont  le  module  c  et  l'amplitude  <p.  Mais  une  fonction  dont  le 
paramètre  appartient  à  la  troisième  forme, ne  peut  jamais  être  réduite 
qu'à  une  fonction  dont  le  paramètre  est  de  la  même  forme.  C'est 
pourquoi  nous  nous  bornerons  à  comparer  successivement ,  pour 
les  trois  formes  du  paramètre  ,  deux  fonctions  qui  se  rapportent  à 
une  même  forme. 

Soit  \°.  n=z  cot*  G  ;  la  formule  (h!)  du  n°  g5  prouve  que  la  fonc- 
tion n  (cot*  6  ,  ^j  <P)  peut  se  réduire  à  la  fonction  n(Z'nang*!p,  ^,  ô) 
qui  difl'ère  de  la  première  par  ses  trois  élémens.  Semblablement  la 
fonction  n(col'A,  c,(p)  pourra  se  réduire  à  la  fonction  n(^nang^(f),  Z»,  A); 
mais  les  fonctions  n(/?<"tang'(p  ,  ^  ,  â)_,  n  (^Mang=(p,  ^,  A)  qui  ne 
diffèrent  que  par  l'amplitude,  peuvent  se  comparer  entre  elles  et 
avec  la  fonction  complète  W  {h*  tang'(p,  b)  ,  d'une  infinité  de  ma- 
nières par  les  formules  des  n"'  55  et  67.  Supposons  en  général  qu'on 
ait  l'équation 

lY  (h  ,X)  dizkY  {b  J)z=ilE^  {h), 

i,  k,  l  étant  des  nombres  entiers  ;  alors  il  s'ensuivra  par  les  prin- 
cipes connus, 

iU(bnan^-(Pjh,K)zt:kU{bnan^'(p,b,  Ô)  =  /n' (^^ang^cp,  ^)  +  W, 
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W  étant  une  quantité'  déterminable  par  arcs  de  cercle.  Mais  la  fonc- 
tion complète  de  troisième  espèce  II'  (b^tsLn^^(p,  b)  est  réductible 
aux  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce  ;  donc  l'équation 
pre'ce'dente  donne  le  moyen  de  réduire  l'une  à  l'autre  les  deux 
fonctions  n  (^'tang^(p  ,b,K)  ,\1  (^nang"(p,  b ,  B).  Donc  en  général 
les  deux  fonctions  II  (cot^  G,  c,  <p)^  n  (cot"A,  c,  (p)  .pourront  se  ré- 
duire l'une  à  l'autre,  si  les  angles  G  et  X  des  paramètres  sont  tels 
qu'on  ait  iF  (Z> ,  A  )  d=  AF  (b,  6)  =  /F'(^),  i,  k,  l  étant  des  nombres 
entiers  à  volonté. 

Soit  2".  n-=. —  i  +  ^^'sin^ô,  la  fonction  n(«,<7,  (p)  pourra  se 
réduire  à  la  fonction  II  (Z'^ang'^p  ,  ^,  6)  par  la  formule  du  n°  loi. 
De  même  si  l'on  a  ri  ■=. —  i -f- ^^  sin^'À  ^  la  fonction  n(«'^  c,  (p) 
pourra  se  réduire  à  la  fonction  n (  ^''tang^'i^ ,  b  ^  à).  Mais  on  verra^ 
comme  dans  le  cas  précédent,  que  les  deux  fonctions  n  (^'tang^tp^  ^,  6), 
n  (èUang^  tp,  b  y  a),  peuvent  se  réduire  l'une  à  l'autre,  si  les  angles 
G  et  À,  déduits  des  paramètres  n  et  «',  sont  tels  qu'on  ait  «F  (  ^  ,  A  ) 
rfcA^F  (^,  6)=  ZF'  (Jb)  ,  k  ,  î,  l  étant  des  entiers.  Donc  cette  condi- 
tion ayant  lieu,  il  sera  toujours  possible  de  réduire  l'une  à  l'autre  les 
deux  fonctions  H  («,  c  ,  ^),  O  [rî ,  <?,  <p). 

Soit  3°.  «  =  — c^sin'^G,  la  fonction  n( — c*sin"Q  ,  c,  (p)  pourra 
se  réduire  à  la  fonction  n( —  c^  sin*  <p ,  <?,  G}  par  la  formule  du  n°  g4; 
semblablemenl  la  fonction  n( —  c'sin"  A ,  <^,  ç>)  pourra  se  réduire  à  la 
fonction  FI  ( — c^  swx"  <p  ,  c,  A).  Supposons  qu'entre  les  angles  G  et  A, 
déduits  des  paramètres ,  on  ait  la  relations  F  (c,  A)=fcAF(c,  G)=ZF'(c), 
i,  ky  l  étant  des  entiers;  alors  on  aura  par  les  principes  connus, 

in  (— c»sin*^,c,  A)=bATI  ( — c^sm''<p,c,  G  )=/n'  (— c'sin'cp,  c)+W, 
W  étant  une  quantité  déterminable  par  logarithmes.  Donc  la  fonc- 
tion n( — c'' sin' (p  ,  c  ,  A)  pourra  être  exprimée  par  la  fonction 
n( — c^' sin'(p,  c.  G),  et  réciproquement.  Donc  en  général,  si  la 
condition  mentionnée  a  lieu,  les  deux  fonctions  n( — c"  sin*G,  c,  (p), 
n  ( —  c^  sin^'A,  c,  (p)  seront  réductibles  l'une  à  l'autre. 

On  voit  directement  un  exemple  de  cette  réduction  dans  la  for- 
mule du  n°  52.  Mais  le  symptôme  général  que  nous  venons  de 
donner,  donne  les  moyens  de  multiplier  à  l'infini  ces  sortes  de 
comparaisons,  et  prouve  que  toute  fonction  donnée  de  troisième 
espèce  peut  être  transformée  en  une  infinité  d'autres  qui  n'en  diifé- 

yeront  que  par  le  paramètre. 

La 
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La  formule  du  n°46,  qui  est  la  plus  simple  et  la  plus  remar- 
quable des  formules  de  comparaison,  est  comprise  dans  le  symptôme 
gene'ral  donné  pour  les   deux  premières  formes,  puisqu'en  faisant 

«:=:cot*9  et— =  cot''  À,  on  a  entre  les  angles  8  et  A ,  la  relation 

clangô  tang  X  =  i ,  d'où  résulte  F  (^  ,  Ô)4-F(^,  X)=F'  (l>). 

La    même   formule    servirait   à  comparer    les    deux     fonctions  qàt 

n( — i+Â*sin*ô),  n  ( — i  +  ^*sinV);  car  en  faisant  n  =  — i+Z-^sin'ô^ 

—  =  —  1  ^  b^  sin'  A  ,  il  en  résulte  encore  c  tang  6  tang  A  =  i . 


Exemple  dhine  transformation  particulière    de  fonctions 
elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

(ii6).  Deux  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce   peuvent 
être  transformées  l'une  dans  l'autre,  si  leurs  modules  appartiennent 

à  une  même  suite  ou  échelle CfC',  c  ,  c°,  c°°,  etc.  formée  suivant  la 

loi  connue.  Cette  propriété  s'étend  aux  fonctions  de  la  seconde  et  dç 
la  troisième  espèce  ,  pourvu  qu'elles  soient  jointes  à  une  fonction 
de  la  première  espèce,  dont  le  coefficient  puisse  changer  à  volonté. 
Mais  si  les  modules  des  deux  fonctions  comparées  ne  sont  pas 
compris  dans  la  suite  dont  il  s'agit,  il  y  a  très-peu  de  cas  où  la 
réduction  d'une  fonction  à  l'autre  soit  possible  ;  nous  ne  connais- 
sons qu'un  seul  exemple  où  la  réduction  indéfinie  ait  lieu  entre 
deux  fonctions  dont  les  modules  sont  complémens  l'un  et  l'autre  ,  et 
c'est  cet  exemple  que  nous  allons  développer. 

/^     j_ 
Considérons  la  formule  R  =  / ?  qui  doit  être  intégrée  depuis 

z=o;  jefais  i — z^=.i-\  ,  cequidomiez^= — ^u    "+\/(i-f-iw~^), 

et  j'ai  la  transformée 

r>  f       ^" 

Soit  m  =  y/4,  et  mu-=  C —  i  ,  on  aura  pour  seconde  transformée 

dt 

21 


¥ 
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Enfin  soit  n=  y "5  j  t  =zn  lang  ^  (p  ^  c' =  ^  ,  on  aura  pour  troi- 
sième transformée 

Pour  déterminer  la  constante ;,  soit  z  =  o,  on  auraw=o^  «=  i  ;  et 
si  l'on  fait  tang  ^  A  =  -  ,  on  aura  (p  =  À  ,  de  sorte  que  l'intégrale 
cherchée  sera 

Si  nous  prenons  un  second  angle  /ul  tel  que  b  tang  fJL  tang  X=  i ,  afin 

qu'on  aitF(c',  '*^)+I'  (^^A'')  =  F'W  ?  il  en  résultera  tang//,  =  TCOt  X 

=  ^  .  "      ^  =  —  =  \ /(—-g)-  Cette  valeur    est  celle   qui    pour  le 

module  c  donne  F(c, /-i.)  =  ^F'(c);  donc  F  (c,  A)  =  f  F'(  c  )  , 
et  enfin 


L'intégrale  entière  prise  jusqu'à  z=  i  se  trouvera  en  faisant  (p='7t, 
et  sa  valeur  sera 

R'=— .|FYc). 

(iiy).  Faisons  maintenant  usage  d'une  autre  transformation  pour 

3  2 

avoir   la  valeur  de  R.   Soit   \/(  i  —  s')=i ,  ce   qui    donne 

(jk3—  i)  z»  +  3jrz  =  5/%  z  =-^  •  V^^4y'7]>-V^^  ;  on  aura  d'abord 

R  =  /  —  (  — =^  ) ,  et  achevant  la  substitution  ,  on  trouve 

J  zy\z  y/'  ' 

Soit  maintenant  mj  s=  i  -|-  <^%  on  aura 

Soit  enfin  jt  =  «  cot  ;î  a> ,  et  è*  =  ~~r^^  on  aura  pour  dernière 
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transformée 

Il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter ,  parce  qu'en  faisant  z  =  o,  ou 
a  successivement  j-=:oo,z=oo,  a)  =  o. 

Si  on  fait  z=  i  pour  avoir  l'intégrale  complète  ou  définie ^  on 
auraj=  i ,  x^z=m — i ,  cot  ^  &>  =  ^LlIJUZZll,  Typais  l'angle  ô  déter- 
miné par  réquation   cot  i  ô  =  j  est   tel  qu'on  a  Y  {h y  6) 

En  effet  nous  avons  trouvé  par  les  formules  de  la  trisection 
(art.  ^4)  que  pour  le   module  ^  =  |^(2 — V^3),   on   satisfait   à 

l'équation  F(^,  >)=j  F'  (^),  en  prenant  cos  ^=(m — i)i /(^it^j  . 

soit  /w  — -  I  =  «V  ,  on  aura  cos  yz=znr  \/(2  -f-  /î''  ),  et  sin  y  = 
|/(i  —  2«V — «V).  Mais  l'équation  m=  i  +/^*/*  étant  élevée  au 
cube, donne  i=«''/"+«^/"''-f-rtV'^;  donc  i — sw"/** — n'^r'':=:n''(r — 2r*+2r^)j 

et  par  conséquent  siny=:n(i — /•)  X^r,  tang  y^=  —y===.  Soit  «T 

l'angle  qui  donne  F(ô,  J^)+F(^  ,>)  =F' (^),  ouF(^,  cr)=fF'(3), 

r«  j  ^  t\         cot>         scot-y  q  l/r 

on  aura  c  tang  J^  tang>  =  i  ;  donc  tang  J"  =  --^==z-^-^^—-±-, 

et  tang  î  cr=  \/r=  ^  .  Cette  valeur  étant  celle  de  cot  ^  6,  il 

s'ensuit  qu'on  a  rcT+^ê  =  i^,  ou  G  =  tT  —  cT,  donc  F  (^,  9) 
=  2F'(^)  — |F'(^)  =  fF'(^).  Donc  enfin 


R'  =  -.4F'(^). 

Comparant  les  deux  valeurs  trouvées  pour  R',  on  en  tire 

F'(c:)=:«*F'(^)=  v/3F'(^), 

ce  que  nous  avons  déjà  trouvé  (  n"  /^i  ). 

Et  si  l'on  compare  les  deux  valeurs  de  R  ,  on  aura,  quel  que  soit 
<p ,  celte  formule  générale  de  réduction  entre  deux  fonctions  de  diffé- 
rens  modules 

F(c,(p)-|F'(c)  =  v/3F(*,<»). 


■*. 
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Quant  à  la  relation  entre  les  angles  a>  et  (?  ,  on  peut  la  déduire  de 

l'analyse  précédente,  et  il  en  résulte 

tanff -  0  =  "^^"^'••'^C^''")  4-cosH'>' 

"  ^  ^         n  cos  ^  «A  (è  ,  &  )  —  sin^  i  a 

Ainsi    la    simple    substitution    de    celte    valeur    dans     l'inte'grale 

/  — 7 ^  ■  ,   ^ ,  doit  la  transformer  en  tv"  I  ■—. ,,  .  .  .  ,  et  c'est  ce 

J  y{\ — c^è\n^(p)^  J  v/(i — ô^suro))' 

qu'on  peut  aisément  vérifier. 

La  fonction  F(c,  (p)  s'exprime  donc  au  moyen  de  la  fonction 
F  (Z»,  Ce)  )  et  de  la  fonction  complète  F'(Z')  ,•  car  on  déduit  des  équa- 
tions précédentes , 

F(c,(p)=/3[F(Z»,a))-f-^F'(^)]. 


On  peut  ensuite  réduire  le  second  membre  à  une  seule  fonction;  car 
ayant  déjà  F  (^,  cT)  =f  F' (Z»)  ,  si  l'on  prend  un  angle  4  ^^^  ^"^ 
^  {^  i  4)  =^(^>  ^)  +  E('^j  cf),ce  qui  se  fera  par  les  formules  de 
l'art.  i8,  on  aura 

F(c,^)=V/3F(Z»,4); 

de  sorte  que  les  fonctions  F(c,(p),  F(Z',  4)  dont  les  modules  sont 
complémens  l'un  de  l'autre,  seront  toujours  entre  elles  dans  un 
rapport  constant. 

On  peut  d'ailleurs  avoir  immédiatement  la  valeur  de  tang  f  (p 
exprimée  en  fonction  de  4  >  i^  suffit  pour  cela  de  substituer  dans 
la  valeur  déjà  trouvée  de  tang  ^cp,  celles  de  tang  -où  et  à  (b ,  ct)) 
qui  sont 

,       sin  ^A(b,  ^)-'  sin  M  (b  ,  4) 

^  "      '  cos  ^|, -j- cos  «J; 

^7          ^         A(è,4)A(è,^)-f-è^sin  4"*^"  ■'^C'^s  4cos  <^ 
A  r  ^  ,  fit)  j  = ,  •   .,  , — —^ * 

et  cette  substitution  n'offre  aucune  difficulté. 

(il 8).  Cherchons  maintenant  la  valeur  de  la  fonction  de  seconde 
espèce  E(c,  tp)  exprimée  par  la  fonction  E(Z»,  a),  ou,  s'il  est  né- 
cessaire ;,  par  les  deux  fonctions  E(Z>,  cù),Y{h,  a>).  Le  moyen  qui 
se  présente   naturellement   est  de   substituer  la  valeur  connue  de 
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tangi(p  en  fonction  de  a>  dans  l'intégrale /A^/p  ;  et  comme  on  a 
fàd(p  =  r^  (ï"-^'^"^'^)=  r^r^)  (i—c=sin '(?)),  la  substitution  ne 
resterait  à  faire  que  dans  le  facteur  i — c*sin=(p;  or  ou  trouve 

(i  +  i-  (»'—  0  sin^^j)  A  (6,A>)—  i  n  sin  a>  cos  w 

l/Cl — 6''sm*®)=  ^: -^ ,     ,  .    , — I : -jr — ^c *, 

*^    ^  ^''  1 -{-n — -^  a  bina -\- Il  sm  et  cos  ià  ù.  {^0,01) 

Mais  on  voit  que  le  résultat  de  la  substitution  sera  fort  compliqué  , 
et  que  si  l'intégration  n'offre  pas  des  réductions  inattendues  et 
difficiles  à  apercevoir,  il  entrera  nécessairement  des  fonctions  de 
troisième  espèce  dans  l'expression  deE  (c  ,  <p)  ,  ce  qui  rendrait  cette 
transformation  illusoire. 

Il  paraît  donc  nécessaire  de  suivre  une  autre  route  pour  arriver 
au  but  qu'on  se  propose.  Pour  cet  effet ,  cotvsidérons  la  formule 
intégrale 

J   \/{l—X') 

si  on  fait  i  —  x^=  f-\  ,  on  aura  jc^  =:  —  ^  u'^ -h  \/(i  4-^  "~^)  , 

-  -  i       r      du 

T=fjc''u^dx= / — z — r/7-T-; — T.  Mais  l'intégration  par  par- 

•^  au        J  2u''v/(4"+0  r        r 

ties  donne  /  ,    .^ .",  .    .  =  —  -  \/(Au^-\-  i)  +  /    ,.^",  " — ^.  Donc 
Ju^\/Uu^+-i)  u^  ^^  J    '  j\/(4a*-{-0 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  l'intégrale  V  =  / — r^-^ — r.  Pour  cela 
soit  m^  =  4  et  mu  =:  f  —  i  ,  on  aura 

y    _2_     r      (t'—l}dt 

Soit  encore  /2^  =  3 , .'  =  «  tang  1  ^ ,  c  =  ^  v^(2  +  /5) ,  et  la  trans- 
formée sera 

Mais  on  ayi^^^=:2A  tang  i(p  + 2F(6-,<p)  ~  2E  (^,  (p)- donc 
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enfin 


et  l'intégrale  cherchée 

T  =  y^'^^-' ^  A  tanff  |  ®  -| r—  F  H ;  E  +  const.   - 

Il  faut  déterminer  la  constante  de  manière  que  l'intégrale  s'éva- 
nouisse lorsque  x  =  o  :  alors  w  =  o,  1=  i ,  tang  ^<p=-,  <p  =  X, 
FCc,î>)  =  r(c,A)=fF'(c),E(c,À)=|E'(c)+^"-f^(2-sm^) 
=  î  E' W  +  ï^ ,  A  tang  i  <!.  =  ^^^;i;p^.  Donc  on  a 

ou  pour  tout  exprimer  en  fonction  de  (p  : 

+  ^.[E(.,(p)-.|E'(c)]. 

Lorsque  x  =  i ,  on  a  <?>  =  tt  ,  et  cette  valeur  devient 

T'=î^[E'(c)_(^^^)f-(.)]. 

Or  par  une  propriété  des  fonctions  F'  (c),  E'  (c)^  qui  a  été  démon- 
trée n°  39,  on  a  E'  {c)  —  ^i-  F'  (c)  =  ^^^  ;  donc 


2«  •  F'(r)' 

(119).  Intégrons  maintenant  par  un  autre  procédé  la  formule  pro- 
posée T  =  f-T—— —  >  et  soit  comme  ci-dessus  v^(i — x^)=i  — -  • 
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la  transformée  sera 

2   y  (y- a)"  v^(4/- 1)      J        (y^-O-      • 

Celte  transforrae'e  paraît  au  premier  coup  d'œil  beaucoup  plus  com- 
posée que  celle  qui  est  résultée  de  la  première  méthode;  et  il  semble 
qu'on  ne  peut  éviter  d'introduire  dans  l'intégrale  des  fonctions  ellip- 
tiques de  la  troisième  espèce  ,  même  de  celles  dont  le  paramètre  est 
imaginaire.  Mais  ces  craintes  se  dissipent  en  continuant  le  calcul  qui 
offre  des  réductions  très-heureuses. 

J'observe  d'abord  que  la  partie  rationnelle  s'intègre  algébrique- 
ment et  qu'on  a 

Ensuite  si  on  fait  Z  =-^  y  j  on  aura  par  la  différentiation , 
donc 

r y^^y .  r  y^y     _  i  7 

Par  ces  diverses  réductions  on  obtient 

T  — i/!^  r  y'^y      ,  ^^  j/V(4y-o  ,  ,    y^  , 

»^    J  vUy'—O        2   •     /—i       "^  •  'y—  1 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  l'intégrale  U=  1  -~ri — ^  ;  or  si  l'on 
lait  comme  ci-dessus  mj-=z  i  -f-  p^^  on  aura 

Si  ensuite  on  fait  p=  «  cot  |  «w  ,  et  è  =  ^  y/(2  — >  ^5) ,  on  aura 
ou 

TJ  .^^  _^  nin   Ç  dcû //i^ — i\    r     d'j) 

4   Jsin^>A(6,«)^'"^V"4^   /7  ^(^:«)' 
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et  en  appliquant  les  formules  connues,  on  a  enfin 

U=î^"[E(A,«)  +  cot|»A(«,«)]-îif^F(i,«); 

Maintenant  si  dans  l'équation  T  =  U^^S — jx ,  on  substitue  la 
valeur  de  U  et  celle  àej-x  en  fonction  de  oj  ,  on  aura  l'intégrale 
cherchée 

intégrale  où  il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter  ,  parce  qu'elle  s'éva- 
nouit lorsque  ct)  =o. 

Pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  complète  T',  soit  <»  =  0,  on  aura 
comme  ci-dessus  F  (^,  û))  =  |F'(^)  ,  E  (Z» ,  û))=|E' (^)+W,  et  on 

trouve  W  =  —  ^  sin  cT  sin  y  (2 — sin  y)  =  —  -^  sin^cT;  donc 

.T'  =  ïî[E-(i)-(!^l)F'(i)]4-|;;-[W+coii6A(i,e)]-i; 

Mais  par  les  valeurs  déjà  trouvées,  on  a  cot^G=\/r,  A(Z>,5) 
:=  — — r^-T- ,  sin  <r  =  ^^^ ,  sin  >  =  I  —  cos  «T  ;=  ——  :  d'ailleurs  les 

relations    entre   ??i,  n,  r   donnent   m=i4-rtV,    li"  •= —- — ; — --, 
^      '  '  r  (  1  +  r) 

711=  —  »  i//'=  -  Cl  — '*)•  Substituant  toutes  ces  valeurs  en 

fonctions  de  r  dans  la  partie  algébrique  de  T%  et  observant  encore 
qu'on  a  0=  I  — gr^+S/-^  —  5/-^,  on  trouve  que  cette  partie  se  réduit 
à  zéro  ,  de  sorte  qu'on  a  simplement 

Comparant  cette  valeur  avec  celle  qui  a  été  trouvée  par  l'autre  mé- 
thode ,  il  en  résulte  l'équation 

qui  s'accorde  avec  la  formule  de  l'art.  4i« 

^  Nous 
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Nous  obtenons  ainsi  sur  les  fonctions  définies  F' (<^') ,  E' (^)  , 
E'(c) ,  E'  (b)  ,  les  mômes  rapports  que  nous  avons  déjà  obtenus  par 
une  voie  plus  simple.  Quant  aux  fonctions  indéfinies  F  (  c ,  <p  )  , 
le  {b,  où),  E(c,(p),E(^,ft)),  elles  ont  entre  elles  les  relations 
comprises  dans  les  deux  équations 

F(c,?5)  =  ;^»[F(/.,a))H-|F"(^)], 

=  Î^'e  (b,  a>)^'^{n^-\-i)Y{b,a>)  +  a, 

<E»  et  n  étant  des  fonctions  algébriques  connues,  l'une  de  sin  \(p , 
l'autre  de  sin  ^  «  ;  d'où  l'on  voit  que  les  fonctions  F(c,  ^),  E(c?,  <p) 
relatives  au  module  c  ,  peuvent  s'exprimer  indéfiniment  par  les 
fonctions F(^,  cù),  E(^,  ùo) ,  relatives  au  module  complémentaire^. 

Des  séries  qui  donnent  y  sajis  transformations  ^  les  valeurs 
approchées  des  Jonctions  elliptiques, 

(120).  Il  peut  être  nécessaire  dans  plusieurs  cas,  surtout  dans 
les  problèmes  de  mécanique,  d'exprimer  par  la  seule  variable  <p  les 
fonctions  elliptiques  dont  ces  problèmes  dépendent.  Alors  le  déve- 
loppement se  fera  de  la  manière  connue;  mais  les  méthodes  pré- 
cédentes serviront  toujours  à  simplifier  beaucoup  la  détermination 
des  coefficiens. 

Considérons   d'abord   la  fonction  F=  /  ^,  et  supposons  -^  = 

A  —  2B  cos  2(p  -f-  4c  cos  4^  —  6D  cos  6(p  +  etc.  ,  afin  qu'il  ea 
Tesulte 

F  =  A<p  —  B  sin  2^  -|-  C  sin  4<P  —  D  sin  6^  -|-  etc. 

Il  s'agit  d'avoir  le  plus  simplement  qu'il  est  possible ,  les  valeurs  des 
coefficiens  A ,  B ,  C,  etc.  Or  par  un  premier  développement  on  a 

1  1  1      ^  1        #     ^ 

-T-  =  I  +  - c*sin'®-f-  —  c+sin^cp  -\-    ' ,' n  chin^(p  -f-  etc. 
A  'a  ^  '    2.4  ^    '    2.4.6 

Mettant  ensuite  au  lieu  des  puissances  des  sinus,  leurs  valeurs  eu 
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cosinus  linéaires  ,  on  trouve  une  suite  de  la  forme  suppose'e  ,  dont 
les  coefficiens  sont  aise's  à  déduire  les  uns  des  autres.  On  a  d'abord 
le  premier 

Je  le  représente  par 

A  =  I  +  w/c*-!-  /7z'c'^+  m"'c^4-  /;?' V+  etc.  ; 
les  autres  seront  successivement 

B  =  -  m'c*  + 1  m'c^  +        7  nTc^  -^  |  m'^c»  +  etc, 

a  o  4  ^ 

C  =  s  .  è  m"c^  +  7  .  -  ''^"'^'  +        I  •  -  "''''^'  +  etc. 

3     8  '    4     10  *  5     12 

D  =  7  .  -  .  4  '^i^^^'  J^i.l,^  m^'c'  +  etc. 

E  =  ^.  — .i-.l.,„-c«+etc. 

5     12    ai     02 

etc. 

En  général  la  7^'""'  des  quantités  C  ,  D,  E,  etc.,  se  déduira  de  la 
précédente ,  en  omettant  son  premier  terme,  et  multipliant  les  termes 

T    ,         .,  n  2.n  3/1  , 

suivansparceuxaelasuiteT — -—:-. — r-^,7 — 7—:-, — r^»7 — t—t? — r7\i  ^^^' 

On  pourra  donc  par  ces  suites,  trouver  les  valeurs  de  A,  B,  C,  etc.  , 
si  le  module  c  est  une  quantité  assez  petite;  mais  lorsque  c  diffère 
peu  de  l'unité ,  il  faudrait  calculer  un  grand  nombre  de  termes  pour 
n'avoir  qu'une  médiocre  approximation. 

(i3i).  La  valeur  de  —  étant  multipliée  successivement  par  c?(p , 

d'p  cos  2(p ,  d(p  cos  4^^  etc.  ,  puis  intégrée  depuis  <p  =  o  jusqu'à 
(p  =  ^  -71  ,  on  aura 


.        -X  r  cl(p  •n'T  r        d(p  cos  2(p 

'2        J    "a'  a        J  Â         ' 


2C.-=:f^-^^^^,     5D.-=  T-î^l^^,    etc. 
Ainsi  chaque  coefficient  peut  se  déterminer  en  particulier  par  une 
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intégrale  définie ,  et  toutes  ces  inte'grales  ne  de'pendent  que  des 
deux  fonctions  F',  E',  qu'on  sait  évaluer  dans  tous  les  cas,  avec  toute 
la  précision  nécessaire.  ^ 

Les  deux  premiers  A  et  B  sont  ceux  qu'il  importe  de  déterminer 

avec  le  plus  de  précision;  ils  se  trouvent  par  les  formules  -  A  =  F' 
et  ^  B=  |;  (F'  —  E')  —  F',  et  si  on  substitue  pour  F'  et  E'  leurs 
valeurs  données  n"*  65  et  77,  on  aura 

.         2  i/c"     2  v/C"    2 1/0°°° 
A=-^.-i^.-5^.etc. 

B  c°     ,     c°c°°     ,     c°c°'c°°°     , 

Ces  deux  premiers  coefficiens  étant  trouvés  ,  on  peut  en  déduire 
tous  les  autres  ;  car  en  différentiant  l'équation  -—  =  A— •  2B  cos  a^ 
H-4G  cos  4<P'—  etc.,  on  a 

^  ^'"^J^"^^  "^  =  4^  sin  2(p  —  1 6C  sin  4^  +  36D  sin  6(p  —  etc. 

Multipliant  le  premier  membre  par  -^,  et  le  second  par  la  quantité 
équivalente  — —  i  -f-  cos  2(p;  multipliant  de  même  par  sin  2(p,  les 
deux  membres  de  l'équation  —  =A — sBcos  2<p  -|~4G  cos  4^  —  etc., 

comparant  les  deux  produits ,  et  réduisant  tous  les  termes  en  sinus 
linéaires,  on  trouvera 


a.3C=    4B(i-i)-A 
3.5D  =  16C  0—  i)  —  I.3B 
4.7E  =  36D  ^i_i)_  2.5C 
5.9F  =  64E(^-.)-3.7D 


etc. 


En  général ,  si  A"  désigne  le  «'',"*   terme  de  la  suite  B  ^   G ,  D , 
£  f  etc. ,  on  aura 


♦ 
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„(^;^_,)  A-=(a«~2y  A-'  (|-  i)-~(«-^)(2/ï-3)  A— : 

c'est  la  loi  suivant  laquelle  chaque  coefficient,  h  compter  de  D,  peut 
se  déduire  des  deux  précédens.  Le  coefficient  C ,  excepté  de  la  loi 

générale,  se  détermine  par  l'équation  6G  =  4B  [jz  —  M  '—  A  ,  ou 
plus  directement  par  la  formule 

-  =  c"  (.  +  -  4- ^- +  — g— +  «le.) 

Lorsque  c  est  fort  près  de  l'unité,  on  déterminera  E'  et  F*  par  les 
formules  qui  conviennent  à  ce  cas ,  on  en  déduira  les  coefficiens  A 

et  B par  les  formules^ A  =  F',  ^B  =  -^  (F'— E') —F',  on  calcu- 
lera ensuite  C  par  l'équation  6C  =  4B  ^-^7  —  i)  —  A  ;  les  autres 

se  déduiront  chacun  des  deux  précédens  par  la  loi  générale  que 
nous  avons  exposée;  et  cetle  loi  sera  d'une  application  d'autant  plus 

sûre ,  que  le  facteur  —  —  1  se  trouvera ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit , 

peu  différent   de  l'unité. 

(122).  Les  fonctions  elliptiques  de  la  seconde  espèce  pourront  se 
développer  de  la  même  manière.  En  effet,  si  on  considère  généra- 
lement la  fonction  G  z=fÇa,-j-C  sin'cp)  ~  ,  ou,  ce  qui  revient  au 

même  ,.G  =/(a'-f"^'cos  2(p)  -^  j  les  formules  précédentes  don- 
neront 

G=a'[A(p  —  B  sin2(p+Csin4(p — D  sin6(p-|-etc.] 
,      _ê'[B?-(^)sin  .?+2:^sin4?-(^^)s;n6?+etc.]. 

Ainsi  ce  développement  ne  présente  aucune  difïiculté  nouvelle , 
et  s'exécute  par  les  mêmes  coefficiens  que  celui  des  fonctions  de  la 
première  espèce. 

Ou  peut  traiter  de  même  les  fonctions  de  la  troisième  espèce. 
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En  effet,  soit  n  ^f^-^^—-;  si  on  suppose 

n=  Mcp  — N  sin  2^  +  P  sin4^^—  Qsin  6(p  +  etc. , 
et  qu'on  diffërentie  chaque  membre  par  rapport  à  (p,  il  en  résultera 
upe  valeur  de  -—  qui  e'tant  compare'e  à  celle  de  l'article  préce'dent , 
donne  les  équations 

N  =  ^(A—M)  +  M 


2P  =  -^(B  — N)  — 2N  — M 
3Q  =  4-(C-P)-4P~N 
4R=:^(D-Q)~6Q--.2P 


12 

n 

etc. 


D'où  il  suit  qu'en  supposant  toujours  Aj  B^  C,  etc.  connus,  il  suffit 
de  déterminer  le  premier  coefficient  M  pour  connaître  tous  les 
autres.  Or  en  faisant  (p  =  ^'7i',on  a  n*=M.|'?r.  Ainsi  M  se  dé- 
termine par  la  fonction  complète  IP,  laquelle  ne  dépend  que  des 
fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

On  pourrait  aussi  déduire  la  valeur  de  M  de  celles  des  coefficiens 

A ,  B ,  C  ,    etc.  -  au  moyen   de  la  formule   connue       ,^    .  ""^  =: 
}        7        y  y  j  1  4-"  sin  (p 

I  -f-  2ct  cos  2®  -f-  2a'  cos  4<P  +  etc. .  où  l'on  a  a  =    ,^^  T"n  T    ; 

car  en  multipliant  les  deux  membres  par  —  et  intégrant  depuis 
^  =  o  jusqu'à  (p  =  ^  tt  ,  on  aura 

M  \/{i  +  72)  =  A—  2B«-f.  4Ca^  — .  6Dot'-}-  etcj 

Siajcice  du  cône  oblique, 

(i25).  Considérons  d'abord  le  cône   oblique  à  base  circulaire.  FIG.  n. 
Soit  S  le  sommet  du  cône ,  C  le  centre  de  la  base ,  SO  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  sommet  sur  le  plan  de  la  base  ,  SAB  la  section 
faite  dans  le  cône  par  le  plan  SCO.  Si  on  fait  le  rayon  CA  =  i ,  Ja 
hauteur  SO  =  /i,  la  distance  00=/",  et  qu'on  appelle  w  l'angïe 
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OCM,  l'aire  ASM  correspondante  à  l'angle   où  sera  exprimée  par 

l'intégrale 

Z  =/|  d'j>  V^[A»4-  (i  — /cos  0,)^. 

Pour  réduire  cette  intégrale  à  la  forme  ordinaire  ,  soit  tang  \  a> 
=  m  tang  ^  <p  ,  et  soit  pris  l'indéterminée  m  de  manière  qu'on  ait 

si  ensuite  on  fait  ot=  i^^*  et  c*  =  i  —  |  m» .  ^Jl^tl^l.^^  on 
aura  la  transformée 

il  +  m'y  J        (i-h..cosç>)"     ■ 

Pour  avoir  la  surface  totale  du  cône ,  il  faudra  prendre  cette  inté- 
grale depuis  (p  =  o  ,  jusqu'à  (p  =7r  ,  et  doubler  le  résultat  ;  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  il  faudra  prendre  l'intégrale  suivante  ,  depuis 
9  =  o  jusqu'à  (p  =~  ^ y 

(x  -f-m^)^  J  \{i  +  a.  cosçy  "r*  (i  —  *  cos^)V" 

Soit   de  nouveau  a  =  cos0,  ou  m  =  tang  ^  9.    Si  on   fait  pour 
abréger  AS  =  A=  \/[/i"+  (i  — /)'],  on  aura  en  réduisant, 

^    J  (i -f  cot^asm-»»  •"  r 

Mais  par  une  première  décomposition ,  on  a 

Substituant  ensuite  pour  la  dernière  intégrale  la  valeur  que  nous 
avons  trouvée  (art.  g4) ,  le  second  membre  deviendra 

nA  sin  (p  cos  (p rc''d<p  s'm"  (p  j,    f        t^     \  P  d<p 

i-i-nsin^cp        J  A         "T"  V '^  "T"  ^  V  (i  +  nsin^?)  A* 

Donc  en  prenant  cette  intégrale  depuis  ?>  =  o  jusqu'à  (p  =  ^  -tT  ,  on 
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aura  l'aire  entière  du  cône 

Z'=:2^coliÔ[(«+i)n'(«,c)— F'(c)-f-E'C^)], 

formule  où  l'on  a  /2  =  cot*  ô. 

Ayant  déjà  fait  le  plus  petit  apothème  AS  =  k,  si  on  fait  le  plus 
grand  BS  =  A:',  on  aura  imme'diatement ,  en  vertu  des  valeurs  prëce'- 
dentes ,  tang  ±  Q  =;  yj(-f^  ;  de  plus ,  si  on  appeUe  ^  l'angle  i  (ASO 
+  BSO)  que  fait  la  perpendiculaire  AO  avec  la  ligne  qui  divise  en 
deux  également  l'angle  ASB ,  on  aura  c  =  sin  '(.  Ainsi  les  quan- 
tite's  c ,  k,  Ô,  qui  entrent  comme  ëlémens  dans  le  résultat  final, 
se  déduisent  immédiatement  du  triangle  SAB. 

Au  reste,  comme  la  fonction  complète  n'(n,c)  peut  s'exprimer 
par  des  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce,  on  voit 
que  la  surface  du  cône  oblique  à  base  circulaire ,  ne  dépend  noa 
plus  que  des  fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde 
espèce,  de  sorte  qu'elle  peut  se  mesurer  par  des  arcs  d'ellipse  ; 
théorème  qui  n'avait  encore  été  démontré  que  dans  quelques  cas 
particuliers. 

La  surface  du  même  cône  étant  développée  sur  un  plan  ,  il 
en  résulte  un  secteur  dont  l'angle  se  détermine  par  la  formule 

J      h^ +/"■{' i  —  qfcosco    > 

et  au  moyen  des  mêmes  substitutions,  on  a  la  transformée 

Cette  intégrale  étant  prise  depuis  (p  =0  jusqu'à  (p  =  27r ,  on  aura 
l'angle  total  du  secteur 

V.=iii^li[(.H.£!)n.(„,.)-^"F-W]. 

On  peut  remarquer  que  si  dans  l'expression  de  V  on  fait  <?>=f  «tt, 
la  valeur  de  V  deviendra  le  quart  de  l'angle  total  V.  On  a  en  même 
temps  o)  =  9.  Donc  si  on  détermine  le  "point  M  de  manière  que 
1  angle  ACM  =  9  ,  l'angle  correspondant  V  sera  précisément  le 
quart  de  l'angle  résultant  du  développement  de  la  surface  entier* 
du  cône. 
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(124)-  Supposons  en  second  lieu  que  la  base  du  cône  soit  une 
ellipse.  Soient  h  la  hauteur  du  cône  yf  et  g  les  coordonnées  du 
point  où  la  perpendiculaire  h  rencontre  le  plan  de  la  base,  y  étant 
prise  dans  la  direction  du  demi-grand  axe  de  l'ellipse  i  ,  et  ^  dans 
celle  du  demi-axe  conjugué  b.  Soit  (p  l'amplitude  d'un  point  quel- 
conque de  l'ellipse  ,  les  coordonnées  de  ce  point  seront  j:=sin!p  , 
r  •==-})  cos  (p ,  et  l'élément  de  la  courbe  ds  =  Ld(p  ;  si  du  sommet  on 
mène  une  perpendiculaire  sur  la  tangente  en  ce  points  le  quarré  de 

cette  perpendiculaire  aura  pour  expression  h"  -|-  (  ^ ) , 

donc  l'élément  de  la  surface  du  cône  sera 

dZ  =  \d(pylh''(i  —  c*sin*<p)  +  (^cos  <p  + 3/sin  (p — 5)»]. 

Celte  différentielle  parait  fort  composée  ;  cependant  si  on  fait 
tangï<?5=z,  ce  qui  donne  sm<p  =  j^,,  cos(p=Y:ç^^,d<p^=^^^^, 
CD  aura  la  transformée 

et  puisque  la  variable  sous  le  radical  ne  passe  pas  le  quatrième  degré  ^ 
il  est  clair  qu'on  pourra  trouver  l'intégrale  Z  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques.  De  plus ,  comme  il  suffit  pour  avoir  la  surface  totale  du 
cône,  de  connaître  l'intégrale  lorsque  (p  =  27f,  il  semble  que  le  résul- 
tat final  ne  doit  dépendre  que  des  fonctions  complètes  delà  troisième 
espèce  et  des  espèces  inférieures,  lesquelles  ,  au  moyen  des  réduc- 
tions connues,  ne  dépendent  elles-mêmes  que  des  fonctions  de  la 
première  et  la  seconde  espèce;  de  sorte  que  l'aire  entière  du  cône 
pourra  encore  être  exprimée  par  des  arcs  d'ellipse.  Mais  il  est 
nécessaire  d'entrer  dans  quelques  détails  pour  justifier  cette  con- 
clusion. 

(laS).  Pour  faire  disparaître  les  puissances  impaires  de  la  variable 

sous  le  radical  dans  la  valeur  de  dZi,  il  faut  d'abord  supposer  z  =  7-^j-  ; 

et  parce  que  la  quantité  sous  le  radical  n'a  ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit, 
que  des  facteurs  simples  imaginaires,  le  résultat  de  la  substitution, 
après  avoir  déterminé/;  et  «7^  contiendra  un  nouveau  radical  de  la 

forme 
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forme  V^[(i  +a'a:'')  (i  +  ^*j:*)].  Pour  ramener  ensuite  la  transfor- 
me'e  aux  fonctions  elliptiques  ,  il  faudra,  en  supposant  ot  >  ^,  faire 
OLX  z=  tang  %{•,  et  'vj.  deviendra  l'amplitude  de  ces  fonctions,  tandis 

que  leur  module  c  sera  déterminé  par  l'équation  c*  =  i  —  — .  La  re- 
lation entre  <p  el  -^  sera  donc  telle  qu'on  aura  tang  7  <p  =^^  ^  ^"g^^ 
Or  je  dis  que  cette  équation  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

tang(4  — j')  =  Atang|   (cp  — ;*)., 

A,  ft  et  V  étant  des  quantités  constantes.  En  effet  si  on  faittang7/*=:t  *? 

et  tang  y  =  t',  l'équation  précédente  donnera  * 

tang  4  —  ^    A  (tan^|:(^ —  t) 

i  -{-  t'  tang  4  1  -4-  f  tang  ^  (p  ' 

Substituant  la  valeur  de  tang  f  <p  en  fonction  de  tang  4^  on  aura 

tang  4  —  t'     A(p«  +  f7tang4 — ^^  —  ftan£ç4) 

i  -\-  t'  tang  4  "~"       *  +  tang  4  +  P*^  -f-  <?*  t^ng  4 

Cette  équation    devant  avoir  lieu  quelle  que  soit   tang   4  ,    soit  ^•"-^ 

1*.    tang  4  =  i'j  on   aura  \  ' 

*  •  '  a  4-  i'  *  ^ 

Soit   2°.   tang   4  ==  —  ??  on  aura 

1  —  at' 
t 


pxL  —  q 

Egalant  ces  deux  valeurs  de  t ,  on  aura  pour  déterminer  t',  l'équation 

y—  =  =-^-7 T ^  =  COt  2Y. 

On  aurait  semblablement  pour  déterminer  ty  l'équation 

5°.  Enfîn^  pour  que  l'équatioa  ci-dessus  devienne  entièrement  iden- 

33 
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tique,  soît  taiig  ^  =  co ,  on  aura 


A 


1      i  -h  qt 


Cela  posé,  l'e'quation  tang  (4  —  i')  =  A  tang  7  (^  —  /-t)  a  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  correspondantes  de  <p  et  ■^;  il  en  resuite  qu'aux  trois 
valeurs  <p=(jLj  (p  =  7r+/-t,  (p  =  2  7r  +  ya,  re'pondent  ces  trois  valeurs 
de  l'amplitude  des  fonctions  elliptiques  4  =^f,  ■^=:j-7t-\-v,-]y:='7C'-\-y. 
Mais  pour  avoir  Taire  entière  du  cône  ,  on  devra  prendre  l'intégrale 
Z  depuis  (p  =  o  jusqu'à  (p  =  27t  ;  ou  ,  ce  qui  revient  au  même  , 
depuis  (p  =  ^  jusqu'à  (p=  27t  H-/^;  on  devra  donc  prendre  les  fonc- 
tions elliptiques  qui  entrent  dans  l'expression  de  Z  depuis  ^  =:  v 
jusqu'à  4  =  J' ~f~  "^  5  ou  ,  ce  qui  revient  au  même,  depuis  4  =  0 
jusqu^à  4  =  '71'.  Donc  il  n'entrera  que  des  fonctions  complètes  dans 
Texpression  de  l'aire  totale  ,  et  ces  fonctions  se  réduisent  toujours 
aux  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce;  d'où  il  suit 
que  dans  le  cône  oblique  à  base  elliptique  ,  l'aire  entière  peut  encore 
s'exprimer  par  des  arcs  d'ellipse. 

Construciioii  de  la  li^ie  la  plus  courte  sur  la  surface 

du  sphéjvïde, 

(126).  Nous  avons  donné  dans  les  Mémoires  de  l'Institut,  an  1806, 
les  équations  nécessaires  pour  décrire  la  ligne  la  plus  courte  sur  la 
surface  d'un  sphéroïde  ,  et  nous  avons  démontré  que  cette  courbe  , 
prolongée  indéfiniment ,  est  composée  d'une  infinité  de  spires  égales 
et  semblables,  comprises  entre  deux  parallèles  également  éloignés 
de  l'équaléur.  Nous  nous  proposons  maintenant  de  faire  voir  com- 
ment on  détermine  les  difTérens  points  de  cette  courbe  par  le  moyen 
des  fonctions  elliptiques,  et  pour  cet  objet,  il  suffira  de  construire 
une  seule  moitié  de  spire  comprise  depuis  le  parallèle  auquel  elle  est 
tangente  jusqu'à  l'équateur. 

Il  faut  d'abord  se  rappeler  ce  qui  a  été  démontré  dans  le  mémoii-c 
cité,  que  la  ligne  la  plus  courte  menée  entre  deux  points  donnés 
sur  la  surface  d'tm  sphéroïde  ,  ligne  qu'on  appelle  géodésicjue ,  lors- 
qu'elle est  tracée  sur  la  surface  du  sphéroïde  terrestre,  fait  toujours 
partie  d'une  ligne  de  celle  nature  perpendiculaire  au  méridien  d'un 
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lieu  déterminé ,  ou  tangente  au  parallèle  de  ce  lieu.  Nous  suppose-  FiG.i». 
rons  donc  que  par  un  point  A  dont  la  latitude  est  donnée,  on  fasse 
passer  une  perpendiculaire  au  méridien  du  lieu  A;  il  s'agit  de  cons- 
truire cette  courbe ,  c'est-à-dire  de   déterminer  pour  chaque  point 
M  dont  la   latitude  est  donnée  à  volonté,  les  élémens  inconnus  du 
triangle  APM ,  savoir,  la  distance  AM  mesurée  par  l'arc  de  la  ligne  la 
plus  courte,  la  longitude  du  point  M  mesurée  par  l'angle  F  du  triangle 
APM,  l'angle  M  du  même  triangle  qui  représente  en  ce  point  la  di- 
rection azimutale  de  la  courbe  ;  enfin  l'arc  PM  du  méridien  mobile 
qui  sera  connu  par  ses   coordonnées.  De  ces  quatre  élémens ,  deux 
peuvent  être  déterminés  algébriquement ,  savoir  ,  l'angle  M  et   les 
coordonnées  du  point  M  dans  le  plan  CMP  ;  les  deux  autres,  savoir, 
l'arc  AM  et  l'angle  APM  ne  sont  assignables  que  par  les  fonctions 
elliptiques.  c  (P* 

Soit  le  rayon  de  l'équateur  CA'=  A,  le  demi-axe  CK=  B ,  la 
distance  du  centre  au  foyer  de  l'ellipse  génératrice  \/(A" — 6")  =  AcT; 
soit  l  la  latitude  du  point  A,  A  celle  du  point  M,  P  l'angle  APM 
qui  mesure  la  longitude  du  point  M,  M  l'angle  azimutal  AMP; 
soient  de  plus  les  coordonnées  GT  =i,  TM  =  m,  et  l'arc  AM==5. 
Il  s'agit  de  déterminer  toutes  les  quantités  i^  w.  M,  5,  P  en  fonctions 
de  la  variable  A  et  des  quantités  données. 

Il  est  utile  pour  cet  objet  de  substituer  aux  latitudes  /  et  A  des 
latitudes  réduites  V  et  à'^  calculées  par  les  formules 

tang  t  ■=.  —  lang  /,     tang  A'  =  —  tang  A. 

Cela  posé  ,  les  élémens  qui  peuvent  être  déterminés  algébriquement 
dans   la    question    proposée  ,    sont   <  =  B  sin  A' ,    m  ==  A  cos  A', 

sin  M  =  — — ;•.  Il  suit  de  la  dernière  équation  que  /'  est  le  maximum 

de  A',  et  /  celui  de  A.  On  voit  aussi  parles  valeurs  des  coordonnées 
que  A'  est  l'amplitude  de  l'arc  PM;  de  sorte  que  cet  arc,  si  on  en  avait 
besoin,  pourrait  être  exprimé  par  la  formule  PM  =  A.E  («T,  A'). 

(127).  Pour  avoir  les  deux  autres  élémens  s  etP,  soit  pris  l'angle 
(p  tel  que  sin  A'  =  sin  t  cos  (?  ,  et  on  aura  (  Mémoire  cité,  n°  4)  les 
équations  différentielles 
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ds  =  d(p  v/(B*4-  A^/*  ûnH'  cos'(p) 

^^  —  "Â~  •  1  —  sin^/'cos^<p 

Pour  ramener  ces  expressions  aux  formes  ordinaires  des  fonctions 
elliptiques,  je  fais  ^=^=b4?^^^'  '"''P^''"  simplement c=crsin  /, 
ce   qui  donne    v/(B"+ A"^' sin^  T)  =  |-,    et  j'ai   d'abord   ds  ^ 


B 


-,  d(p  \/{i  — c's'm^ç)  ;  donc 

Cette  équation  fait  voir  que  tout  arc  s  de  la  ligne  la  plus  courte 
peut  être  assimilé  indéfiniment  à  un  arc  d'ellipse  dont  le  demi- 
petit  axe  CP  :=  B,  et  le  demi-grand  axe  CD  =  ^  ,  quantité  plus 
grande  que  B  et  moindre  que  A,  puisqu  on  a  j  =  A  -^r^.  M  sui 
ce  quart  d'ellipse  VnïD ,  on  prend  un  point  m  qui  ait  pour  ampli- 
tude (p,  ou  qui  soit  déterminé  par  les  coordonnées  Cr:=Bcos(p, 
rm  =  -  sin  <p  ,  l'arc  Pm  de  l'ellipse  sera  égal   en  longueur  à  l'arc 

b 
AM  de  la  ligne  la  plus  courte. 

Ces  déterminations  ont  lieu  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe 
qu'on  veut  construire  ;  mais  il  suffit  d'examiner  le  cours  de  cette 
courbe  depuis  (p=:o  jusqu'à  cp  =  90%  c'est-à-dire  depuis  le  point 
A  où  l'on  a  A  ^  /,  jusqu'au  point  I  où  la  courbe  rencontre  l'équa- 
teur  et  où  l'on  a  K  =  o.  Au  point  A  la  courbe  est  perpendiculaire 
au  méridien  ou  tangente  au  parallèle;  au  point  I  elle  coupe  l'équa- 
leur  sous  un  angle  ^I,  tel  qu'on  a  cos  I  =  sin  M  =  cos /',  de  sorte 
que  l'angle  I  est  égal  à  la  latitude  réduite  /'. 

Dans  ce  même  point,  la  courbe  AMI  est  égale  au  quart  d'ellipse 

B/7/D ,  et  on  a  5  =  -^  E'  {c). 

("1281  Venons  maintenant  à  la  seconde  formule  qui  donne  la  lon- 

,  B  B 

giludeP,on  aura  d'abord,  en  faisant  7ï=tang=/',  M=  èAcos/~"~"Acos/ 
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lôi 


donc  en  intégrant 


Par  cette  formule  on  de'lerminera  pour  chaque  point  M  dont  la 
latitude  est  connue,  la  longitude  P  de  ce  point;  et  les  calculs  pour- 
ront être  faits  avec  tout  le  degré  d'exactitude  que  comportent  les 
tables  de  logarithmes ,  au  moyen  des  méthodes  que  nous  avons 
données  pour  évaluer  les  fonctions  F  et  n. 

Si  on  failcp  =  go*,  on  aura  la  position  du  point  ï  où  la  courbe  coupe 
l'écj^uateur  par  la  formule 

M 

P"  =  ^  K'^+^O  n' («,  ^)  -  c^F'(c)]  ; 

et  comme  la  fonction  complète  n'(/z,  c)  peut  s'exprimer  par  des 
fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce  ,  il  s'ensuit  qu'on 
peut  déterminer  le  point  I  par  ces  seules  fonctions;  ou,  ce  qui  re- 
vient au  môme,  par  les  seuls  arcs  d'ellipse.  On  pourrait  déterminer 
de  même  une  infinité  d'autres  points  de  la  ligne  la  plus  courte  ;  et 
lorsqu'on  aura  tracé  la  demi-spire  AMI  ,  on  pourra  de  même 
tracer  la  continuation  de  cette  courbe  dans  l'autre  demi-sphéroïde  , 
en  observant  que  les  points  situés  de  part  et  d'autre  à  des  latitudes 
égales ,  ont  avec  le  point  I  des  difïerences  égales  en  longitude, 

(12g).  Il  est  remarquable  que  la  formule  qui  donne  la  valeur  de 
l'angle  P  ,  est  absolument  de  la  même  forme  que  celle  qui  donne 
la  valeur  de  l'angle  résultant  du  développement  sur  un  plan  d'une 
portion  de  la  surface  d'un  cône  oblique  à  base  circulaire  (i25). 

Ce  dernier  angle  est  facile  à  trouver  jusqu'à  un  certain  degré  d'ap- 
proximation, par  de  simples  constructions  géométriques,  déduites  des 
pyramides  inscrites  et  circonscrites.  D'ailleurs  comme  le  cône  oblique 
n'a  de  courbure  que  dans  un  sens^  cette  surface  est  censée  plus  simple 
que  celle  du  sphéroïde  qui  est  partout  à  double  courbure;  ainsi  on 
doit  regarder  le  problème  de  déterminer  la  ligne  la  plus  courte  sur 
la  surface  du  sphéroïde  ,  comme  étant  réduit  à  une  moindre  diffi- 
culté par  la  construction  suivante  ,  qu'on  tire  aisément  de  nos 
formules. 
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IIG.  i3.  Faites  un  triangle  isoscèle  pfp,  tel  que  sa  base /?/?' représenlanl 
l'axe  2B  ,  le  coté  pf  ou  /?'/ représente  le  rayon  de  l'équateur  A;  tirez 
pq  de  manière  que  l'angle  p'pq  ait  pour  sinus  c ,  ou  qu'on  ait 
sin  p'pqz=.  sin  /  sinfpp'.  Sur  pq  comme  diamètre ,  décrivez  un  cercle 
qnp  dont  le  plan  soit  perpendiculaire  au  plan  du  triangle  fpq.  Le 
cône  qui  a  ce  cercle  pour  base,  et  pour  sommet  le  point  y,  est 
celui  dont  la  surface  étant  développée  sur  un  plan,  servira  à  décrire 
la  ligne  la  plus  courte  sur  la  surface  du  sphéroïde  donné.  Pour  cela, 
soit  QM  un  parallèle  dont  la  latitude  est  A,  on  déterminera  succes- 
sivement les  angles  A',  (p  et  «,  soit  par  les  équations  tang  A'=  -r  tang  A, 
cos  (p  =  -T— V ,  tang  7  û)  =  tang  (45° —  \  l)  .  tang  ^  (p ,   soit  par  des 

constructions  géométriques  qui  les  représentent.  L'angle  w  étant 
trouvé,  on  mènera  dans  le  plan  de  la  base  le  rayon  en,  de  manière 
que  l'angle  qcn-=où  ;  tirant  ensuite  la  droite^w,  et  développant  sur 
un  plan  la  surface  qfn,  l'angle  y  du  secteur  produit  par  le  déve- 
loppement^ sera  égal  à  l'angle  P  du  triangle  sphéroïdique  APM,  et 
servira  ainsi  à  déterminer  la  longitude  du  point  M. 

Lorsque  (p  =90°,  on  aura  &)  =  go°  —  t  ;  alors  l'angle  produit  par 
le  développement  du,. secteur  qfn  sera  la  moitié  de  l'angle  produit 
par  le  développement  de  toute  la  surface  Jpnq;  et  comme  ce  dernier 
angle  est  toujours  moindre  que  deux  angles  droits,  il  s'ensuit  que 
l'angle  P  ,  mesuré  alors  par  l'arc  El ,  est  moindre  qu'un  angle  droit  , 
ce  qui  s'accorde  avec  les  propriétés  connues  delà  ligne  la  plus  courte 
tracée  sur  un  sphéroïde  aplati. 

D éiermùiQtion  de  Vairô  de  VeUipsoïde, 

(i5o).  Soit  l'équation  de  la  surface   proposée, 

l'expression  de  l'aire  ,  comprise  entre  des  limites  données  ,  dépen- 
dra de  la   double  intégrale 
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mais  l'une  ou  l'autre  des  deux  inte'/rrationS  ne  peut  s'eflectuer  sans 
introduire  des  fonctions  elliptiques  qui  ne  permettraient  pas  d'ob- 
tenir la  seconde  intégrale.  Pour  rendre  la  première  intégration 
possible,  au  moins  par  arcs  de  cercle  ou  par  logarithmes,  ou 
pourrait  appliquer  la  méthode  que  nous  avons  donnée  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  année  1788;  mais  on  par- 
viendra plus  directement  au  même  but  de  la  manière  suivante. 

Soit  z=c  cosQ,  on  aura  -Y-f-ri=sin'5;  soit  ensuite jr=^sinôcoscp, 

on  aura  x  =  asinQsui(p.  D'après  ces  équations,  qui  équivalent  à 
l'équation  de  la  surface,  il  faudra  exprimer  l'élément  de  l'aire  en 
fonction  des  deux  nouvelles  variables  ô  et  (p.  Et  d'abord  pour 
avoir  la  valeur  de  dxdj ^  je  diflerentie  l'équation  x:=.asm^s\n<p , 
en  supposant  â  constant,  j'ai  dx  z=  adcçi  cos(p  s\a^  ;  ensuite  il  faut 
avoir  la  valeur   de  dj,    en    supposant  x  constante;   c'est     ce    que 

donnera  l'équation  —  -f"  ^=sin*5,  d'où  l'on  lirejr4^=^''^ôsin9cosô; 

donc    dxdj ■=. ah d^ d^ sin^  cos^. 

Substituant  cette  valeur  ainsi   que    celles  de   x  et  j    dans  l'ex- 
pression de   l'aire  S^    faisant  de  plus,  pour  abréger  — "^  =  J'y 

b^'  —  c'' 

— jr^ — =1  c,  on  aura 

S  =y7^/^</??^ôsinâv/[i  — (crsin'(p4-£cos*!p)sin'Ô]. 

L'intégrale^  par  rapport  à  9,  est  facile  à  trouver  par  logarithmes; 
mais  comme  la  formule  qui  en  résulterait  pour  la  seconde  inté- 
gration ,  n'est  pas  du  nombre  de  celles  qu'on  sait  ramener  aux 
fonctions  connues,  nous  nous  contenterons  d'intégrer  par  séries. 
Soit  donc  cT  sin'^ -f- =  cos^^p  =;?,  on  aura,  en  développant  le 
radical , 

S  zzr/TîïZ» J(p^ô  sin  6  (' I -- -  ypsin^ô— 1^  ;>*sin^e— ^4^  D^^sin^ô -.  e te. \ 
\       2  2.4  2.4.0'  y 

Or   en    intégrant  depuis  ô  ==  o   jusqu'à  ô  =  |':r,    on  a 

/^sinô=i,       /ciÔ6in3Ô  =  ^,      /^Ôsin5ô  =  |^,     etc. 
Donc   il  résulte  de  la   première  intégration , 
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S  == /«^./(P  (i- ^  ;.  ~  3^  ;;* --.  ^- ;.3  _  _i_  ^4  _  etc.). 

Celte  formule  doit  être  intëgre'e  de  nouveau  depuis  <p  =  o  jusqu'à 
(p  =  l'7C;  soient  donc  dans  ces  limites y/7i/(p  =  -.P',  fp'd^p^.  -.P% 
/p^d(p  =  -  .V,  etc.  ;  et  l'on  aura,  après  avoir  multiplié  par  8,  l'aire 
totale   de  l'ellipsoïde 

8S  =  4'r«i(— ip'-j^P'-5i-^P--^P--etc.), 
formule  dans  laquelle  il  reste  à  substituer  les  valeurs  suivantes  : 

P'=  ^^.l^u.s,.-.~'hi^,—,, 

'2.4  2       2  2.4 

2,. 4-^  2,4    2  '  2    2.4  2.4.0' 

etc. 

La  loi  de  ces  expressions  est  manifeste ,  et  on  peut  observer 
que  le   terme  général  P'^"^  est   le   coefficient  de  z"   dans    le  déve- 

loppement  de   (i — J'z)  '  (i  —  êz)  %  ou  dans  celui  du  produit 

Ail  reste,  la  suite  P',  P",  P"',  etc.  sera  nécessairement  conver- 
gente si  cT  ef  f.  sont  tous  deux  plus  petits  que  l'unité ,  ce  qui  aura 
toujours  lieu  eu  prenant  pour  c  la  plus  petite  des  trois  quantités 
Uf    b y  c. 

(i3i).  Le  problème  de  déterminer  l'aire  totale  de  l'ellipsoïde 
est  résolu  par  la  suite  qu'on  vient  de  trouver,  aussi  simplement 
qu'il  peut  l'être  quand  on  n'a  pour  but  que  d'obtenir  une  approxi- 
mation.  Mais  il  faut  recourir  à  d'autres  moyens ,  si  on  veut  avoir 
un  résultat   dépendant  seulement  des   fonctions  elliptiques  ou  des 

quadratures   algébriques. 

Dans 
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Dans  la  méthode  précédente  ,  nous  avons  partagé  l'ellipse  qui 
sert  de  base  à  la  surface  proposée,  en  zones  elliptiques  concen- 
triques, déterminées  par  les  projections  des  sections  faites  dans 
l'ellipsoïde  ,  parallèlement  à  sa  base.  Toute  autre  manière  de  par- 
tager la  base  est  également  admissible  et  doit  conduire  au  même 
résultat  après  les  deux  intégrations  ;  mais  il  en  est  une  surtout 
qui  mérite  d'être  soumise  au  Calcul,  et  qui  semble  promettre  des 
résultats  élégans.  Je  veux  parler  des  projections  qui  naissent  des 
lignes  de  plus  grande  et  de  plus  petite  courbure  tracées  sur  la 
surface  de  l'ellipsoïde. 

Monge ,  dans  ses  Feuilles  d'Analyse  appliquée  (édit.  de  l'an  g, 
n'  19),  a    donné  la  construction  de  ces  courbes,  comme  il  suit. 

Ayant  supposé  a'^b  eib^c,  soit  pris  pour  plan  de  projection 
le  plan  des  x  el  y ,  qui  est  celui  de  la  section  principale  dont  a 
et  b  sont  les  demi-axes.  Soient  décrites  dans  ce  plan  une  ellipse  et 
une  hyperbole  auxiliaires,  qui  aient  les  demi-axes  communs  A  et 
B  ainsi  déterminés  , 

le  demi-axe  A  étant  dirigé  dans  le  sens  du  demi-axe  ^,  et  B  dans 
le   sens  de    b. 

L'équation  de  l'hyperbole  sera  ^*  =  j-^(x*  —  A*),'  et  l'équation 

de   l'ellipse,  j*  =■— ;(A' — x*);  elles  se  toucheront  parle  sommet 

où  xz=zA,  et  d'ailleurs  on  peut  observer  qu'en  vertu  des  sup- 
positions faites  on  a   A  <Ca, 

Gela  posé,  soient  j:  =  a,  /  =  ^  ,  les  coordonnées  d'un  point  pris 

à  volonté   sur  l'hyperbole,   ensorte    qu'on  ait  ê'  =  — (a' — A");  si, 

avec  les  demi- axes  et  et  ê,  pris  dans  les  mêmes  directions  que  a  et  b, 
on  décrit  une  ellipse  ,  celle  ellipse  et  toutes  les  ellipses  décrites  de 
la  môme  manière  suivant  les  diverses  valeurs  de  a  et  ^,  avec  la 
seule  condition  qu'on  ait  et  <[  (2  ,  seront  les  projections  sur  le  plan 
des  jceiy,  de  toutes  les  lignes  de  courbure  d'une  même  espèce  , 
tracées  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde. 

2i 
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Les  projections  des  lignes  de  courbure  de  l'autre  espèce^  qui  seront 
des  hyperboles ,  se  détermineront  semblablement  en  prenant  pour 
demi-axes  de  chaque  hyperbole,  les  coordonnées  a',  ^' d'un  même 
point  de  l'ellipse  auxiliaire  ,  lesquelles  doivent  satisfaire  à  l'équation 

Les  projections  des  lignes  de  courbure  de  la  première  espèce 
seront  donc  les  ellipses  tracées  d'après  l'équation 

r=%  («•-^■)=  p  («'-^')  (i  -  ~). 

en  donnant  à  et  toutes  les  valeurs  depuis   a  =  A  jusqu'à  a  =  a. 

Et  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  la  seconde  espèce 
seront  toutes  les  hyperboles  décrites  d'après  l'équation 

en  donnant  à  af  toutes  les  valeurs  depuis  af  =  o  Jusqu'à  a'==  A. 

Considérons  plus  particulièrement  les  ellipses  qui  sont  les  projec- 
tions des  lignes  de  courbure  de  la  première  espèce. 

Lorsqu'on  fait  a  =  A,  on  a  ^  =  o  ^  ^  =  o  ,  de  sorte  que  l'ellipse 
est  infiniment  étroite  ,  et  se  réduit  à  son  grand  axe.  A  mesure  que 
le  demi-axe  a  augmente,  Tautre  demi-axe  C  augmente  aussi;  et  enfin 
lorsqu'on  fait  ct=  a,  l'ellipse  de  projection  se  confond  avec  la  base 
de  l'ellipsoïde,  ce  qui  est  le  dernier  terme  des  projections. 

(i32).  Cela  posé  ,  cherchons  l'aire  de  l'ellipsoïde  qui  répond 
a  l'élément  de  la  base  dxdj ,  compris  entre  deux  ellipses  de  pro- 
jection infiniment  proches.  L'une  de  ces  ellipses  ayant  pour  équa- 

tion  r*=—  (a* —  jc')  ,  on  pourra  faire  x=cl  sin  -^  ,  ce  qui  donnera 

r=  ^  cos -sj^-  Différenliant  x  en  supposant  a,  constante,  on  aura 
dx=^ad\>  cos4;  si  on  passe  ensuite  de  cette  ellipse  à  l'ellipse  infi- 
niment voisine  ,  il  faudra  différentier  l'équation 

en  faisant  varier  et  seul ,  ce  qui  donnera  jdj  =  —  ctdct  ^i ^j  , 
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donc  l'élëment  de  la  projection 

djcdj  =  —  .  -^  (a*—  A»sin*4). 

Lorsqu'on  fait  varier  ^j/  en  supposant  a.  constant ,  le  point  de  projec- 
tion ne  varie  que  sur  une  même  ellipse  de  projection  ;  de  même 
lorsqu'on  fait  varier  et  en  supposant  «xj,  constant ,  le  point  de  pro- 
jection ne  varie  que  sur  une  hyperbole  de  projection  ;  car  en  élimi- 


nant et  et  C  des  équations  et  ; 


,€-• 


y 


sin  4-  cossf.  A"  ^  •'  ' 

on  a  J-*  =    ^^"'''^'1  (jc*  —  A'  sin*  ^  ) ,    ce  qui  est  l'équation  d'une 

hyperbole  de  projection  ,  dont  les  demi-axes  sont  a'  =  A  sin  -vj,  , 
^'=:Bcos4. 

De  là  on  voit  que  l'élément  de  projection  dont  nous  venons  de 
donner  la  valeur,  représente  le  quadrilatère  compris  entre  deux 
ellipses  et  deux  hyperboles  de  projection  infiniment  voisines. 

Si  on  substitue  maintenant  les  valeurs  dex,  j*et  dxdj-  dans  l'ex- 
pression générale  de  S,  on  aura 


'-fn-v^,''^'W 


1  —  ^  ^  ---  . 


el^iWV^'X,  é'^COà~4« 


Cette  expression  paraît  au  premier  coup  d'œil  beaucoup  plus  com- 
pliquée que  celle  à  laquelle  nous  avons  été  conduits  par  la  première 
méthode  ;  mais  en  l'examinant  de  plus  près^  on  trouve  qu'elle  est 
susceptible  d'une  réduction  fort  remarquable. 

B^ 
En  effet,  si  on  substitue  la  valeur  ^*  =  ^e  (*' — ^*)  j  ^^^  recon- 
naîtra que  la  quantité  sous  le  radical  se  décompose  en  deux  facteurs 
distincts ,  l'un  qui  ne  dépend  que  de  a  ,  l'autre  qui  ne  dépend  que 
de  4  5  de  sorte  qu'on  a 

sin*4- +  TT  cos*4-      ^ — <^  "^ 


Si  on  observe  maintenant  que  pour  l'objet  proposé  il  faut  prendre 
l'intégrale   par  rapport  à   4?  depuis  4  =  ^  jusqu'à  4=^'^-»   et 
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]'intégrale  par  rapport  a  a,  ^  depuis  a=  A  jusqu'à  ei=za;  on  verra 
que  ces  deux  intégrales  sont  entièrement  indépendantes  l'une  de 
l'autre  ,  et  qu'elles  peuvent  être  cherchées  isolément  ^  ce  qui  per- 
mettra de  réduire  l'aire  entière  de  l'ellipsoïde  à  des  quadratures 
algébriques  ,  et  même ,  comme  on  le  prouvera  ensuite  ,  aux  seules 
fonctions  elliptiques. 

(i35).  Soient  donc 

.  /     sm'^  4  +  77  *^°^'  '^ 


51^"  4  +TTncos'4 


N  =  fd^  sin'4 \/( 


sin*  4  "f"  71  cos*4 


ces  intégrales  devant  être  prises  depuis  4  =  0  jusqu'à  4  =  î  "^f- 
Soient  encore 

ces  intégrales  devant  être  prises  depuis  a  =  A  jusqu'à  a  =:  <?. 
La  surface  cherchée  sera 

S  =  -|-PM  — ABQN. 

Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les  quatre  intégrales  P ,  Q ,  M ,  N  , 
dans  les  limites  désignées. 

Pour   simplifier  les  formules   M  et  N  ^  soit   tang  4  ==  t  tang  oo  , 

ensuite  n=z  et  c*=  i  — ^  =^.  ^j— ^,,  il  résultera  de  ces 

substitutions 

_-.  cA     r  dô  fi^rt  /  /  \ 

M    =    TTT    /  7 ; T-s — Tr /^  ■    ,    >  =  tîJ  II  Cn,  Cjùù) 

^   «''A    r da  sin'a 

—  Pb  J  (i4-/iÊin=ft))'VCi"-c'=«in'»)' 
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Mais  par  les  réductions  connues  ^  on  a 

/'  dcos'm''»)  ra  sin  a  cos  a  A  (c^  o)  ^  .       F(c',  6  ) 

(i+/ïsin''«)>ACc',  £.)""""  a  (n+OCn+O  (i+nsin^Ô)  "^  an  (n-f-0 

Donc  en  étendant  les  intégrales  jusqu'à  ^z=\^ ,  on  aura  pour  les 
valeurs  complètes  de  M  et  N , 

N  =  ^„  [F.(.')  -  (^)  E.(cO  +  (e:=^)  n.(., .')]. 

(i34).  A  l'égard  des  intégrales  P,  Q,  comme  et  est  toujours  com- 
pris entre  A  et  ûj  ,  si  l'on  fait  A  =  a  sin  /^  ^  on  pourra  prendre 


1  —  cos"  /x  siq''  Ç 

et  la  substitution  donnera 


P  =  «6  sm>  /    .  ^    — r-  ■  ^  J 
^"^   aj        1  — 


cos"  /A  sin*  Ç 

On  a  fait  dans  ces  formules  b'^-=  -r-,  — — i  =  -ni>  de  sorte  qu'on  a 

5*  -f-  c  *  =  I  ,  et  qu'ainsi  les  modules  b'  et  c'  sont  complémens  l'un 
de  l'autre. 

Soit  le  paramètre  7z= — rr-  =  cot*À,   on  aura  ^  =  âsinX,   et 
V*  =?-  cos*a=    \^  *  ou  cos'^^t  =  b'"  sin'  A  :  l'intégrale  Q  se  rap- 

porte  donc  aux  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce,  dont 
le  paramètre  /?'=  — cos*  /*  =  —  b'"  sin*  A,  et  on  trouvera 


Q  =-^  F  (^',  C)  — ^^  n  {n',  b',  o- 

Pour  avoir  la  valeur  de  P,  il  faudra  d'abord  employer  cette  formule 
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de  réduction 

J  "(i4-«'sm*Ç)*  2(1+//)  (i+//sin^;)         Qv!  (i+n')      ^^  ^  > 

Faisait  ensuite  ^  =  ^  tt  ,  on  aura  les  intégrales  complètes 

p~-_^rcos»ÀFY^O+sin"AE'(^')— (i-^2sin»A+^'^sia^A)nY«'^^01 
^        sin  A       ^    ''         6111  ^       ^    *     / 

(i35).  Maintenant  si  dans  l'expression  de  l'aire  S  on  substitue  les 
valeurs  trouvées  de  M,  N,  P,  Q,  il  en  résultera 

S  =  -  n'  (n ,  c')  rcot^^A  F '(60  +  E'(&')  +  (sin>  —  cotV)  n»  (n',  ÔO] 
2 


:CP(.')-co3vn,,.',y)3[^^K.(c')-E,c')+e2î25^^n.(.',c')]. 


Par  un  premier  développement  qui  fait  disparaître  les  termes  oij.  \ts 
deux  fonctions  IP  sont  multipliées ,  on  obtient 

S:=fn.(«,.')[(^,-OF'W+E'W] 

-  f  [^F'W-E'(0]  [F'  (*')-cos'An(«',  b')\ 
Mais  par  les  valeurs  connues  des  fonctions  IP,  on  a 


sin  K  COS  A 


-E'(c)F(i',A) 


sin  A  COS  A 


F'(*)  -cos'An'(«',i')=sia'AF'(è')+::^^?^  [F'(i')E(*» 

-^\V)Y{b',yCj\. 

Substituant  et  faisant  les  réductions  auxquelles  donne  lieu  la  for- 
mule connue  \  =  F' (c )  E' {h')  +  Y\h')  E' {c')  —  F'(^'}  F'  (c) ,  on 
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trouvera 

+  E'(i')-E(A',A)4-£iA(i',X)]. 

J'observe  qu'on  peut  encore   simplifier  ce  résultat  en  prenant  un 
nouvel  angle  v  tel  que  F  (^',  A  )  -\-¥(b',  v)=:Y'Çb')  ;  il  faut  pour 

cela  qu'on  ait  c  tang  À  tang  v  =  i ,  ce  qui  donne  cos  v  z=  -;  on  aura 


c 
a' 

sin  V  cos  V 


en  même  temps  E(b',  X)-f-E(^',  i')=E'  (^')+       ,,    ^ .  Donc  enfin 
Taire  entière  de  l'ellipsoïde  aura  pour  expression 

D'ailleurs   comme  on   a   b'^  ■=  —  , ;^  =  ^r^-r  j  il    en    re'sulte 

A(^',  r  )  =  ^,  de  sorte  que  la  valeur  de  8S  se  re'duit  à  cette  forme 
très-simple , 

8S  =  .*c' +  ^*  [S  F  (*',  0  +  "-^  E  (*»], 

formule  dont  on  pourra  faire  l'application  immédiate ,  en  se  rappelant 

seulement  qu'on  a  cos  »/=:  -  et  b'*  =  -— H-î.. 
*■  a  b'"-  sin'*  V 

Il  est  facile  de  vérifier  cette  formule  dans  les  deux  cas  où  l'ellip- 
soïde devient  un  solide  de  révolution-,  car  si  l'on  aa=:^,  la  formule 
donne  pour  l'aire  du  sphéroïde  aplati  ^ 

8S  =  37r^«H-  -^wfL±!i!L!V 

€l  si  l'on  a  ^=:c,  la  formule  donne  pour  l'aire  du  sphéroïde  alongé, 

8S  =  — —  (v  -4-  sin  j'  cos  v ) , 

ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  connus. 

Nous  sommes  donc  parvenus  à  exprimer  par  des  fonctions  ellip- 
tiques très-simples  ,  l'aire  entière  de  l'ellipsoïde  qui ,  d'après  les 
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autres  méthodes,  semblait  devoir  être  une  transcendante  beaucoup 

plus  compose'e. 

(i36).  Il  résulte  de   cette  solution  que  la  série  trouvée  par  la 
première  méthode , 

est  susceptible  d'être  sommée  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques; 
et  c'est  ce  qu'on  peut  vérifier  directement  de  la  manière  suivante. 

Considérons  la  fonction  T  (j)  ou  simplement  T  j  dont  la  valeur 
développée  serait 

r=j-^P>'-3i5Py-5^P>'-elc.; 
on  aura  par  des  diffère ntiations  successives , 

|=,-Fr-gpy-5py-eic- 

Mais  si  on  remonte  à  l'origine  des  quantités  V,  V%  P%  etc.,  on  trou- 
vera que  la  suite  ^  (i  +P>-»  4-Py+  P^-f- etc.)  n'est  autre  chose 
que  l'intégrale  prise,  depuis  (p=o  jusqu'à  (p=  j  Tf,  de  la  différentielle 

Cette  intégrale  a  pour  valeur 

____±Z 

^[(i__^y)(i_£y)]*' 

Donc   si  on  fait   pour  abréger,   R=  \/[i — (  cT+ê  )/*-{- cT^j^]  , 

on  aura 

i     dv       i    ddv _i_  . 

d'où  résulte  en  multipliant  par  dj  et  intégrant , 

y'dy—J      rl\'-' y  V     R    • 

Multipliant 
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Multipliant  par  j-^  et  intégrant  de  nouveau^  on  aura 

OU,  ce  qui  revient  au  même. 

Soit  maintenant  ^^/cT  =  sin  ^  et  k*  =  j=:  ~  .    ^      ^'^  ou  aura 

dy  1  r/4- 

Il  reste  à  faire  dans  ces  expressions  j-=  i ,  ce  qui  donnera  sin  'J,=  ^/<r, 
cos  4  =  /(  .  _/)  ==î,  R=  VCi-  «T).  v/(  I  -0  =  ^;  donc 
la  valeur  cherche'e 

r=i..4  +  ^:F(A',4)  +  -^E(A,  4); 

d'où  résulte  enfin  l'aire  de  l'ellipsoïde 

8S  =  27rc»+  ^^[cos=4F(A-,  4)  +  sin»4  E(As  4)];" 

et  on  voit  que  celte  formule  s'accorde  entièrement  avec  celle  que 
nous  avons  trouvée  par  la  seconde  méthode ,  puisque  les  quantités 
k  et  'y\>  ne  diffèrent  pas  de  celles  qui  ont  été  désignées  ci-dessus  par 
b'  et  K 

Nous  remarquerons  enfin  qu'on  peut  déterminer  généralement 
Faire  d'un  quadrilatère  quelc^que  compris  entre  deux  lignes  de 
courbure  d'une  espèce,  et  deux  lignes  de  courbure  de  l'autre  espèce. 
Il  suffit  pour  cela  de  substituer  dans  la  formule 

S=|-.PM  — ABQN, 

les  valeurs  des  intégrales  M,  N,P,  Q,  prises  entre  les  limites  don- 
nées. Il  faudra  donc  prendre  les  deux  intégrales  M,  N  entre  les  deux 
valeurs  de  4  qui  répondent  aux  côtés  du  quadrilatère  dont  les 
projections  sont  des  hyperboles ,  et  les  deux  intégrales  P  et  Q  entre 
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^es  deux  valeurs  de  x  qui  répondent  aux  côtés  du  quadrilatère  dontles 
projections  sont  des  ellipses.  Ainsi  tous  les  quadi'ilatères  dont  il  s'agit 
peuvent  être  déterminés  par  des  fonctions  elliptiques,  elles  résultats 
deviendront  plus  simples  si  on  les  applique  à  la  zone  entièr£  com- 
prise entre  deux  lignes  de  courbure  d'une  même  espèce. 

La  figure  \£,  pourra  servir  à  faire  mieux  entendre  les  constructions  que  ce 
chapitre  suppose. 

AKB  est  l'ellipse  principale  dont  les  demi-axes  sont  CA=a  ,  CB==.i. 

L'ellipse  et  l'hyperbole  auxiliaires  sont  représentées  par  ONG  et  OMI  \  elle» 
ont  pour  axes  communs  CO  =A  ,  CG  =  B. 

Ayant  pris  sur  l'hyperbole  auxiliaire  OMI  un  point  quelconque  M  dont  les  coor- 
données sont  Ca  =  fit ,  ûM  =  C  ,  on  décrit  avec  les  demi-axes  Ca=«t  ,..Gèr=C  , 
l'ellipse  ariiÇ,  qui  sera  la  projection  d'une  des  lignes  de  courbure  de  la  première 
espace  ^U-v^v    k? 

L'ellipse  a'm'C  représente  la  projection  d'une  autre  ligne  de  courbure  de  la 
même  espèce. 

Ayant  pris  sur  l'ellipse  auxiliaire  ONG  un  point  que'conque  N  dont  Tes  coor- 
données sont  Cfr=et',  eN  =  C,  on  décrit  avec  les  demi-axes  Ce  =  a',  C/"=C', 
une  hyperbole  emm  qui  sera  la  projection  d'une  des  lignes  de  courbure  de  la 
seconde  espèce. 

L'hyperbole  e'nvf  représente  la  projection  d'une  autre  ligne  de  courbure  de  la 
seconde  espèce. 

Nous  avons  fait  voir  qu'on  peut  déterminer  en  général  par  les  fonctions 
elliptiques  ,  l'aire  de  tout  quadrilatère  formé  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde^  qui 
a  pour  projection  Tnnm'n  . 

De  quelques  Jormul es  générales  qui  -peuvent  se  ramener 
€tux  fonctions  elliptiques, 

(iSy).  La  nature  des  fonctions  elliptiques  étant  connue  et  appro- 
fondie ,  il  importe  de  ramener  à  ces  quantités  le  plus  grand  nombre 
de  formules  intégrales  qu'il  sera  possible.  Gomme  la  multitude  en 
est  infinie  et  aussi  variée  que  les  substitutions  qu'on  peut  mettre 
en  usage,  nous  nous  contenterons  d'indiquer  quelques  cas  où  cette 
réduction  a  lieu. 

I.   On  peut  réduire   aux  fonctions   elliptiques  l'intégrale 

/Vax: 
^(^4.e.r-4.^x^.f<^x«>>  ^^'^'  laquelle  P  est  une  fonction  ration-- 

uelle  de  x. 
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Car  si  on  fait  a:'  =  z,  on  pourra  supposer  P  =  M  4- N  v/z  > 
M  et  N  e'iant  des  fonctions  rationnelles  de  z  ,  et  l'intégrale  pro- 
posée deviendra 

dont  les  deux  parties  sont  comprises  dans  les  fonctions  elliptiques. 

II.  Toute  formule  fi ,  dans  laquelle  P   est  une  htt-Q 

fonction  rationnelle  de  or,  peut  se  ramener  aux  fonctions  elliptiques.  '9 

Car  on  peut  toujours  faire  P=MH-N^,  M  et  N  étant  des  fonctions 
rationrielles  paires  de  x.  Considérons  la  partie     ^   ^j r^ — "       — — ^^  ^        ^ 

Si  on  fait  l/'C«H-  ^^'H-  >^0  =  z,  ce  qui  donné.  '  ^  ^    ~^ —- 

il  est   clair  que  par  la  substitution  de  la  valeur  de  x*,  "^xdx  ne 

contiendra  d'autre  radical  que  \/{&* — /^ct,y -^ /^yz^)  ;   donc  toute    /  ^  ^J    f'^^lSz^ 

la  difficulté  se  réduit  à  intégrer  une  quantité  de  la  forme  '  y      .j 


V/(^^— 4*7+47=^')' 
dans  laquelle  Q  est  une  fonction  rationnelle  de  z*. 

Quant  à  la  partie  -7 ,  si  on  fait  \/  (cL'{-Cx*-\-yjc^) 

s=:  xj,  on  aura 

J..  _  -  g  4-  y/Çg'  -  4^y + 4^^0 
3(7— y) 

</j: î2ryc?y 

^  ""  "vT^^~4^7+ 4*y  )* 

D'où  l'on  voit  que  la  transformée  en^  contiendra  une  partie  ration- 
nelle et  une  de  la  forme 

Ry'rfy 
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R  étant  une  fonction  rationnelle  de^  ;  donc  la  formule  proposée  est 
toujours  réductible  aux  fonctions  elliptiques. 

III.  On  résoudrait  absolument  de  la  même  manière  la  formule 

4.  , 

/Pdjc\/(a,-\-Cjc*-{-yx^),  Pétant  une  fonction  rationnelle  de  x. 

•+•1. 
Ces  deux  cas  comprennent  la  formule  fPdjc  (a, -\- ^a:*-{-yx^)'~^^ 

et  aussi  la  formule /Q</r  (ot+br  +  >j'")  "*,  Q  étant  une  fonction 
rationnelle  dey  ;  car  en  faisant  j-=a:%  cette  dernière  devient  un  cas 
particulier  des  deux  autres. 

IV.  On    peut   réduire    aux   fonctions    elliptiques    la    formule 

/P^x  (ût-|- ^x-f- ^x"-f- cTj:^)"^,  P  étant  une  fonction  ration- 
nelle de  X. 

Celte  réduction  peut  se  faire  de  plusieurs  manières  ;  et  d'abord  si 
on  fait  l'une  ou  l'autre  des  suppositions 

y/(^a,-\-Cx^yx'-\'J'x')=     ^ct^Z'lf-  \ 

\/{ct  4-  ^jc  +  yx^-ir  ^oc")  =  x  / «T  +  s  , 

la  transformée  en  z  sera  comprise  dans  les  fonctions  elliptiques.  Ou 
peut  aussi  faire  disparaître  à  volonté  le  coefficient  a  ou  le  coeffi- 
cient «T  sous  le  radical  ;    il   faut    faire  pour  cela  x  z=l  m -\-  j  ^   ou 

«;:=:/«+-,   et   prendre  pour  m  une  racine  réelle  d^  l'équation 

ct-f.^m-f->m'+crw^=o.  Supposons  qu'on  ait  fait  disparaître  de  cette 
manière  «T  ,  alors  on  fera  a  +  ^x  -f-  yx""  =  z%  ce  qui  donne 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  proposée ,  foute 
la   difficulté  se  réduira  à   intégrer  une  diflerenlielle   de  la  forme 

^— ; — 5-  ,  O  étant  une  fonction  rationnelle  de  z. 

V/(C^— 4*>+4>2i')'  ^ 

V.  On  peut  réduire  aux  fonctions  elliptiques  la  formule...,..- 

-7. p-^-vr-T-i — .  ,  ^  5  , SNj  P  étant  une  fonction  ration- 

nelle  de  a:. 
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Car  si  on  fait  a;*  +  i  =  xz ,  cette  formule  deviendra  d'abord 


J  VL'^i^'— 


_3 

Fx   "dx 


5z)  4-  C  C^»—  2)  +  ';  a  +  ^3  ' 


ensuite  comme  onaj:=|zdbï  {/(z" — 4  )  >  cette  valeur  e'tant  substi- 
tue'e  dans  P,  le  résultat  sera  de  la  forme  MdbN  ^/(z*— 4);  Met  N 
étant  des  fonctions  rationnelles  de  z.  De  plus  on  a 

a;  4-  I  =  X'  j/(z-|-2) 


X 


I   =  zt  jc''  \/(z — 2) 


2X~  *  =   \/  (  Z  4-  2)  :=p  \/(z  —  2  ) 

Donc  toutes  les  substitutions  étant  faites,  la  formule  proposée  Sera 
composée  de  deux  parties,  l'une  de  la  forme  /-—j=Tr-,^3—:-.,Z étant 
une  fonction  rationnelle  de  z,  et  Q  désignant  le  polynôme  aÇz" — 3z) 

-PQ.  J_    -,,  Z'  étant 

aussi  une  fonction  rationnelle  de  z.  Donc  la  transformée  en  z  sera 
intégrable  par  les  fondions  elliptiques. 

VI.  On  pourra   donc  intégrer  de  même  la  formule 

fyç^^^yfjfyr^yf^  ^  )  >  ^  ^^^"^  "^""^  fouctiou  rationuellc  dc  j". 

Car  si  on  fait  P  =  M+Nj-,  M  et  N  étant  des  fonctions  paires 
de^^  et  qu'on  appelle  R  le  radical,  la  partie  -^  rentrera  dans  le 
cas  précédent  ,  en  faisant  a  =  o  et^*  =  x.  L'autre  partie  --^  X 
se  réduit  pareillement  à  une  fonction  elliptique  en  faisant  ^'=  or. 

VU.   On   peut    ramener    aux    fonctions    elliptiques  la  formule 
w.    ,  g^.  ■       8)  »  ^  ^^^"*  ""®  fonction  rationnelle  de  oc,  pourvu  que 

a  et  y  soient  de  même  signe. 

Car  en  faisant  y  =  am^   et  mx  =7,  cette  formule  se  trouvera 

comprise  dans  Iç  cas  précédent. 
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VIII.   Soit   propose   la  formule  Z  =  f——^^. — - ,  O   étant 

une  fonction  rationnelle  paire  de  sia  <p ,  et  m  étant  plus  grand  que 
l'unité. 

Pour  ramener  cette  formule  aux  fonctions  elliptiques,  soit  d'abord 

m±=:^-^y  on  Yoit  que  a,  doit  éti'e  la  plus    grande  valeur  de   (p. 

Soit  donc  sin  (^  =  sin  <st  sin 4 ^    et  c  =  sinct,la   transformée  sera 

Z=  /    ,,  _  ^T'^,  ^.  ,  et  Q  deviendra  par  la  substitution,  une  fonction 

rationnelle  paire  de  sin  %[/,  de  sorte  que  la  formule  proposée  sera  ra- 
menée aux  fonctions  elliptiques. 

,  IX.  Si  on  avait  la  formule  Z  =  1  ,,  r  ^  .  n  »  ^  étant  positif  et 
d'une  grandeur  quelconque ,  il  suffirait  pour  ramener  cette  quantité 
aux  fonctions  elliptiques ,  de  faire  (p  =  ^  -Tf  —  4 ,  et  =  c*. 

X.  Soit  proposé  la  formule  Z  =  / — ttt- ^^'^  .   ,    . — r  ,    dans 

^      ^  J   V  {j  +^  cos  <p  +  A  sin  (p  )   ' 

laquelle/*^  g  ,  h  sont  des  constantes  ,  et  Q  une  fonction  rationnelle 
de  sin  <p  et  cos   (p. 
On  fera  d'abord  (p  =  24-  +  'w  ^  et  on  prendra  l'indéterminée  m  de 

manière  que   tang  mz=-,  alors  la  quantitéy-f-^  cos  (p-f- ^  sin  (p 

deviendra  de  la  forme  y  =i=  ^^  sin^  4  >  et  on  aura  QJ<p==:(M4- 
N  sin  4  eos  4)  ^j  ^I  et  N   étant  des  fonctions  paires  de  sin  4. 

La  partie  ./rrt^  1  •  ^  peut  être   rendue  rationnelle  en   faisant 

f  db  g'  sin*4  =  ^* ,  ainsi  il  ne  restera  à  intégrer  que  la  différent 

tielle     ,,c'^^.-  «r^>  et  il  est  évident  que  cette  intégrale  ne  dépend 

que  des  fonctions  elliptiques. 

XI.  Si  l'on  a  plus  généralement 


~i\/(* 


4-  C  cos  <p  -f-  2^  sin  9  ■\-  ^cos^<p  -J-  g  sia  ^  cos  ?  +  Ç  siu^  f  )  ' 


Q  étant  une  fonction  rationnelle  de  sin  (p  et  cos  <p  ;  on  fera  tang  j<p=  z, 
ce  qui  donne  sm  (p=  — r— ^  j  cos  ^  =  ^,  «f(p  =  — — 5,  et  la  trans- 

formée  en  z  ne  contiendra  qu'un  radical  sous  lequel  la  variable  ne 
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passe  pas  le  quatrième  degré  ;  elle  sera  donc  généralement  re'duc- 
tible  aux  fonctions  elliptiques. 

XU.  Soit  enfin  Z  ^f^^ç^^^+c'sXuy+^à.'çn  '  Q  «'•»"'  ""« 
fonction  rationnelle  paire  de  sin  <p  ;  si  on  fait  tang  <p  z=  m  tang  >[/ , 

ce   qui    donne  «n^  ^  =  ;;^^^-qr;^^  ,  cos  ?>  =  ^.,1^.4+ .^sH  ' 
J^  ::::= ÎJL'T ^     la  transformée  sera 

7  __  r_ w : 

Prenons  l'indéterminée  m ,  de  manière  qu'on  ait  oL*m*-^C*m*z=oL*, 
ou   m'  =  -^ ,  l'intégrale    précédente    se    réduira   à    la    forme 

"'^     . — r-  ;  et  comme  parla  même  substitution  O  devient  une 

l/CA  +  Bsin'^)  ^  ^ 

fonction  rationnelle  paire  de  sin  ^ ^  la  formule  Z  se  ramènera  encore 
aux  fonctions  elliptiques. 

(i38).  Nous  ne  multiplierons  pas  davantage  ces  exemples  de  ré- 
duction ;  ils  suffisent  pour  indiquer  les  substitutions  a  faire  dans 
les  cas  analogues  à  ceux  que  nous  avons  développés.  Nous  termi- 
nerons en  réunissant  dans  un  même  tableau  quelques-unes  des 
formules  les  plus  simples  dont  l'applicption  se  présente  fréquem- 
ment dans  les  intégrales  qui  se  rapportent  aux  fonctions  elliptiques; 

J    A  ^    '  ^^  (  t  ormules  prmcipales. 

f^d<p  =  E(c,  (p)J 


d(p  '   17 /•        /w  ^        c*sin^cos^ 


/ 

/ 


=  UE-b'F) 


b'A 


â, 


dtp  ros^  <p 


flA-  =i(Atang(p  +  ^*F--E)  ^ 


J  — A =  Si  (^  tang  (p  —  E) 
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/^^^  =  2A  tang  1  <p  +  F  _  2E 

f-K^T^  = '^  ^"S  i  f  +  ^^  ~  ^^ 

/A  J(p  tang'Ç)  =  A  tang  (p  +  F  —  2E 

fà.^d(p  =  ^  A  sin  (p  cos  (p  +  ^~1°  ■  E  —  ^^  F 

/Ad<psm'(p  =  —  ^  A  sin  <p  cos  (p  +  ^|=-'  ^  +  Ê  ^ 

/AûTfp  cos'cp  =  I  A  sin  (p  cos  (p  +   ^  ^     E — ^-^  F. 

Toutes  ces  inte'grales  sont  prises  à  compter  de  <p  =  o. 

De  V intégrale  r=f^^^-i^±^l^^-^^:  ^^ 

(iSg).  Cette  inte'grale  où  le  polynôme  sous  le  radical  manque  de 
second  terme  ,  est  généralement  réductible  aux  fonctions  elliptiques 
j:  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

En  effet,  si  on  décompose  le  polynôme  a -f- ^.3:4- 5^0:"+ éx'^  en 
^  facteui's  réels  du  second  degré  ,  de  cette  manière  : 

a4-^j:  +  5/a?*-f-ÊX'^=6Cx'+  Ax  +  /a)  (x' — Ajc  +  v), 
et  qu'ensuite  pour  faire  disparaître   les  puissances  impaires  de  la 
variable  sous  le  radical ,  on  suppose  x  =    "T^-^ ,  on  aura ,  pour 
déterminer  p  et  ^,les  équations  Z^y^^^i'^H"'  "'^Jj" 

lesquelles  donneront  toujours  pour  p  eX.  q  des  valeurs  re'elles,  en 
prenant  convenablement  les  valeurs  à.Q  K,  jjl  ,v  (art.  5). 
Cela  posé  ,  si  l'on  fait  pour  abréger, 

M  =/;^  —  A;;  +  V    =  (/7— iA)  (;>— ^) 
N  =  7'  ~  A7  +    v    =  —  (7  —  ^  A)  ip  —q) 
V  :=p^   -{•   7p^  fA=.  (p^LX){p-^q) 

Q  =  ^-  4-  A^  +  /*  =  —  (^  +  ïA)C^— y), 

on 


*? 


r 
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on  aura 

(  1  4- j  ) 
et  la  transformée  en^  sera 

V  —  r^ __ „>)  r___^yl(p+^yy  +  ^<i'  +^)^] __: 

Soit  pour  abre'ger  ,  Y  =  \/[_&(^ -{-Qj*)  (M  +  N7')]  ^  ^"^  ^^''^  P^^ 
le  développement  de  la  quantité  précédente, 

Y 

Mais  par  la  différentielle  de  — ; —  ,  on  trouve 
^  ^+y 

Substituant  dans  cette  quantité  les  valeurs  de  M,  N,  P,  Q,  on  aura 

De  là  on  tire 

t. 

Or  les  intégrales  /  —-  ,  f  -y^  se  ramènent  par  les  transformations 

connues ,  aux  fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde 
espèce  ;  donc  l'intégrale  V  ne  dépend  généralement  que  de  ces 
deux  fonctions  ,  et  par  conséquent  peut  être  déterminée  par  des  arcs 
d'ellipse. 


De  V intégrale  Z  =  f- 3 


dz 


(140).  Celte  intégrale  se  ramène  aisément  aux  fonctions  ellip- 
tiques par  les  méthodes  données  dans  l'article  157  ;  mais  le  calcul 
jïiérite  d'être  développé  dans  quelques  cas  particuliers,  à  cause  de§ 

;^6 
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réductions  qu'ils  présentent  et  qui  peuvent  jeter  un  nouveau  Jour  sut 
l'usage  des  fonctions  elliptiques. 

Supposons  d'abord  v  positif,  />t  étant  à  volonté  positif  ou  négatif, 

3  p 

si  on  fait  ^(i  -j-  )^z")  =  /,  et  a'= i  ,  on  aura  pour  première 

transformée 

7  —  ?v^  r      y^y ; 

Cette  intégrale  peut  se  décomposer  en  deux  autres  ;  soit  pour  cet 
effet, 

J  c*  — 


et  on  aura 


Q=/(? 


+y)v/(/-o* 


3v/ 


Usty. 


f(P-Q)- 


L'intégrale  Q  se  trouve  immédiatement;  car  si  on  met  au  lieu  der 
sa  valeur  en  fonction  de  z,  on  aura 

Ainsi  la  quantité  Q  est  donnée  par  un  arc  de  cercle  si  /a,  est  positif, 
et  par  un  logarithme  si  /a  est  négatif.  Tout  se  réduit  donc  à  trouver 
la  valeur  de  l'autre  intégrale  P. 

Pour  cela  ,  soit  j  ==  i  -f-  -^S  on  aura 


=/c 


a  (i  +oc'')dx 


Cette  intégrale  dépend  en  général  des  fonctions  elliptiques  dont  le 
paramètre  est  imaginaire,  et  nous  avons  donné  pour  cet  objet  les 
formules  nécessaires.  Mais  dans  le  cas  de  a,  z=:  2 ,  l'intégrale  P  ne 
dépend  que  d'une  fonction  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  est 
réel,  et  c'est  ce  cas  dont  nous  allons  développer  le  calcul. 

Ayant  donc  fait  a  =  2  ,  ou  v^zg/A,  il  s'agira  de  trouver  l'intégrale 


'•""/(x^ 


Q  (1  -\'X'')dx 

+ 3)'i/''C^'^+3^^+3)* 
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"Pour  cela,  soit  r=^/3  elx-=r{SLn^\(p;so\t  de  plus  c=  ^  \/(2 — \/^) 
:=sin  i5%  on  aura  la  transformée 

^J     A  V,    6r     "T"  6r  •  1  —  i  sin  V  ' 
d'où  l'on  tire 

6r     ^^6    ^         »^  ^6/-J    (1— ism^(p)A 
Pour  avoir  cette  dernière  inte'grale,  soit  \/(i —  c'sin*<p)  ==  u  sin  (p  , 
la  différentielle  7 .   .  ;  .  ^  deviendra r — r— ,   et  son  inteWale 

sera  -log("__^  )  ;  on  a  donc 

P  ^  l=r  F  +  î  n  (- 1)  +  i  log  (^±il!l!l?\ 

On  n'ajoute  point  de  constante ,  parce  que  cette  inte'grale  s'évanouit 
lorsque  (p  =  o,  valeur  qui  répond  à  celle  de  z  =  o. 

La  valeur  de  P  dépend  donc  de  la  fonction  elliptique  de  troisième 
espèce  n  ( — \  )  ,  et  il  faut  examiner  si,  à  raison  du  paramètre  — ^, 
cette  fonction  ne  pourrait  pas  se  réduire  indéfiniment  à  une  espèce 
inférieure. 

Ayant  le  module  c  z=z  ~  [/ (  2  —  \/3),  et  son  complément 
^  =  ^  y/(2  +  V^5) ,  on  voit  immédiatement  que  le  paramètre 
nz=  —  ^  se  rapporte  à  la  seconde  forme  du  n"*  5o,  et  qu'en  faisant 

w  =  —  I  +  ^*  sin^  ô  ,    on  aura   sin*  ô  ==     7;      =4  —  ^  V^  ^  y    o^ 

sinâ=  v/5 —  I.  Or  cette  valeur  de  sin  Q  est  celle  qui,  suivant  l'ar- 
ticle 24,  satisfait  à  l'équation  F(^,  6)  =  jF'(/').  Donc  la  réduction 
de  la  fonction  n  ( — ^  )  est  possible,  et  elle  s'effectuera  par  la  for- 
mule du  n"  102  qui  donne 

li^nj^^i  —^«.io^cogâ^  J-  l^^  ?';-!-  6»  sin  â  cos  ô  sin  ç  cos  ?• 

Il  s'agît  donc  de  faire  les  substitutions  dans  cette  formule;  or  la 
valeur  connue  de  9  donne  -, —    .'      .  =  -,  on  a  ensuite  par  les  for- 

6*  sin  ô  cos  â         r  '  '^ 

mules  du  n°  Sy,  V==7^»  sin  ô  sin6,  (i  -|-sinO),  cos  9,  =  i  —  sio  9 
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=  2  —  \/5,  sia  9^=:  r  sin  6;  donc  V  =  — .  On  a  en  second  Heu  par 
les  formules  du  môme  article  ^ 

Wi               ^          ra' i/*' sin  6  sin  6»  ,        i  ,  n'l/*'sin'^5  sin  ôj 

=  Q   ,  ,arc  tanff  —^ — -, h?— r-7  arc  tane:  —7—" — -, — -, — ^-» 

3  I/o.  o  1  4- ft  '  3  ]/et  o  i  +  zi' — n  cos^Ôcosôi 

Substituant  les  valeurs  de  ô  et  ô,,  faisant  de  plus  a/ =:^Mang*<p  et 

y  CL  = ,  on  aura 

'  sin  <p  cos  (p  ' 

^-7.        sin  (B  cos  (p  .  rtanîTffl    ,   sin  a  cos  ®  .  rA  tang- « 

VV  =  — i-r— ^  arc  lan^  — -^-j ~~ — -  arc  tancf  — r—r~- 

3a  02A'        3a  1+  '  A^ 

Donc  la  fonction  n  ( —  i  )  se  réduit  à  la  première  espèce  par  la 
formule 

TT/       i\        /         i\ -c   I    2         ^         rtang(p    ,    2  ^  jA  tan»  0 

n(~i)==  (^i--^  F4-3-arctang-^  +  3;arc  tang  ^-p-4-?. 

Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  l'intégrale  P,  on  aura  enfin 

D'où  l'on  voit  que  l'intégrale  P  devient  finalement  indépendante  des 
fonctions  elliptiques  ,  et  que  son  expression  ne  renferme  que  des 
arcs  de  cercle  et  des  logarithmes.  Il  en  est  par  conséquent  de 
même  de  l'intégrale  proposée  Z  dans  le   cas  où  Ton  a  a  =  2,  ou 

V 

Si  on  veut  avoir  la  valeur  de  Z  lorsque  ;3  =  go  ,  il  faudra  faire 
(p=7r,ce  qui  donne  P  =  —  ;  d'ailleurs  dans  le  même  cas  on  a 
Q  =  -  ;  donc  Z  = 


9'  ""4V/-' 

(i40-  Les  réductions  nombreuses  qui  se  sont  offertes  dans  le 
calcul  précédent,  doivent  faire  présumer  qu'il  est  possible  de 
parvenir  au  même  résultat  sans  le  secours  des  fonctions  ellip- 
tiques ;  c'est  ce  qu'on  va  mettre  hors  de  doute  de  la  manière 
suivante. 

Remarquons  d'abord  que  dans  la  formule  Z ,  on  peut  changer  à 
•     volonté  le  coefficient  v  en  un  autre  /,  pourvu  qu'il  soit  de  même 
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signe,  et  qu'il  suffit  pour  cela  de  (aive  z \/ v  =  z  {/ / . Soh  donc  ^  =  5, 
ce  qui  donnera  pour  le  cas  que  nous  conside'rons  /*  =  j  ,  et  la  for- 
mule proposée  sera 

z=r — '-^ 


Je  fais  z  =  — r—  *  et  i'ai  la  transforme'e 


S  +  zOV'Ci+Ss^) 
Tme'e 

(i — x"^^  dv 


^  (I- 


■a:3)v/(i+a;3) 

Je  remarque  ensuite  qu'en  faisant 

r  —  dx 


M 


+  x^) 


r         —  x^d. 
'J  (i-x'^)^i^ 


+  x') 


on  aura  j  Z=  2"^  (M  —  N).  Il  ne  s'agit  donc  que  d'avoir  les  inte'- 
grales  M  et  N.  Pour  cela  , 

Soit  ^1".      \/(i  -\-jc^)='^^~  ,  on  aura  M  =  2~  U  ^~2_  ^. 

Soit,  2\      v/(i+>^')==-^  >  on  aura  N  =  ^-^J^^^,. 

Ces  deux  intégrales  sont  donc  de  la  même  forme ,  et  peuvent  s'ex- 
primer par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

S'il  fallait  les  évaluer  séparément,  elles  présenteraient  une  diffi- 
culté j  car  l'intégrale  proposée  devant  être  prise  depuis  ;j  =  o  qui 
donne  a:  =  1  et  <=i  ,  l'intégrale  M  contiendrait  une  constante 
infinie.  11  en  serait  de  même  de  l'intégrale  N;  mais  comme  nous 
n'avons  besoin  que  de  la  différence  de  ces  intégrales  ,  on  peut  éviter 
entièrement  l'infini  par  un  moyen  fort  simple. 

On  voit  en  effet  par  la  nature  de  la  question  ,  qu'on  aura  la  valeur 
de  Z  par  la  seule  formule 

^  —  ^Jnr^iTy 

pourvu  qu'on  prenne  l'intégrale   depuis   u  z=z  t=.  -^  ^    ^^ — jusqu'à 

3 
f  =  w  =  -^ — ^ .   L'intégration   étant   donc   effectuée   entre  ces 
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limites  toutes  deux  variables,  on  aura  généralement 

Si  on    veut  avoir   l'intégrale  lorsque  z  =  oo ,  il  faudra  supposer 

3 

\/(  i  -^  jc^)  =:  co  y  a>  étant  infiniment  petit  ;  on  fera  donc  t  = , 

3, 

et  «  =  ^^ ,  ce  qui  donnera  Z=-~  :   résultat    conforme   à    celui 

*  .         4         ■ 

que  nous  avons  trouvé  par  l'autre  méthode ,  puisqu'on  a  dans  ce 
cas  f^  =  i. 

(142).  Revenons  maintenant  à  la  formule  générale,  et  suppo- 
sons que  V  est  négatif,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  considérons 
directement  la  formule 

^      r  dz 


=f-- 


^z^)^(i_,s») 


dans  laquelle  nous  supposerons  v  positif,  (jl  étant  à  volonté  positif 
ou  négatif.  Si  on  fait  j/(i  —  vz*  )  =^  et  a'  =  -  —  i  ,  on  aura  la 
transformée 


^  r -ydy . 


qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  Z  =  -^—  (P — Q  )  ,  en  faisant 

P  =  r =-2^y_ 

On  trouve  immédiatement  la  valeur  de  la  seconde  intégrale 

pour  avoir  celle  de  la  première  ,  soit^  =  1  —  jr",  ou  aura  la  nou- 
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\elle  transformée  éi-z^  —  / 

p  __  r ^ii-^x^)dx _  /".Jr""^^ "^"^^ 

Cette   intégrale  de'peiid  en  général    des  fonctions  elliptiques  dont  ^     -<rjt/^3^      »    N 

le  paramètre  est  imaginaire  ,  et  elle  peut  être  ramenée  à  celles  dont  "  <  £         'îXn.Vi?    ** 

le  paramètre  est    réel.  Mais  dans  le  cas  de  £*  =  2 ,  la  solution   se  '                  ,                 / 

simplifie  beaucoup  et  devient    tout  à   fait  indépendante   des  fonc-  3flt  1^  ^  fr*:  ^''i  ^-* ^ 

lions  elliptiques;    c'est  ce   qu'on   vérifiera  aisément  en  traitant  la  -f  «x^i^^i^ 

formule  '             f-^^yV^^'^-ir^ 


-i-3)  v/(^'— 3x»4-3)' 
comme  celle  de  l'exemple  précédent. 

(145).  On  peut  aussi,  dans  le  même  cas,  parvenir  directement 
au  résultat  de  l'intégration  sans  le  secours  des  fonctions  elliptiques. 
Et  d'abord  comme  la  valeur  de  v  peut  être  prise  à  volonté  ,  sup- 
posons v  =  3  ,  Ce  qui  donnera  jul  :=  ^  ,  et  la  formule  proposée 
deviendra 


z 


-fj 


^dz 


3    -  .  X 


(;3  —  2'0v/C  1—3^0 
Soit    \/{i — 3z*)=i  —  -,  on  aura  la  transformée 

3    r     ii-^x^)dx  ]/3    r     3a:î+i  dx 


3   r    (i— j:')  dx  \/3    r 

'~~âJ(i+xo(3x"— 1)     irjî 


3x^4- 2a;"— 1  •  \/(dx>-j-ex'—iy 

La  première  partie  est  rationnelle  ;  la  seconde  semble  devoir  se  dé- 
composer en  deux  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce  à 
cause  des  deux  facteurs  du  dénominateur  5x^~{- 2x'' — i.  Mais  si 
on  examine  les  choses  avec  plus  d'attention  ,  on  trouvera  qu'en  fai- 
sant v/(5ct^+6:r* — i)=:px,  la  seconde  partie  devient  —  -^  f  f^  , 
de  sorte  que  la  valeur  totale  de  Z  est 

2^  __ 3  r     (i—x^)dx      \/5  r  dp 

2J  il -i-x')  (5x^—1)        T  J  p^—4- 

Ainsi  cette  intégrale  se  détermine  entièrement  par  les  arcs  de  cercle 
el  les  loiîarithmes. 


ao8  PREMIERE  PARTIE. 

Une  pareille  simpliGcadon  aura  lieu  en  ge'ne'ral  pour  la  formule 


h 


car  si  on  fait  le  radical   \/(ol-{^^x*-\-  yx^)  =px ,  cette   formule 

deviendra   /  ^ cS^='^   re'duction   fort  remarquable  et  analogue  à 

celle  qui  sert  de  base  à  la  formule  du  n°  4^. 

L'intégrale  / ^3 que  nous  venons  de   de'terminer 

^  (3  ±2;^)  y/(i±:5z'^) 

dans  ses  deux  différens  cas ,  se  trouve  mentionnée,  page  1 16,  dans  la 
liste  que  Fuss  a  donnée  des  ouvrages  d'Euler  ;  mais  le  mémoire  qui 
la  concerne  n'a  pas  encore  été  publié.  Nous  avons  voulu  faire  voir 
par  un  exemple  aussi  remarquable  ,  que  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  conduit  d'une  manière  sûre  aux  expressions  les  plus 
simples  des  intégrales  qui  s'y  rapportent. 

(i44)-  Indépendamment  des  deux  cas  dont  nous  venons  de  parler, 
îl  y  en  a  un  troisième  où  l'intégrale  Z  ne  dépend  que  des  arcs  de 
cercle  et  des  logarithmes.  C'est  celui  où  l'on  aurait 


J  ( 


3dz 


(3_-)v^(i+z^)' 


irl 


intégrale  qui   se  rapporte    à    la   formule  générale  du  n"  1 59  ,   en 
^/^-f^  faisant  >':=i,/a=  —  jCt  a^==  —  4-  ^^  "®  saurait  alors  éviter  de 
rencontrer  dans  l'intégrale  P  des  fonctions   elliptiques  dont  le  pa- 
ramètre est  imaginaire  *,  mais  la  réduction  de  ces  intégrales  conduira 
a  un  résultat    entièrement   indépendant   des  fonctions  elliptiques. 
Nous  n'entrerons  point  dans  le  détail   de  ces  réductions,  et  nous 
^•wT^/V^i   ^«^/  ^Ciious  bornerons  à  prouver  par  une  autre  voie  ,  que  l'intégrale  Z  peut 
être  déterminée  par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 
-    '  :  ,  Pour  cet  effet ^  soit  i  +:;*  r=  ^j^,  on  aura  la  transformée 

Mais    si    on    considère   l'intégrale   T  =  / 3 ,    et   qu'on   fasss 

3,,  ,         .         t  2V\/3  î^dt  dt         tdy 

i/(t — I  j  = 1 ,  on  aura  t  =  -7^ — fy/T-j — ^  , ?  = "7  ; 

donc 
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donc 

■^  —  âj  i-y  "^   2  J  (i-y)  \/(4/-0' 

Ainsi  on  connaîtra  l'intégrale  Z  si  T  est  connu  ;  or  il  suffit  de 
faire  V-  = — ^—. ,  et  on  aura  T  =  / — ^o  ;  donc  Z  se  de'terminera 
par  l'e'quation  ^ 

et  par  conse'quent  Z  peut  s'exprimer  par  les  arcs  de  cercle  et  les 
logarithmes. 

Des  cas  prùicipaux  où  Von  peut  évaluer ,  par  les  fonctions 
elliptiques  ,  V intégrale  T^j  =  l-^— — - — ,  prise  depuis 
X  =-0  jusqu  a  X  ==^  1, 

(145).  Ces  intégrales  dont  nous  traiterons  fort  au  long  dans  la 
seconde  partie ,  peuvent  se  déterminer  dans  plusieurs  cas  par  des 
fonctions  elliptiques  complètes  de  la  première  espèce.  Ces  cas  sont 
ceux  où  l'exposant  n  est  égal  à  l'un  des  nombres  5,  4>  ^j  ^  c*^  *^' 
Nous  allons  les  examiner  successivement. 

PREMIER    CAS,  ^î  =  3. 

La  seule  transcendante  à  déterminer  est 

et  sa  valeur  déjà  trouvée  (art.  Sg)  est 

(iW2^  3~^F'(sin  i5-). 

SECOND   CAS,  /2=4' 

(146).  Il  suffit  encore  dans  ce  cas  ,  de  déterminer  la  transcendante 
/i^\ \r     dx      r    dz 
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l'intégrale  par  rapport  à  z  devant  être  prise  depuis  s  ==  o  jusqu'à 
z  =  00  ;  or  l'une  ou  Tautre  des  deux  formes  conduit  au  même 
résultat 

(i)  =  F'  (sin  45"). 

TROISIÈME  CAS  ^  /î  =  6. 

(147).  Toutes  les  intégrales  représentées  par  (-)  peuvent  être 
déterminées  dans  ce  cas  par  la  seule  transcendante 

La  première  forme  donnera  ,  en  faisant  —  =  i  -j-  z%  le  résultat 
f^- j=  23  3~4  F»  ^sin  i5°).    La    seconde    donnerait  ,    en    faisant 

—  =j^" —  I  ,  le  résultat  (-j  =  2^  3"  *  F'  (  sin  76°  ) ,  et  de  ces  deux 

Valeurs  on  déduit  F' (sin  75*)=  v/^E' (sin  i5°),  ce  qui  est  une 
propriété  connue  de  ces   deux  fonctions. 

QUATRIÈME  CAS  ,  n  =  Se 

(148).  11  faut  dans  ce  cas  évaluer  les  deux  transcendantes 
/i\         ir     dx  1       TT  r     dz 

(7)= ^vfô=3ô ==*'<'»8yj7ô+?) 

/3\ i- /^     xdx       1         JT    r      zdz 

La  seconde,  en  mettant  a:*  à  la  place  de  x ,  devient  2"»  /  1_^'>» 
et  sa  valeur  est  f-j=^^F'  (sin  45°). 

Pour  évaluer  l'intégrale  / -J,   nous  choisirons  la  seconde  forme 

.     /         .  dz 

OÙ  il  s'agit  d'intégrer  la  différentielle  — 77- v-k  entre  les  limites  z=o, 

2  =  00.  Supposons  cette  intégrale  trouvée  depuis  z  =  o  jusqu'à 
;z  =;  I  ,  et  appelons  <J  la  partie  comprise  depuis  z=i  jusqu'à  z=  00; 
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si  l'on  fait  z  =  -  ,  on  aura  la  transformée  Q  =  /  -gr ,  qui  devra 

être  prise  depuis  u=i  jusqu'à  u=:o  ;  en  changeant  son  signe  , 
l'intégrale  devra  être  prise  depuis  u  =  o  jusqu'à  m  =  i  ;  et  comme 
alors  on  peut  mettre  z  à  la  place  de  m,  il  est  clair  que  l'intégrale 

cherchée  1 —T(-^r~9r\9  prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  oo,  sera  égale 
a  1  intégrale  1  z=  I  — 77-^7  gvj  prise  depuis  z  =  o  jusqua  z=  i. 

Soit  i  -{-  z^  ==/P^%  on  aura   v/(  i  +  z^  )  =  z*  V^(p* —  ^  )  >  et  par 
conséquent  T=  /   a //  a_l  >>'  "^^^^  l'équation   i  +  z^  =  pz"  donne 


donc  on  aura 


cette  intégrale  étant  prise  depuis  p  r=  2  jusqu'à  yo  =  00. 
Soit  /?  =  2  -|-  9',  on  aura  la  nouvelle  transformée 


T=/^ 


rf(7 


V/C(9'+3  -h   \/9)  (7^+2—   V/2)]  '^ 


qui  devra  être  prise  depuis  q=o  jusqu'à  y  =  oo-  Soit  m*=2-}-'[/2  , 
^  ==  m  cot  <p    et    c*  =  2  \/2  —  2  ,  on    aura    l'intégrale    indéfinie 

T  =  -    / -7 7 '^a  .  ,  .  =— F(<?,^),    et    l'intégrale     complète 

T'  =  —  F'  (c)  :  donc  enfin  la  valeur  de  la  transcendante  cherchée 
(  -  j  sera 

On  a  vu  d'ailleurs  (  n*  64  )  que  pour  cette  valeur  du  module  o 
à  laquelle  répond  le  module  complémentaire  b={/2  —  i  =  tang  J , 
on  a  F'(c)  =  \/2Y'(b).  Ainsi  la  transcendante  (  -)  s'exprime  éga- 
lement par  2~^F'(c)  ,  ou  par  2^F'(^)  =  2^1' f  tang  ~\ 
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CINQUIÈME  CAS,    7Z=   12. 

(149).  Toutes  les  intégrales  comprises  dans  ce  cas  seront  de'ter- 
niinées,  si  on  connaît  les  trois  transcendantes 

les  intégrales  en  œ  étant  prises  depuis  x=-o  jusqu'à  a:=  i  ,  et  les 
intégrales  en  z  étant  prises  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  co. 

La  seconde  et  la  troisième  se  ramènent  immédiatement  aux  for- 
mules déjà  intégrées.  En  effets  si  au  lieu  de  a:*  on  met  jc,  la  seconde 
formule  donnera 

et  si  au  lieu  de  x^  on  met  x ,  la  troisième  donnera 

(l)  =  ^/7fe)  =  ir.(sin45'). 

Venons  maintenant  à  la  première  intégrale  qui  parait  présenter 
d^assez  grandes  difficultés. 

En  choisissant  la  première  forme ,  il  s'agira  de  trouver  l'intégrale 

/'de 
_    ,^^  depuis  x=o  jusqu'à  x=  i.   Pour   cela,  je    fais 

a:'  —  -^  =  g  ,    d'où  je  tire  successivement  -4  +  JC^  ==  ^^  -h  2. 

L         x'=g'-}-3q,  l'^x'^:=xUq'-JrZq),  — -^--  =     ,   .^"^f ,  ^  .  ; 
x^  '      ^       ''  ^/      '       v/^   y/(i — ^^la^  x^\/(q^-\~5q)' 

il  reste  à  trouver  la  valeur  de  -^  j  or  de  l'équation  ~  —  x'  =  q  ^ 

on  déduit  l=i  9+ t/(i  ?■+.);  donc-^=i^+i.^A, 
donc  enfin  la  transformée  sera 

y i  Ç ^ ,2  C  ^^V^ 
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ces    deux   nouvelles    intégrales    devant   être   prises    depuis  q  =  o 
jusqu'à    ^  =  00.    Si   dans   la   première;    on    fait    q^z^p",   on    aura 

/i7(^57)  =/v/(p'f+5)  >  ^^"^  intégrale  qui  doit  être  prise  égale- 
ment depuis/?  ==0  jusqu'à/?  =00  ,  se  trouvera  par  la  formule  du  n*  58 , 
et  on  aura  pour  re'sultat  /— rrr^-^j-r;  =  -4-  f'  (sin  45°). 

(i5o).  Il  ne   reste  donc   à    trouver  que  l'inte'grale 

•^  '~J  V/ W+  3)  ir-^  4)]  ^J  y{q'+  7V'+ 12)  ' 

cette  formule   rentre  dans   le   cas   vu  de  l'art.  1^7  ;  on  fera  donc 

/w^=  12  et  ^'+  ^^'^  =  ^2,   ce  qui  donnera   d'abord  q^-\-']q*'  +  12 

i^ 

:=iq^  (z^— 2/M'+7),  et  Q=f^^J__l^._^^y  Mais  de  l'équation 
7*4-  ''^"^  =  ^z,  on  déduit  successivement 

q  ~}-  m  z=  q"    \/(z  ^  2m) 

j_ 
q  —  m  ==  dr  7*   v/^(  z  —  2m) 

g"^  dq  =  ii^^—  ± Lf?l_ 

Donc  on  aura  la  transformée 


Q = r i± db  r 


l/(z, 4-  2m  ) .  1/(2=—  2m^-f-  7)        J  \/(z—  2?n  ) .  \/(s^--  2m'>+  7)  * 

le  double  signe  =b  est  relatif  aux  deux  valeurs  de  q  qui  répondent 
à  une  même  valeur  de  z.  La  quantité  z  a  pour  maximum ,  z==:2m, 
lequel  a  lieu  lorsque  q=zm\  et  la  correspondance  de  ces  deux 
variables  est  telle ,  que  depuis  ^  =  o  jusqu'à  q  z=.  m  ,  la  valeur  de  z 
décroit  depuis  z=co  jusqu'à  s=2m  ;  et  depuis  7=m  jusqu'à  q=oo  , 
la  valeur  de  z  croît  depuis  zz=:  2m  jusqu'à  s  =  co. 

De  là  on  voit  que  depuis  q  z=  o  jusqu'à  q  =  m,  l'intégrale  Q  sera 
représentée  par  la  différence  des  intégrales 


r i^ r 

J  l/|z— 2m)v/(z'— am='+7)        J  ] 


Ur. 


V/(«-{-2m}V/(5^— 2m*4-7)  ' 


3ï4  PREMIÈRE  PARTIE. 

et  la  somme  àe  ces  inte'grales  représentera  l'intégrale  Q  prîse  depuU 
q  z=.m  jusqu'à  ^  =  00.  Donc  en  ajoutant  ces  deux  parties  ,  Tiulëgrale 
totale  Q  sera  exprimée  par  la  seule  intégrale 


h 


\/(z—  2m)  V/(2.' 2771=^-1-7) 

Soit  z  :=2m-\-p*j  et  on  aura  enfin  la  transformée 

0=  r --P- 

laquelle    devra  être   intégrée    depuis  p  =  o  jusqu'à  ^  =  00.  Com- 

4. 

parant  cette  intégrale  à  la  formule  du  n°  38  ,  et  faisant  c=  ^      jL  »    ^  ^ 
on  aura  pour  résultat  Q  =  4  sin  i5°.F'  (c)  ;  donc       .   v  *4       '  ^  ~i/^ ^  y^^ 

X  =  -^F'(sin45°)  +  sin  i5^F'(c);  ' 

2V/3 

et  enfin  la  transcendante  cherchée 

(i^  =  2tx=  2"^  3"'^F'sin(45°)  4-2^sin  i5"'F'(c). 

Ainsi  les  transcendantes  nécessaires  pour  faire  connaître  toutes  les 

valeurs  de  l'intégrale  f-j  dans  le  cas  de  /^=I2,  se  déterminent  par 

les   trois   fonctions   complètes  de  première  espèce  F'(sin45°), 
r'(sin  i5'),F'(c). 

(i5i).  Cherchons  maintenant  une  autre  valeur  de  la  transcendante 
(-)  y  au  moyen  de  l'intégrale  Z=  / ~77~ir~TïïT >  P''^^^  depuis  z  =  o 

jusqu'à  z=:oo.  J'observe  que   si  on  prend  d'abord  cette  intégrale 
depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  i  _,    qu'ensuite  pour  avoir   l'autre   partie 

depuis  z  =  I  jusqu'à  z  =  co,  on  mette  -  au  lieu  de  z  ^  on  aura,  par 
la  réunion  des  deux  parties  , 

•      rr  r  dz  {\  4-  Z^) 

intégrale  qu'il  faudra  prendre  depuis  s  =0  jusqu'à  5=  i. 
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Soit    I  4-  2'^  =  /?z%   on    aura    i  +  z"  =  s^  (  /?^  —  ^p)  9   donc 
,/   . — ~  =  —  .  —77-i  ~T2^  ;  mais  de  1  équation  i  +  z*  =  »z*,  on 

tire  —  =  -  .     ..  f — 7^  ;  donc  on  a  la  transformée 


Z 


=/v 


i</pt/p 


laquelle  devra  être  intégrée  depuis  p  ■=.  :l  jusqu'à  /?  =  00. 

Cette  formule  est  semblable  à  celle  que  nous  avons  traitée  dans 
l'article  précédent;  on  fera  donc  de  même  m+  =  1 2  ,  /?*  -f"  /»*=  yor, 
ce  qui  donnera 

"P  '•\-  m  •=!  p->-  v^(v-f-  2m) 

p  '\'  m  :=  p*  \/{v —  2/7i), 

et  il  faut  remarquer  qu'il  n'y  a  point  ici  d'ambiguité,  parce  qu'on 
a  toujours  p  >■  m.  On  aura  ensuite 

p^  —  7/?*  +12  =  ;o*  (  p*  . —  2/^"  —  7  ) 

2/?»    =     \/(  C  +  2/«  )  +   v/(  P» 2/7Z  ) 

donc  on  aura  la  transformée 

dv  ,     X    r  d\> 


7,  _«  i  Ç ds; ^   r 


2m)  \/Ct/"  — 2?n*+7)* 


dont  les  deux  parties  doivent  êtr€  intégrées  depuis  p=:  ^/^^m^-j-y) 
jusqu'à  t^  =00.  Soit  \/(2m»-f-7)  =2  +  v^3  =  /*,  et  (^-f-  2^=07%  la 
première  partie  deviendra 


h 


dv 


V/[(  ar* —  2fïi  4-  /t*  )  (  x^ —  am  —  /t*  )  ]* 


Soit   encore   .-=  =-^,  et  0-  =  !irl2î,  ou  c=  i^  ,  et  la 
transformée  sera  — ^  T-- — ;|^-—r,  dont  la  valeur  dans  les  limitas 


requises  =  — -7^=  FV(c). 
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On  trouvera  semblablement  qu'en  faisant  3=  ^—, — ^~-.  la  seconde 

inte'grale  a  pour  valeur =  F'  fb)  ;  et  le  module  de  celle-ci  a  été 

désigné  par  b ,  parce  qu'en  effet  d'après  les  valeurs  trouvées ,  on  a 
^*+  c'=  I  ,  de  sorte  que  ces  modules  sont  complémens  l'un  de 
l'autre.  Cela  posé  j  en  ajoutant  les  deux  parties  ^  on  aura  l'intégrale 
cherchée 

Z=-i^  [F' (A)  +  F'(c)]  =i^[F'(A)  +  F'W], 
ce  qui  donnera  cette  seconde  valeur  de  la  transcendante  (-)  > 
(i)  =  2-t[F'(i)+F'W]. 

Egalant  les  deux  valeurs  trouvées  ,  on  a  une  première  relation  entre 
les  trois  fonctions  F'(siu45°),  F'  (^),  F'  (<?).  Mais  on  peut  en  obtenir 
une  seconde  qui  servira  à  établir  les  rapports  des  fonctions  F'  {b)  , 
F' (c)  ,  tant  entre   elles  qu'avec  la  fonction  F'(sin  4^°). 

(i52).  Pour  parvenir  à  ce  résultat,  il  faut  chercher  directement 
l'intégrale 

laquelle  étant  prise  depuis  a:  =  o  jusqu'à  x  =  i  ,  sera  la  valeur 
de  la  transcendante  (-\  Soit  d'abord  x'^=  i  — f^ ,  ou  aura  la 
transformée 

qu^il  faut  intégrer  depuis^  =  o  jusqu'à  j  =  i.  Si  l'on  fait  ensuite 

4. 

V  =  y"^y  j^-\-v^z=j*Zy  ce  qui  donnera  jr*  =  7  z — V^Ci  ^"^ — ^*)  3 
J^ —  "^J^  +  3  =j^  (z*  —  av' —  3}j  la  transformée  en  z  sera 

M  =  —  i  f ^ j-  i  f -~ , 

Soit  z* — 2jr* —  3  =  M'^,  et  on  aura  pour  dernière  transformée 

M  —  r—à2£É!L. C       ^"'^" 

dou 
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d'où  l'on  vo*t  que  l'inlégrale  cherchée  ne  dépend  que  des  fonc- 
tions elliptiques. 

En  vertu  des  limites  fixées  ,  les  deux  dernières  intégrales  devront 
être  prises  depuis  m  =  i  jusqu'à  m  =:co.  Mais  comme  chacune  de 
ces  intégrales  deviendrait  infinie  dans  la  dernière  limite ,  il  faut, 
pour  éviter  cet  inconvénient,  faire 

•2=/('^"-»/("'+t'+3))- 

Par  ce  moyen  ,  les  deux  intégrales  P  et  Q  seront  toujours  des  quan- 
tités finies ,  et  après  avoir  trouvé  leurs  valeurs  complètes  P',  Q',  on 

en  déduira  M  ou   (^)  =^  (P'  +  Q'). 

(i55).  Pour  avoir  l'intégrale  P,  soit  ^'  =  2  \/3 —  5,   et  w*  — 

V/(  u^  —  ^^  )  =  yf?  ,   ou    u"  =  \  p  -^ ,   on    aura    la    transformée 

P  =  I  ./(K_lfÀy  Soit  ensuite  p  =  €  tang"  ^  (p  et  c^  =z  ^ ,  on  aura 

cette  intégrale  se  trouve  par  les  formules  de  l'art.  1 38  ^  et  on  a 

P=  V/(i^).[2Atang^^  +  F((p)  — :2E((f))]. 

Il  faut  maintenant  prendre  cette  intégrale  depuis  pz=o  qui  répond 
a  u=:  ccj  jusqu'à  la  valeur  de  (p  qui   répond  à  m  =  i  ;  on  a  dans 

cette  dernière  limite  tang  i  <p= ^^ ,  ou  cos  (p  =\/(-^\ 

Or  j'observe  que  l'angle  <p  ainsi  déterminé ,  est  celui  qui  pour  le  mo- 
dule c=  \/{,  donne  F  (;p)  =  |F';  car  nous  avons  trouvé  (art.  24) 
qu'on  satisfait  à  l'équation  F  (4)^^  I  ^'>  P'*'^  ^^^  valeurs  cos  ^  =  y/é", 
sin  -4/=  \/(i  —  C).  Si  ensuite  on  suppose  F((p)-f-F(4)  =  F',  ou 

tang  cp  tang  4  =  t=  \/2  ,    on   en  déduira  tang  <p  =  t/f ^j  ou 

cos  <p  =  \/(-^)  9  ce  qui  est  la  valeur  de  cp  dont  il  s'agit.  Au  reste 
en  faisant  a*=  2\/3  +  3,  on  aura  plus  simplement  cos  (p  =  —7^, 

«"^  '^^  =^'  ^W==K*— 0.  t3"g  ^  ^  ~  p^'  ^^"  4  =  4^-  Mais 
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puisque  la  valeur  de  (p  est  celle  qui  donne  F(<p)  =  |  F',  on  aura  en 
même  temps  par  les  formules  du  n°  32,  3E  ((p)=2E'4-c^sin(psia4 
X  (  2  — sin  '^) ,  ce  qui  donne 

Substituant  toutes  ces  valeurs  dans  celle  de  P,  il  viendra 

p.=l^i!(F.-.E.)+v/Q.(.-.-|.^). 

(i54).  Venons  maintenant  à  Tinte'grale  Q.  Si  Ton  fait  ^(u^-{-a,*) 
=  w"+  q,  ou  u'z=  '^-^y  on  aura  d'abord  Q  z=  f^^^^^    Soit 

ensuite  q  ■=cl  cos"  cù  ,   et  on  aura  O  =  i/a  /  -^^ r—r r  ,  d  ou 

l'on  lire 

Q=  v/a.[2E(a)  — F(a))] +  const, 

le  module  de  ces  fonctions  e'tant  toujours  c  =  \/^. 

Cette  intégrale   doit  être   prise  entre  les  deux  valeurs  de  «  ,  qui 
donnent  u=.  i   et  w  =  oo  ;   dans  la  seconde   limite  on  a  &)  =  |  -tt  , 

et  dans  la  première  cos'd»  =  -î-^^ — ■ =  -î— - ,  ou  cos'(&)  =  €^  ; 

cardes  deux  équations  a*  =  2  v/ 3 -f- 3 ,  é"*  =  2  i/3  —  3,  on  déduit 
ct''^'=  3 ,  ou  oc^  =  v/3.  Mais  puisqu'on  a  cos  «  =  V^é",  l'angle  o) 
est  le  même  qui  a  été  désigné  dans  l'article  précédent  par  «vj- ,  et  on 
a  par  conséquent  pour  la  valeur  complète  de  Q  , 

Q-  =  y/a.  [2E>—  F'  —  2E  (4)  +  F(4)]. 

Or  on  a  F(4)  =  iF',E(4)  ==^  E-+ ^  sin  4  sin  ^  (  i  +  sia4); 
donc 

Q'=iV:^(aE'~FO-l?^^. 

Si  on  ajoute  maintenant  les  valeurs  deP'  et  Q*,  et  qu'on  ait  égard 
aux  réductions  que  fournissent  les   équations    \/(^^  C)  ^=  -—— , 

et    — —   Z 

cL^  =  6a='4-  3,  on  trouvera  que  les  parties  algébriques  se  détruisent 
mutuellement  j  et  qu'on  a 

P'4-Q'=|(2E'-F')(v/a-^V'i^). 
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Mais  le  facteur  \/cl —  y/^^  se  réduit  à  ;  donc  enfin  la  valeur 

de  la  transcendante  cherchée  (-^  =  îC^'  +  Q')  sera 

ou  Ion  a  »/=  v/3,  et  a=  >/  v/(2  +  \/3)  =  2y  cos  i5*. 

Ce  résultat  peut    encore  se   simplifier;  car  d'après  la  propriété 
connue   des   fonctions    E',  F',    dont   le  module  est  sin  45%  on   a 

-=F'(2E'  —  F*);   donc  la  transcendante  (-)  s'exprime   par  la 

seule  fonction  de  première  espèce  F',  au  moyen  de  cette  formule 
très-simple 

\9/         av\/^    F'Csin45°) 

(i55).  Soit  pour  abréger  F' (  sin  45°)  =  B,  F'(sin  i5°)=;=  C; 
nous  avons  déjà  trouvé  (-\-=i~  C  ^  (^=^tr=|B,  et  le  résultat 
précédent  donne  (  -  j  =  — ^=  .  %;  nous  allons  faire  voir  qu'avec 
ces  seules  données ,  on  pourra  déterminer  la  transcendante  (  -  \ 

En  effet  il  résulte  des  formules  connues (')  qu'on  a  (   )-(^j=V// < 

et  (  ^j  =  23  sm  û)  */  I  ^ j  ,  cû  étant  —  ou  i5%  et  Mi  représentant 

la  transcendante  T  -  j  ;  de  là  on  tirera 

Ainsi  la  transcendante  f-j  ne  dépend  que  de  la  fonction  B.  Mais 

les  autres  valeurs  trouvées  de  cette  transcendante  vont  nous  fournir 
de  nouveaux  résultats. 

On  a  trouvé  par  la  première  méthode  (art.  i5o)  , 
_  \_ 
(y)  =  ^'  B  H-  af  sin  i5'.F'  (c). 

(')  Voyez  les  articles  9  et  18  de  la  seconde  Partie. 
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Donc  en  comparant  ces  deux  valeurs  ,  il  en  re'sultera 

Fl    /     \                *^    T»                 2f  COS    1  5°  T-l,    /       •  /  fa  \ 

^(c)  =  ^B  = g F'(sin45»). 

Si  on  compare  la  même  valeur  à  celle  qui  est  résultée  de  la  seconde 
méthode  (art.  i5i  )  ,  on  aura 

ZJV  COS  l5°  T»  —  - 


J^^'- 


B=2"^  [F'(Z')  +  F'(c)]; 
donc  F'  (b)  +  F'  (c)  =  5!l£^Ji!  B  =  4F'  (c)  ,  ou 

F'(Z^)  =  3F'(c). 

Ainsi  l'égalité  qui  avait  été  trouvée   par  approximation  (  n°  84  )  , 
se  trouve   confirmée  par  une  démonstration  rigoureuse  ,  démons- 
%  vj/v^  tration  qui    pouvait  être   regardée   comme  un  problème  d'analyse 

r    ,,-..  -•  -^^  '  ^  fort  difficile. 

Le  module  c  et  son  complément  b  qui  donnent  lieu  à  cette  ré- 
^  duction  singulière,  sont  tels   que  si  on  fait  casino,  b  =  cos  6  , 

on    aura    sin   28  =  tang'  i5°,    et   tang(45°+  ô)  =  \/(t7^)>  ^^ 

V4^^-i>^^'^^  tapg(45°—  ô)  =  \/cos  3o^  r         -^    ^     ' 

^'  On  voit  de  plus  que  les  fonctions  F'  (b)  ,  F'  (c)  s'expriment  l'une 

<-  ^  -  i  ^?4  '  V^*  -^'^''  ^^  l'autre  par  la  fonction  F'  (  sin  45°),  de  sorte  qu'on  a 

^      ^''  ^         n         ^^  F'(^)  =  2V/5.COS  I5^F■(sin45°}^ 

Ces  rapports  sont  d'autant  plus  remarquables  que  les  fonctions 
F'(^),  F'(<7)  sont  jusqu'à  présent  les  seuls  exemples  de  fonctions  de 
»^/^r<i<7— '^^  la  première  espèce  qui  aient  un  rapport  connu  avec  une  autre 
fonction  de  même  espèce  F'  (sin  45°)  ,  sans  que  les  deux  fonctions 
comparées  soient  comprises  dans  une  même  série  ou  échelle  formée 
d'après  un  module  donné,  et  sans  que  leurs  modules  soient  complé- 
mens  l'un  de  l'autre. 

FIN    DE  LA  PREMIÈRE  PARTIE. 
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SECONDE  PARTIE. 


DES  INTEGRALES  EULERIENNES. 

v^uoiQUE  le  nom  d'Euler  soit  attaché  à  presque  toutes  les  ihe'ories 
importantes  du  Calcul  inte'gral,  cependant  j'ai  cru  qu'il  me  serait 
permis  de  donner  plus  spécialement  le  nom  à' intégrales  Eulériennesy 
a  deux  sortes  de  transcendantes  dont  les  propriétés  ont  fait  le  sujet 
de  plusieurs  beaux  Mémoires  d'Euler  ,  et  forment  la  théorie  la 
plus  complète  que  l'on  connaisse  jusqu'à  présent  sur  les  intégrales 
définies. 

La  première  est  l'intégrale  j— qu'on  suppose  prise  entre     ~  ^ 

les  limites  x=  o ,  xz=z  i.  Nous  la  représenterons,  comme  Euler ,  î  ^^t 

parle  caractère  ahrégé  (-}• 

La  seconde   est  l'intégrale  fdx  Mog  ^J    ',  prise  de  même  entre  T^ 

les  limites  x  =  o,a7==  i.  Euler  représente  cette  intégrale  par  le 
symbole  1^1,  en  supposant  que  a  soit  égal  à  la  fraction  ration- 
nelle ^  ;   nous  la  représenterons  plus  généralement   par  Y  Ça)  ,  et 

nous  regarderons  T  (a)  comme  une  fonction  continue  de  a. 

Ayant  pour  objet  de  réunir  dans  cet  ouvrage  tout  ce  que  la  théorie 
des  transcendantes,  et  surtout  celle  des  intégrales  définies,  offre  de 
plus  remarquable,  j'ai  dû  y  comprendre  la  théorie  des  intégrales 
Eulériennes.  C'est  pourquoi  je  la  donne  ici ,  à  quelques  additions 
près,  telle  que  je  l'ai  déjà  publiée  dans  les  Mémoires  de  l'Institut, 
pour  l'année  1810.  -,  v? 


u^' 
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Des  mtégrales  Eulériennes  de  la -première  espèce. 

(i).  L'expression  (^j  par   laquelle    nous   de'signons   Tinte'grale 

,  pose  depuis  ^  =  o  jusqu'à  a:  =  i ,  est  en  géne'ral 

V(i  —  x"y-i 
une  fonction  des  deux  exposans  ^  et  9^ ,  et  de  l'exposant  n,  qu'on 
regarde  comme  des  nombres  entiers.  Mais  nous  supposons  n  cons- 
tant, et  notre  but  est  de  comparer  entre  elles  les  diverses  valeurs 

de  r  -  j  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  n ,  afin  de  réduire 

au  moindre  nombre  possible  les  transcendantes  que  celte  expression 
renferme. 

Nous  observerons  d'abord  que  les  deux  exposans  p  et  q  peuvent 
être  échangés  entre  eux.   En  effets  si  on  fait  x"  =  i  — j'%  on  aura 

n  ■"*  n  * 

et  la  transformée  en  j-  devra  être  intégrée  depuis  j-  =  i  jusqu^à 
^  =  o.  En  changeant  son  signe ,  elle  devra  être  intégrée  depuis 
j-  :=z  o  jusqu'à  ^  =  I  ;  et  comme  alors  on  peut  mettre  .r  à  la  place 

de  jK ,  on  aura 


x^~^dx  r       x^~^dx 


V/(  i  —  x"  y-1  i/(  1  —  a;"  )"-'';  V 

OU,  suivant  notre  notation , 

*  -fioiji. 

ce  qui  est  la  propriété  énoncée. 

(2).  Il  faut  faire  voir  maintenant  que  si  dans  la  formule  (-), 

l'un  des  deux  nombres  p  e\.  q  est  plus  grand  que  w ,  la  formule 
se  ramène  aisément  au  cas  o\x  p  e\  q  sont  compris  l'un  et  l'autre 
dans  les  limites   i  et  n.  Pour  cela  soit  Z  =x*  (  i  —  jc")%  on  aura 

la  différentielle 

• 

dJ,  =  kx'^-'dx  (i  -—  X")'-'—  {h-\-rn)  x^-^l-^  dx  (i  —  ^'')'-', 
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d'où  l'on  tii'e  en  intégrant  , 

Donc  si  on  prend  les  intégrales  entre  les  limites  ^=o,  :*:  =  i  ^  et 
qu'en  même  temps  on  suppose  k^  o,  et  r  >►  o  ,  afin  que  Z  s'éva- 
nouisse dans  les  deux  limites  ,  on  aura 

d'où  il  suit  qu'en  faisant  k-{'  n:;=.p  et  r=  -,  il  viendra 


\qj        p-{~q—  n     \     q     /  ^    ' 

Au  moyen  de  cette  formule  ,  toute  fonction  (- ),  dans  laquelle  on  a 
/?  >>  rijSe  réduira  successivement  aux  fonctions  (^ — -) ,  f" — -\  etc., 

jusqu'à  un  terme  (^       "  j  ou  (  —  ),  dans  lequel  p'  sera  le  reste  de  la 

division  de  p  par  n. 

Arrivé  à  ce  terme,  si  de  son  côté  q  est  plus  grand  que  /z,  la  fonc- 
tion (—)  qui  est  la  même  que  T-^  j,  se  réduira  successivement  aux 

fonctions  (— /~-)>  Ç'  ~'^~)j>   etc.  jusqu'à  un    terme   Ç%j  on  f^\ 

dan^  lequel  ^'  sera  le  reste  de  la  division  de  ^  par  n. 

De  là   on  voit  qu'on  peut    toujours   supposer  la   fonction   (~) 

réduite  à  une  forme  où  /?  et  ^  soient  compris  tous  deux  dans  la 
suite  I  ,  2  ,  5.  .  .  .n. 

(5).  Cela  posé ,  il  y  a  deux  cas  principaux  où  on  peut  trouver 

immédiatement  la  valeur  de  T- )  ;  c'est  lorsque  n  est  égal  à  l'un  des 

deux  nombres  p  et  ^ ,  ou  lorsqu'il  est  égal  à  leur  somme. 

Soit,    1°.  (f  =  n,   on  aura  immédiatement  f^j=fx''~'da::=: 

~  +  C,  intégrale  qui,  étant  prise  depuis  x;=:o  jusqu'à  a:  =  i  , 
se  réduit  à-;  d'où  résulte 
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Soit  ^  2'.  5  p  -j-  q  z=:  n  j  ou  p  z=.  a  ,    q  :=i  n  —  d5^  on    aura 

a 

Ç^j:=:fx''~^djc(i  —  x")  ";  faisant  i  — a:" =x"z%  on  aura  la  trans- 
formée rationnelle 

inte'grale  qui  doit  être  prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z.=  oo  ;  or  par  les 
formules    connues   (Eul. ,  Cale,  intég.,  tom.  I,  pag.  252)  ,   cette 

intégrale  = .  Donc  si  on  fait  -  =:  o) .  on  aura 


n  sin  — 
n 


\n  —  aj         sin  au  ^   ^ 

Excepté  ces  deux  cas  généraux ,  toutes  les  quantités  désignées  par 

f  -  j  sont  des  transcendantes  plus  ou  moins  composées,  selon  la 

valeur  de  /i ,  et  ne  sont  point  susceptibles  d'une  évaluation  exacte. 
Mais  pour  chaque  valeur  de  /^  ,  on  peut  exprimer  toutes  ces  trans- 
cendantes au  moyen  d'un  petit  nombre  d'entre  elles,  et  c'est  l'objet 
des  recherches  suivantes. 

(4).  Observons  d'abord  qu'en  mettant  ;t7-f-«  à  la  place  de /7^  l'équa-? 
tion  (b)  donne 

\<])'^      P      '\     9     )' 
On  aurait  semblablement 

/p-\-n\  __  p  +  <7  4-"     /p  +  2 A 
\     q     )  P  +  n       '\qj 

\     q     J  p-^sn     '\      q      / 

etc. 

Donc  en  général ,  i  étant  un  nombre  entier  positif  à  volonté ,  on 
aura 


/PN p  +<7    p-\-q-{-n    p  +  q  -^an  p  -f-  ç  +  in     //?  4-  ^  -H  ^  ■  "N  . 

\7/  p       '      p+n      '      p-{-2n     p -\- in         \  q  /' 


mettant 
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mettant  p  -\-  r  au  lieu  de  p  ,  on  aura  semblablement 


/p-i-r\__p-hq-hr    p+^-fr+n    p-j-q-hr-j-an     p-\.q-^r-\-in    /p-f r+z-h» -"N 
\    ^  /  p-f      *     /J+r+'i     *     /J+r+2/i    '"    p4-r-fm    *\  q  J 

Divisons  ces    deux  formules  l'une   par   l'autre ,    et    faisons   pour 
abre'ger  , 

M"  =  ^^  +  ^^C^  +  ^) 

•  M'  =  ^^~^^  "^  "^  (;^  +  r  +  ^)  ;■' 

(PH-  ")  (p  +  <7  +  r  4-ri  ) 
(P +  2/0  (P  + 7+ r  +  anj 

etc., 
nous  aurons 


JliZ_  —  M»  M'  M"  MCO ^ ^ ' 


Supposons    r    positif  et  <in  ;   alors    il    est    clair  que   la   quantité 
/c 1__ j  sera  plus  petite  que  r- J  et  plus  grande 

que  f- ~~y  ^^^  ^^  ^^  considère  diverses  formules  (-)  qui  ne 

diffèrent  que  par  l'exposant  p;  comme  ces  formules  désignent  cha- 
cune l'intégrale,  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  a?  =  i  ,  d'une  diffé- 

rentielle  — ^-^  dont  le    dénominateur   est  le   même  pour  toutes  , 

il  est  évident  que   l'intégrale  sera   d'autant  plus  petite  que  p  sera 
plus  grand. 

Mais  la  formule  (b)  donne 


\         q         /  p+i+ 

Donc  on  a  d'une  part  le  rapport 


\  _^  p  +  <y  +  ?  +  I .  /t    /p  +  t  4-  2  •  n\ 
)  p  +  i-f-  i.rt       \         9         / 


/P+r  -f-  /+  I  -/ïV 
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..4 


■11:.  A  ^P    +   <7+i+l>'^fH  .       t 

et  de  1  autre  ce  même  rapport  <C  —   ^  _.        .  Î5i  1  on  veut  donc 

p-\-  i  -j-  ï  .n 

que  ce  rapport  soit  compris  entre  les  limites  i  et  i  -f-  ^,  il  faudra 
prendre  *  +  i  >  ^       ^,  cl  alors  on  aura 

(-) 

^'^^L  —  M°  M' M". . .  .M^^5  (i  +  ^), 


A'  étant  plus  grand  que  k. 

On   sait  par   cette   équation   combien   on   approche   du   rapport 

de  f^j  a  (j -J  j  en  prolongeant  le  produit  M°  M'  M". . .  .  jusqu'à 

un  terme  M^'-*;  et  il  est  clair  qu'en  continuant  ce  produit  à  l'infini, 
on  aura  la  vraie  valeur  de  ce  rapport ,  laquelle  sera 

C-) 

~Y^  =  M'U'  M' M-,  etc. 

Maintenant  si  dans  cette  équation  on  échange  entre  elles  les  lettres 
^  et  r,  les  quantités  M%  M',  M%  etc.  resteront  les  mêmes,  de  sorte 
qu'on  aura  encore 

C-) 

-^[_\  =  M°  M' M'M",  elc. 

Donc  parla  comparaison  de  ces  équations,  on  obtient  la  formule 
générale 

^  .(?)-(^')  =  (O-(^0 Ce). 

'  ^  -^  "  Cette  formule  dont  la  découverte  appartient  à  Euler ,  est  une  sorte 

^     -  d'équation  aux  différences  finies  ,  qui  renferme   presque  toute  Ja 

théorie  des  transcendantes  (^Y  Et  d'abord  nous  allons  en  déduire 
l'expression  générale  des  quantités  (-\ 


|>n^o 
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(5).  Les  formules  (c)  et  (d)  donnent  les  valeurs  exactes  de  la 

fonction  (- J,  toutes  les  fois  que  l'un  des  deux  nombres /?  et  q  ou 
leur  somme  est  égale  à  n.  Supposons  maintenant  qu'on  connaisse 
de  plus   toutes  les  valeurs  de  (-)  lorsque  p-\-(j-=:n-^i ,  et  de'si- 

gnons  en  général  par  A^  la  fonction  ( j  ,  ensorte  qu'on  ait 

(!i=^)  =  A. (f). 

On    aura    donc    successivement    ( j  =  A,  ,    ( -j  =  A,  j 

t    T   )  =  A3,  etc.;  et  parce    que   (-j=:(^\j    on    aura    aussi 
(;rzr^)=  ^'^  {j^^^^*y  ^^^-y  ^^^^  ^^  général 

A(-„_,_a)  =  A^ (g). 

D'oii  l'on  voit  que  le  nombre  des  auxiliaires  A,^  A,,  A3,  etc.,  se 
réduit  toujours  à ou ,  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 

Par   exemple,   si  n=.'] ,  il  y  aura  trois  auxiliaires  A,  =  r-V 

A^=  r^Y  A3  =  Tg^,  puisqu'on  aurait  A4  =  ^7  J  =  A,,  et  Aj-.^ 

Si  «=  8  ,  il  n'y  aura  encore  que  trois  auxiliaires  A,  ,  A,,  A3  ; 
car  on  aurait,  en  vertu  de  l'équation  (g),  A4  =  A3,  A5  =  A., 
A6=:  A,. 

Cela  posé,  au  moyen  des  équations  (c),  (d),  (e)  et  des  auxiliaires 
données  par   l'équation   (f),nous    pourrons   trouver  l'expression 

générale  de  T-jdans  deux   cas  généraux,    i".  lorsque /? -f- 7  est 

•<  n  ;  1".  lorsque  /?  +  7  est  >»  «.  Voici  comment  on  y  parvient. 

(6).  L'équalion  (e)   donne  immédiatement  {— J.f J 

=  T"  ~  ^ ~  -)  •(——);  substituant  dans  celle-ci  l«s  valeurs  con- 
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nues  parles  e'qualions  (d)  et  (g),  on  aura 

fn  —  a  —  i\  Aa  sin  au  ..  . 

\ — I — ;  =  -7nr^ • CM- 

Ainsi    on  connaît  toute  fonction  (J-\  dans  laquelle  l'un    des   deux 

nombres  p  e\  q  est  e'gal  à  l'unité  ;  si  pour  plus  de  simplicité  , 
on  met  ^  à  la  place  de  n  —  a —  i  ,  on  aura  pour  le  même  objet 
la  formule 

/a\ Aasin  (a -I- 1  )  <«  ... 

\  \  /  sin  «  ^  J' 

La  même  équation  (e)  donne  (^— )  •  (^)  =  (^!=^) .  (^^=^) 
et  substituant  les  valeurs  connues,  il  en  résulte  : 

f'n  —  a  —  •2\ AaAa^.,     sin  (a-f-i)  4) 

\         a  /  A[       '         sia  a 

Ainsi  on  a  la  valeur  de  toute  fonction  f-j  dans  laquelle  p -\-  q 

De  l'équation  (e)  on  déduit  encore  immédiatement 

/n  —  a  —  3\     /n  —  3\ /n.  —  a  —  3\     //i  —  a  —  2  \ 

\         a         )  '  V~~I~/  "~  \         i  J  '  \  â         J  ' 

ce  qui  donne 

/n —  a  —  3\  AflAa4,  A^+a      sin  (a+T  )  «  sin  (a-\-  2)  a 

\  a  J  A,Aa        '  sinasinsa; 

Ainsi  on   connaît  la  valeur  de  toute  fonction  (-) ,  dans  laquelle 
p  -{-  q-=z  n  —  5. 

En  général  l'équation  (e)  donne 

et  en  mettant  les  valeurs  tirées  de  l'équation  (h) ,  il  en  résulte 

/n  —  G  —  k\ Aa_^ji_, sin  {a-\-k —  1)  «     /n  —  a — k  -f-  i\ 

\  a         J  Aa_,  siu(/i — 1)  a         '\  a  J' 

Donc  on  aura  en  général 

(n — a — k\ A^Aa-n-  •  -Aa+^-i      sin  (g+^  )  ■••s\r\{a-{-o^ai ...  sin  {a+Ji — 1  )  a     ^. 
a       J  A^A,...Ai_^      *  sin  a  sin  2« . . .  sin  (  /j  —  1  )  «  '"^  ^' 
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C'est  la   valeur   de  toute  fonction  (-),  dans  laquelle  p -\- q    est       <    n 
moindre  que  n. 

(7).  Pour  avoir  l'expression  générale  de  f- j  lorsque  p  ^  q  est     >     h 
plus  grand  que  n ,  observons  que  Féqualion  (e)  donne  aussi 

>n  —  a  4-  /A      /n  4-  k\  /n  —  a  +  h\      /n  —  g  -f-  /<  -f-  A 

Or  par  l'équation  (b)  on  a 

/n  -\-  k\ k        /k\ 

par  Féqualion  (i)  on  a 

/  k\  Aj  sin  (  /i  -f-  1  )  ^'' 

\  I  /      "  siii  a  * 

et  par  l'équation  (h)  on  a 

/n  —  a  ~{-  k\  A^_^_j  sin  (a  —  k  —  i  )  ^•'  . 


sin  o) 


substituant  toutes  ces  valeurs,  il  viendra 

/n  —  g  +  ^  +  ' \  ^  Aa  sin  (  /;  -f-  i  )      /n-^a-\-  k\  .,. 

\  a  y         /<M-i  *  A^_,_,  sin  (a  — /{  — 1  )  «  •  \         ^         y*  •*(';• 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  la  valeur  de  (^      "   '  -V 
Or  l'équation  (e)  donne 

(^)-(t)  =  (^)-(^=^^)' 

substituant  les  valeurs  connues ,  il  viendra 

(n  —  fl-f-  i"^  ^ 1                      K  sin  a 
a          )         ^a—1  '  sinoû»  sin  (  a  — ^  i  )  « •  .  .  .  .  {i^^J- 

De  là  et  de  l'équation  (1)  on  déduit  successivement 


a  sin  a  sm  Qat 


/n~a-\-Q\ 1  A, 

\       a       /       2  Aa_,Aa_a  '  sin  a«  sin  (a  —  i)<itf^in(a — 2  )  «  ' 

/"     '^"T"J'\ !_  A,Aa  6)  sin  (»  sin  2a  sin  3* 

\       a       /       o  Aj_iAa_aAj_3  *  sin  aa  sin  (a  —  1  )  *»  sin  (a  —  2)  »  sin  (a 


■3)«* 
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et  en  gênerai,. 

\       a       /       k  '  Aa_,Aa_a. .  .  Aa_A  '  sina..'  sin  (0+  i  )  a  . .  .sin  (a—k^u)  "'^   ^' 

Cette  formule  donne  la  valeur  de  la  fonction  {^-A  lorsque  p  -\-  q 
surpasse  n  ;  ainsi  en  la  réunissant  à  la  formule  (k)  ,  oa  a  généra- 
lement l'expression  de  toute  fonction  (-}j  en  supposant  seulement 
connues  les  fonctions  semblables  pour  lesquelles  yo  4-<7=  « —  i  , 
et  on  a  déjà  remarqué  que  le  nombre  de  ces  auxiliaires  est  — —  ou 

"~  \  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 
2. 

(8).  La  formule  (n)  pourrait  être  regardée  comme  une  suite  de 
la  formule  (k)  ;  et  on  n'aurait  ainsi  qu'une  seule  et  même  formule 
pour  toutes  les  valeurs  de;?  et  9^;  mais  alors  on  aurait  besoin  de 
nouvelles  auxiliaires  A»,  A_, ,  A_^,  etc.  ,  et  it  faudrait  en  fixer  les 

valeurs  ainsi  :  A»  =  ■^~,>  ^u  plutôt  i  étant  infiniment  petit  , 
A=— ^  =  -,  A_,  =  —  A, ,  A_,==  —  Aa ,  etc.  C'est  pour  éviter 

l'embarras  de  ces  substitutions ,  surtout  dans  le  cas  de  A»,  que  nous 
avons  donné  les  deux  formules  séparément.         • 

Il    est    assez    étonnant   que  l'expression  générale  des  fonctions 

(-\  ait  échappé   à  Euler  ;    on  voit  cependant  qu'il  s'était  occupé 

spécialement  de  cette  recherche  ,  par  le  passage  du  tome  V  des 
Noi^a  acta  Pctropol.  ,  pag.  11S ,  où  il  dit  :  Neque  tamen  lune  acUiuc 
elucet  quânam  lege  onines  determinationes  progrediantiir ,  quando- 
quidem  valores  certarum  formularum  continuo  magis  évadant  com- 

plicati.  . 

Nous  remarquerons  au  reste  que  les  formules  (k)  et  (n)  qui 
contiennent  l'expression  générale  dont  il  s'agit,  peuvent  être  re- 
gardées comme  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  différences 
finies  (e)  ;  de  sorte  qu'on  ne  peut  tirer  de  cette  équation  aucune 
conséquence  qui  ne  soit  contenue  dans  les  formules  (k)  et  (n).  C'est 
ce  qu'il  serait  facile  de  démontrer  par  les  méthodes  que  l'on  suit 
dans  ce  genre  d'analyse,  et  qui,  pour  la  plupart,  ont  été   indi- 
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quces  par  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin , 
an-.  -1775. 

(9).  Voici  maintenant  quelques  formules  particulières  qui  mé- 
ritent d'être  citées.  De  l'équation  (e)  on  déduit  les  deux  suivantes  , 

\q  J  '  \n—p  —  qj         \n—p  —  qJ  '  \     q     /' 

{         P         \     (1ZZl\:=(-L\,( '1 V 

\n  —  p  —  qJ  '  \n — pj  \n  —  pj      \n — p  —  qJ  * 

multipliant  ces  deux  équations  entre  elles  ,  et  mettant  dans  le  pro- 
duit les  valeurs  connues  par  les  formules  (c)  et  (d)  ,  on  aura 

(t\  .  f"~P^  —  a>^m(ip~\-q)« , 

\qj  '  \n  —  qJ         iji  —  p  —  q)B\npu)  sinq») \r  J  f 

d'où  il  suit  que   la   valeur   de   (--3^  )  se  déduit  immédiatement  de 

celle  de   (-),   qui  est  en  quelque  sorte  son  complément.    On  a 
en  particulier , 

/  n  \     /n  —  a\  2*  cota  y  ^    v 

\  a  J  '  \n  —  aj  """    n  —  aa   '  '  '  ' \n /* 

Ainsi  connaissant  les  valeurs  de  T  -  j  lorsque  a  n'excède  pas  ira, 
on   en    déduit   les    valeurs    de   T  -  j    lorsque   a    est   plus    grand 


que 


n. 


(lo).  Pour  examiner  plus  particulièrement  les  fonctions  de  la 
forme  (  -  )  ^  reprenons  la  valeur  primitive  de  ces  fonctions  , 
laquelle  est 

si  l'on  fait 

i^x'z=^,     ou    ^"  =  i=t:ij/(i  -.5"), 


x^-^dx 


4 
la  transformée  sera 


z^-'dz 
7FS' 
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Quant  aux  limites  de  cette  nouvelle  intégrale,  il  faut  observer  que 
les  valeurs  jc"=  o,  jc"  =  \,  jc"=  i  donnent  respectivement  z=Oj 
s  =  I ,  z  =  o.  D'oii  l'on  voit  qu'il  faut  prendre  deux  fois  l'intégrale 
en  z,  depuis  2  =  0  jusqu'à  z=:  i.  Et  comme  alors  rien  n'empêche 
de  mettre  x  à  la  place  àe  z  ,  on  aura 

I!^L_ W; 


/  a  \  i  -  ^  r    x'-'dx 


celte  intégrale  est  ainsi  réduite  à  la  forme  la  plus  simple  dont 
elle  soit  susceptible  ,  puisque  le  radical  n'est  plus  que  du  second 
degré. 

(11).  Si  dans   celte    formule  on  met  /î  — a    à   la  place  de  a  , 
on  aura 


/n  —  a\  -•■*-  -^  r  3^"~''~'q.r 

\n  —  oJ  J  y{i  —  or")  ' 


de  là  et  de  l'équation  (q)  résulte  cette  formule  remarquable 

/   ^~'^-^.         r  x''-'^~'dx   2«  cot  aa  ^  . 

1/(1  —  0;")  V     \/(i— i^  n  — 2a ^^-'* 

(12).  Puisque  les  fonctions  (  -  j  sont  les  plus  simples  entre  les 
fonctions  (- j  non  comprises  dans  les  formules  (c)  et  (1),  il  sem- 
blerait convenable  de  les  substituer  aux  auxiliaires  désignées  par  Aa» 
pour  exprimer  par  leur  moyen  toutes  les  fonctions  (  -  \ 

Dans  cette  vue ,  désignons  en  général  la  fonction  (  -  )  par  M^  ; 
comme  on  peut  supposer  a  <;  7  «,  on  aura  par  la  formule  (k)  , 

■»«•  AaA-a^, .  .  .An-a~x    |Sin  (a4-  1)  o»  si"  (a  +  a)"-  •  .sin  (ra —  c  —  1  )  a» 

*         AiAa.  . .  A„_ja_,      ■  bin  &/ sin  2ci>. .  .sin  (  n  —  2a  —  1  )  «  * 

valeur  qui ,  au   moyen  des  équations  A,_, ;::::*  =  A^  ,  sin  (/z  — A)  cû 
=  sin  kcù ,  se  réduit  à  celle  forme 

MAjAa  . , .  .  .  Aaa_t     sin  (  a -f- 1  )  a.  sin  (  a  +  2  ")  « .  .  .  sin  20»  ,  .\ 

AjAa..,.A4_,  èin  «sm  2.'i).  .  .sm  ç«  ^  ^ 

d'où 
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d'où  l'on  tire  successivement 

sin  aa 


sin  <w 
A2A3     sin  3û»  sin  4<» 


M.  =  A, 

M.  =     .     .    .      . 

--.    A3A4A5     sin  4»  sin  Sa  sin  G-v> 

'  ^^     A,Aa    '  sin  <»  sin  2a>  sin  3a> 
etc. 


Ces  e'qualions ,  qu'on  peut  mettre  aussi  sous  la  forme 

.  --,        sin  « 

A,  =  M, .  -. 

sin  24) 

AaAj Ma         sin^^sa 

A, Ai         Mi  '  sin3w  sin4'»'y  (^)  > 

A4A5 Mj         sin*  5a 

AaAa  """  Ma  *  sin  Sa)  sin  6(i>] 
etc. 

serviront  a  déterminer  les  auxiliaires  A,  ,  A, ,  A3,  etc.  au  moyen 
d'un  e'gal  nombre  de  quantités  M,,  Ma,  M3,  etc.  ^  prises  dans 
l'ordre   convenable.  On  pourra    donc   exprimer  par  ces  dernières 

quantités  toutes    les   fonctions  (  -  )  qui  répondent  à  une  même 

valeur  de  n. 

Mais  il  faut  observer  que  ces  substitutions  ne  peuvent  s'effectuer 
que  pour  des  valeurs  particulières  de  n,  et  qu'ainsi  par  l'emploi  des 
auxiliaires  M^ ,  on  ne  peut  parvenir  à  des  formules  aussi  générales 
que  le  sont  les  formules  (k)  et  (n), 

(i5).  Considérons  maintenant  la  formule 


(^)=/t 


V/(i  —  x")"-" 
si  on  fait  jp'Z-  =  14-^  V^Ci  —  ^")  9  ^^  ^^^'^  ^21  transformée 

dans  laquelle  il  faudra  prendre   l'intégrale    depuis  2=0  jusqu'à 
z  =  00 ,  et  qui  d'ailleurs  suppose  a  <dn.  Mais  en  vertu  des  équa« 

5o 
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lions  (e)  et  (p) ,  on  a 


/n  —  2g\     /   sa    \  /       ft>       \ 

V      a      /  '  \n  —  a/ "~"  \a  sin  2a«/ ■* 

/o\      /    2a    \  /     a     \      /n\  a» 

V/  '  \n  —  aj         Vi  —  aj  '  \aj         a  sin 


donc  (-)  =  2  cos  aa> .  Ç- -\  ou,  en  substituant  la  valeur  donne'e 

par  l'e'quation  (v)  , 


-  )  =  2     "  cos  acù 


Cette  formule  n'a  lieu  que  lorsque  a  t^\  <C\n\  %\  a  est  >-|«  ,  on 
commencera  par  prendre  la  valeur  de  i   j ,  laquelle  sera 

et  on  en  déduira  celle  de  f-j  au  moyen  de   l'équation  (q).  On  aura 
ainsi ^  a  étant  >  f  «  : 

sa 

sa  —  n  *  sin  a»   V  1/  (  1  +  2-"  )  \  J  )' 

(i4)»  Si  l'on  compare  maintenant  les  équations  (r)^  (x)  et  (y), 
pn  en  tirera  les  formules 

/'  3f-^dx                                C    z^-^'dz  7 

-— —  =  cos  aca  .    /  —7 — ; rr  I 

r_x^^x_ sa> .  rjr^dz_  i  ^  '^' 

J  \/(i— X")         (2fl— n)sinaa)  *  J  l/(i +2,")  ) 

la  première  ayant  lieu  lorsque  «  est  <  ^/z,  et  la  seconde   lorsque  a 
est  >  7  «. 

Lorsque  n  est  impair,  si  on  fait  dans  la  première  équation, 
X  =  1  — j*  et  z  =7"''  —  I  ,  les  formules  intégrales  comprises  dans 
les  deux  membres  se  réduiront  l'une  et  Tautre  à  la  forme 

/->  (,-yy-.Jy ^^    . 

//  n.n — I     „   ,    71.72 — i.n — a     ,  \* 

V/("  - -TTT-^  +  — 7X3  — >' -  ^'0 
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on  voit  donc  que  la  partie  de  cetle  dernière  intégrale,  prise  depuis 

j  -=.0  jusqu'à^  =  I  j  et  la  partie  prise  depuis^/  =  i  jusqu'à^  =  co  , 

sont  entre  elles  ::  cos  —  :  i. 

n 

(i5).  Conside'rons  de  nouveau  la  formule 


si  l'on  fait 

oc 


I  — x''  =  — , 


on  obtient  d'abord 

Soit  /?  =  2«  et  qz=,n—~a  ,  on  aura 

( )=  2''/2^— , 

\n  —  a/  "^         X  ' 

et  en  achevant  les  substitutions ,  il  viendra 

cela  posé ,   il  faut    distinguer    deux   cas ,    selon    que   û!  est  <C  ^  « 
ou  >  ^  n. 

Soit,  1°.  a  <C\  n  y  on  aura  par  les  formules  du  n°  i3 , 

\n — a)       osinaaw  *  \    a     /  '  asinaa^»  ' J  ^(^4"^")  ' 

donc 

Soit,  2°.  ûi>>7«,  on  aura  par  l'équation  (b), 

/   2a   \  ___  aa — n     /aa  —  n\ 
\n  —  a/  a       '  \  n — a/' 

mais  en  faisant  az=:  n  —  c ,  on  a 

/2a —  n\  /n  —  2c\ 
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et  par  réquation  (v) ,  on  a 


—  on/ 


Donc  au  lieu  de  l'équation  (a')  ,  on  aura 


a-\-\n  —  I 


C  {  a—\J  ^  "^N  2" — "    r  Z''~''~''dz  ^,. 

Au  reste  cette  dernière  équation  se  vérifie  immédiatement  au  moyen 
de  la  fonction  P  =  z"~»"  ^/(i  -{-  z")  —  s%  qui  s'évanouit  dans  les 
deux  limites  ,  lorsque  z  =  o  et  lorsque  z  =  oo  5  car  si  on  prend 
la  différentielle  de  cette  fonction  ,  et  qu'ensuite  on  l'intègre  ,  on 
trouvera 

formule  qui  ne  diffère  pas  de  la  précédente  ,  parce  qu'en  mettant  - 

/2,«  — î"  — Vz  r  z^~''^~^dz 

—  -  se  change  en  /  — — — -^ ,  les 

limites  étant  toujours  z  =  o,  z  =  co. 

(16).    Considérons    enfin,   dans   la   supposition  de  n  pair,   la 
formule 

/ira — a\  rx  dx 

\       a       )  —J  —^  ~"  ' 

si  on  fait  a:""  ;=  i  +  :z%  on  aura  par  la  substitution  / 

/  ^  n  —  a  \  r  z^-'dz  .  v 

et  l'intégrale  du  second  membre  devra  être  prise  entre  les  limites 
a  =0  ,  z=  00. 

Maintenant  ,  par  la  combinaison  des  équations  (x)  et  (c')  ,  on 
obtient 

(^)=:2'-'^COSaa,(i^), 

et  par  conséquent  aussi. 
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De  ces  deux-ci  on  conclura 

d'où  l'on  voit  que  n  étant  pair^  il  suffit  d'avoir  les  valeurs  de  ^  ^  j 

pour  tous  les  cas  où  a  ne  surpasse  pas  \  n,  et  qu'ainsi  le  nombre 
des   auxiliaires    ne'cessaires  pour   déterminer   toutes   les    fonctions 

(  -)  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  « ,  se  réduit  à  j  ou  \ 

selon  que  n  est  de  la  forme  4'^  ou  4^  +  2. 

(17).  A  l'aide  de  l'équation  (d')  ,  on  trouvera  des  relations  entre 
les  auxiliaires  A,  ,  A,,  A3,  etc.  qui  réduiront  leur  nombre  comme 
il  vient  d'êlre  dit. 

Pour  cela  reprenons  la  formule  (t)  , 


W"~A, 


A^Aa^., .  .  .  Aaa_i     sin  (g  +  i  )  «  sin  (  g  +  2  )  ta .  .  .  sin  Qaa   . 
A3 Aa_t  '  sin  a  sin  2w. .  .fsin  aco  ' 


elle  donne,  en  faisant  nz=:2m, 


\m—aj  AiA,...A;„_a_i  *       *  sin  cy  sin  2=.). .  .sin  (m — a)  co 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (d'),  et  faisant  les  réductions 
dans  l'hypothèse  a<^^m,  on  aura  généralement 

AaA^■^,...A^^_^   -^     sin  (m— i)  a  sin  (7n~2)  «...sin  (jn—a-\-\')  cù  ,,.^ 

A,_.A„_,...A„_a  '  sin  ûôiMn  (a-}-i)  &)..,sin(2a — ])<y  *  ^    ^' 

De  là  résultent,  en  faisant   successivement  «=  i,  2,  5  ,  etc.  ,   des 
équations  particulières  qui  peuvent  être  mises  sous  cette  forme 

A«_,  =  A, .  2™  sin  û> 
1  _^__  A,^A5     i+psinSo)/  \^   )' 

AA(;A7         i  +  —     • 
m-4  =   "X"-^     '"Sin  7« 

etc. 
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Elles  devront  être  continue'es  jusqu'à  ce  que  le  nombre  en  soit 

r-^  OU -— . 


(i8).  Par  exemple,  lorsque  /z=  12,  il  y  a  cinq  auxiliaires  A,  =  Q~)^ 
Ai  =  (I),  A3=  (I) ,  A4=  (J)  ,  A5  =  (f)  ,  entre  lesquelles  on  a  ces 
deux  équations 

A5  =  Aj.26  sin  cû 

AA.A'î     1-    .     _, 
4  =  -4-. 26  sm  3û). 

De  sorte  que  le  nombre  d'auxiliaires  nécessaires  se  réduit  à  trois , 
pour  lesquelles  on  peut  prendre  A,,  A^,  A3. 

Si  on  préférait  de  prendre  pour  auxiliaires  trois  des  quan- 
tités M^ ,  il  faudrait  avoir  recours  aux  équations  (u) ,  lesquelles 
donnent 

A,  =  M,. 


sm  2ft» 

A„A,^         Mo  sin*. 


AjAj         Mf  *  sin  3«  sin  4^ 

A4A5 M3  sin'  ?a> 

AaAa         Ma  '  sin5^  einSa* 

Au  moyen  de  ces  équations  et  des  précédentes,  observant  d'ailleurs 
qu'on  a  a  =  — ,  on  trouve 

A,  =  2  sin  «.M, 

A.  =  2^  sina..M.  ./(--^±—\ 

•y    \M3  COS  2cb/ 

A3  =  2^sînû).M3  \/L  ^'     ") 

^  ^  V    nMj  COS  2uJ 

-     .  1 

Ai  =  2^  sin  û> .  Ma . 

*  C0S2W 

7 

A5  =  26sin*&).M,. 

(19).  Appliquons  ici  les  résultats  que  nous  avons  trouvés  dans 
la  première  partie,  n°  \^S ,  et  supposons  connues  les  deux  fonc- 
tions complètes  de  première  espèce  F'  (sin  4^°}  =B,  F'(sin  i5°)=G. 

Si  l'on  fait  comme  dans  l'article  cité,  y  ;=  i/3,  on  aura 
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M.=  ^1^^-^B 


M.  ==  —  C 

V 


M3=iB. 
Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  trouvera 


2-^  V 


A     V/(2y  sin  r)  ^ 

A3-  3;; .B 

5 

A,=  — 3— .G 
2. 

.             2*  c  sin  «   ^ 
A5=:  —3 .B. 

Ainsi  par  les  deux  seules  données  B  et  G  ,  on  pourra  de'terminer 

toutes  les  transcendantes  de'signe'es  parT  ^  j  ,  dans  le  cas  de  «  =  12. 

Ges  transcendantes  ^  en  excluant  celles  qui  sont  déterminables  par 
arcs  de  cercle,  sont  au  nombre  de  60,  toutes  différentes  les  unes 
des  autres.  On  voit  de  plus  qu'elles  se  de'termineront  rationnelle- 
ment en  fonctions  de  B  et  G  et  du  nombre  tT,  puisqu'elles  s'expriment 
rationnellement  par  les  auxiliaires  Aj ,  A»,  etc. 

Si    on  veut;,  par  exemple ,  avoir  la  valeur  de  la  transcendante 

(-\  on  cherchera  d'abord  par  l'e'qualion  (n)  sa  valeur  en  fonction 

de. A,  laquelle  est 

5\  I        Aj  sin  ro  sin  qw 


()=^ 


9/         2  *  AsA^  *  sin  5»  sin4«  sin3w  ' 

faisant  ensuite  les  substitutions  et   observant  qu'on  a   o)  =  —  ,  il 

^  12  ' 

viendra 
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Formules pour^  évaluer  -par  approximation  les  intégrales  (^- \; 

(20).  Ayant  réduit  au  moindre  nombre  possible  les  transcen- 
dantes (  -  j ,  il   ne  reste  plus    qu'à  faire   voir  comment  on  peut 

trouver  par  approximation  ,  et  d'une  manière  facile ,  la  valeur  de 
chacune  de  ces  quantite's. 

Pour  cet  effet,  conside'rons  d'abord  la  formule 

et   soit    v/(  I  —  X"  )  =  I  — j  ,  ou  a;"=  2/  —  j'%  on   aura  pour 
transformée , 

cette  différentielle  étant  développée  et  intégrée  depuis^  =  o  jusqu'à 
j-  :=  1  ,  on  obtient 

'       ,    n — a        a        ,       n  —-  a  .  o.n  —  a 


/a\  —i  1  ^"    *  "+'"  2/z  .  4«  '  2.n-{-  aï 

I  '  271.4/1. 6/î  5n-j-a[y^ 

l  H- etc.  J 

formule  dont  chaque  terme  est  moindre  que  la  moitié  du  précédent. 

(21).    En    général   si  on   veut  avoir  la  valeur  approchée  de  la 
quantité  {-)  =/  — ^ ,  il  faut  partager  cette  intégrale   en 

deux  parties,  l'une  depuis  x''=  o  jusqu'à  a;"  =  ^ ,  l'autre  depuis 
or"  =  I  jusqu'à  ^"=1. 

La  première  partie  étant  nommée  P,  on  trouve  par  les  dévelop' 
pemens  ordinaires, 

P=2-:  (1  +  "-=2      ■    4.  '!=±2n=-S  .  _i__  +  etcA 

\p  211       n-f-p    '  2.n.4n  211 -\- p    ^  ) 

Pour 


n_-  ' 
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Pour  avoir  la  seconde  partie  que  nous  nommerons  Q  ,  il  faut  faire 
af^=z\  — j-"^  alors  on  aura 

/xP-'dv        r     y''~''dy 

et  la  transformée  en  j  devra  être  intégrée  depuis  j^''=  ^  jusqu'à 
jr"  =  o.  Si  on  change  son  signe  ,  elle  devra  être  intégrée  depuis 
^"=0  jusqu'à  j-"  =  j;  on  aura  donc 

Q-t/i         n  —  p  1         ,     n — p. 0,11 — p  I  ,       ,     \ 

\CJ  2/1  71 -f~  7  2/1.4/1  2/1  -f- 7  / 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  réunir  ces  deux  parties,  et  on  obtient 

^/ij^/i — q     1  n — q.o.n — q      i  n — q.^n — q  Zn — q       i 

\p        2/1  *n+p  2/1. 4«      *2/i+p  2n.4n.6n        '5n-\-p     "     '( 

'^  4.3-  «  (^i  -f  Î!ZÏ!.JL_  4.  n—p.on—p^     X n—p.o.n~p.3n—p^  _i ^^^^\ 

\q        271  'n+f/  2/1. 4'i      '277-j-^  Qn.4n.Qn        "5n-\-q 

Les  deux  séries  comprises  dans  cette  formule  sont  toujours  conver- 
gentes ,  puisque  chaque  terme  est  moindre  que  la  moitié  du  précé- 
dent :  on  obvie  ainsi   à  l'inconvénient  que  présenterait  la  méthode 

ordinaire,  si  on  voulait  intégrer  tout  d'un  coup  la  valeur  de  f-j  ; 

depuis  jc=:o  jusqu'à  x=  i ,  ce  qui  donnerait  la  suite  très -peu 
convergente 

(P)=.l-i.  "inl  .  _J_  +  n-q.^n-q  i 

\qj         p^      n      'n-\-p^  n  .  Qn  *  2/1 -f  p  ^  ^^^*  ^*  >• 

Au  reste,  lorsqu'on  suppose  p=qz=:ay  la  formule  (h')  se  réduit 
précisément  à  la  formule  (g')  trouvée  par  une  autre  voie. 

(22).  Il  ne  sera  pas  inutile  de  chercher  la  valeur  de  la  fonction 

(-J  y  dans  le  cas  où  n  est  très-grand  par  rapport  aux  nombres  p  etq. 

Pour  cela,  soit  p=a,n  ,  {/=:ën,  on  pourra  considérer  a  et  ^  comme 
des  quantités  très -petites  du  premier  ordre  ,,  et  il  faudra  dévelop- 
per jusqu'au  degré  convenable  les  suites  P  et  Q;  on  a  d'abord, 

3^ 


(h'). 
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en  faisant  |  =  ^/ 


C         etX        ,  f>  -.M       ctx* 


1  -A .  ; h   I    t..I  l  b. 

1  •  -1  1        -1        ^  *  •* 


f  . 

3  +  « 


P=li7l  +,-^.1-1^.1-1^.-^ 


-I-  etc. 

De'veloppant  la  série  renferme'e  dans  la  parenthèse  ,  jusqu'aux 
quantités  du  second  ordre  inclusivement ,  et  faisant  pour  abréger  , 

X*  t"^  x^ 

G  =  a:+|  +  ^  +  ^  +  etc. 
on  aura 

Mais  on  a  aussi  2—*  =  i  —  aZ2  +  |  a*  (  /a  )*,  etc.  ;  et  d'ailleurs 
A  =  —  log  (  I  —  a?)  =  —  log  (  I  —  t)  ==  log  2  _,  de  sorte  qu'on 
peut  supposer  2~*  =  i  —  Aa  -j-  ^  A^a*;  ainsi  en  effectuant  les  dé- 
veloppemens,  on  aura 

net  '-  \         I     a         /       j 

Ou  aura  semblablement 

donc  par  la  somme  de  ces  quantités  on  trouve 

oa 

(25).  Il  reste  à  trouver  la  valeur  de  B  +  C,  et  pour  cela  nous 
considérerons  pour  un  moment  B  et  G  comme  des  fonctions  d'une 
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variable  x  ;  nous  aurons  d'abord 


' x^ 


B~G=^+(i  +  i)^  +  (i  +  ^4-7)T  +  ^^^- 


f£(B  — C) 


2-T-^*-r-./3-T-^*-i-ïr     ,/^ 


dx 


=  ^+(i  +  i)x'  +  (i+i  +  i)x'  +  etc. 
=  ^  +  ifl  +  i^  +  etc.  =  _ '.26(1=:^ , 

1 X     '      1 — X  1 — X     '  l — X 


donc  c?(B—  C)  =—  — ^  log  (i  —  x)  ,  et  en  inte'grant  on  a 

B  — C  =  ilog»(i— j:), 

sans  constante ,  parce  que  B  et  G  s'e'vanouissent  en  même  temps 
que  X. 

On  a  ensuite 

^  =  ^+^+^  +  elc.  =  -log(.~^),- 

donc 

^  =  .— -^log(i— x), 
et  en  inte'grant 

G  =  — log  X  log  (  I  —  j;)  — y"--^  log  X. 
Soit  a:  =  I  — j' ,  on  aura 

r_^loga:=:  /^^^  log(i— :r)  =  const+/+-^  -|-|^-|-etc. 

Si  donc  C  est  une  fonction  de  x  de'signëe  par  ***  (x),  on  aura 

f-ê^  logx=  const.  H-'i'  (j)  =  const  +  'i'  (i  —a:)  ; 

donc 

'^{x)-\-'^  {1 — x)  =  const  —  log  j: log  (i— a:). 

Si  on  fait  a;  =  0,  on  trouve  laconstante=^(i)=i  +  ^  +  31+Ctc., 
quantité  dont  on  sait  que  la  valeur  est  ^  ,  de  sorte  qu'on  aura 

•^(x)  +  ^(i-a:)  =  ~  — log^logCi—x)  (V). 
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Cette  formule  fait  voir  qu'e'tant  connue  la   somme  de  la  suite 

pour  toute  valeur  de  x  ,  depuis  x  ==  o  jusqu'à  xz=~,  on  connaîtra 
la  somme  de  la  même  suite  pour  toute  valeur  àe  jc,  depuis  jc=:  ■- 
jusqu'à  X  =  I. 

(24).  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  fait  x  =  |  ,  l'e'qualion  (  V) 
donne 

donc  dans  ce  même  cas  ^  on  aura 

mais  on  a  trouvé  B  —  C  =  ^  log''  (  i  — ^)  =  1  log*2  =  i  A*;  donc 

B=:C  +  |A«  =  -, 

et  enfin 

(?)=^^'0-ï-^)  0'). 

C'est  la  limite  vers  laquelle   tend  continuellement  la  fonction  (-\ 
lorsque  n  augmente  de  plus  en  plus ,  p  et  q  restant  les  mêmes. 

C'est  en  même  temps  une  valeur  approche'e  de  (^^V  lorsque 
^  et  <7  sont  petits  par  rapport  à  n.  Soit ,  par  exemple  ,  p  =  i ,  ^=  i  ^ 
n=i2,on  aura  à  très-peu  près  f  -j=;  2  fi  —  7^\ 

Remarque  sur  quelques  cas  particuliers  ,  oà  Von  peut 
sommer  la  suite  désignée  par  4  (^) ,  et  deux  autres  de 
la  même  espèce. 

(25).  On  a  vu  dans  les  recherches  pre'ce'dentes  ,  que  la  suite  repré- 
sentée par  4  W  >  est  sommable  tant  lorsque  x  =  i  que  lorsque 
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X  =  \.  Landen,  dans  ses  Mathématical  Memoirs ,  pag.  1 12  et  suiv.  ^ 
a  indique  deux  autres  cas  où  cette  même  suite  est  sommable  ;  nous 
allons  faire  voir  comment  on  parvient  à  ces  re'sultats. 

Ayant  fait  4  (x)  =  x  +  ^  +  |r  +  |r  +  etc.,  on  en  déduit 

J4(a7)=Jx(iH-f+ÇH-etc.)  =  ~^log(i-^) 

et  4-^)  =  f' log  (1  -—a?).  Soit  log  X  =p  et  log  (i  — x)z=zq, 

on  aurait  à  la  fois 

donc  4(-^)+4(^  —  x)  =  G  — yo^=  4  (0  — log  ^  log  (1  — •^)- 

G'est  l'équation  (k')  que  nous  avons  déjà  trouvée  ;  mais  on  peut  en 
trouver  plusieurs  autres. 

log  (l  "-f-x)  ) 

mettant au  lieu  de  x  ,  on  aura 

1  —a;  ' 

4(-Té-.)=/(t+Tê-.)iog(— )^ 

donc 

On  n'ajoute  point  de  constante ,  parce  que  les  deux  membres  s'éva- 
nouissent lorsque  x  =  o. 

Mettant  de  nouveau  — , —  au  lieu  de  x  ,  on  aura 

4  (j^n)  +  4  (--^)  =  -  i  lor  (ï +«^). 

Cette  équation  donne  une  valeur  toujours  finie  pour  4( — -^O?  quelque 

grand  que  soit  x ,  puisque  4  ( —  ^)  ^^  dépend  que  de  4  (.   T    )  >  où 

^  ,   ^  est  plus  petit  que  l'unité.  Mais  comme  dans  le  cas  de  a:  >  i , 

la  suite  désignée  par  4("^)  ^^^^  divergente,  on  ne  voit  pas 
quelle  peut  être  son  utilité  ,  contentons-nous  donc  de  considérer 


w 


i^. 
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les  valeurs  de  4  ( — '  ^  )  lorsque  a:  est  <  i .  Or  on  a  directement 

l'e'qualion  pre'cédente  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

Donnons  à  x  une  valeur  particulière  ,  telle  qu'on  ait  x*  =  ■■  \ 
ou  x^  -{-  x=i  )  si  on    fait  ^  =  —  1+  ¥  \/^ >   on  aura  x  =  ^ , 

_^- =  ^^=  I  — ^.  Donc 

a;  -f- 1 

f4(i-e)-4(0  =  -iiog-(.  +  e)  =  -iiog-e. 

Mais  on  a  d'ailleurs  par  Féquation  (V), 

4  0-O  +  4(O  =  Ç-2log*^; 
donc 

Ainsi  on  connaît  la  transcendante  4  G^)  >  non-seulement  lorsque 
x  =  ietx:=if  mais  encore  lorsque  0:=^"= — I  +  ÎV^^,  et 
lorsque  x=:  i  —  ^  =  |  —  |  \/5, 

(26).  Considérons  maintenant  la  fonction 

<p(x)  =  a:4-~  +  ^-f-  etc. 

On  aura  d'abord  (p  (x)  =  4  (^)  —  f  4  C-^O  >  ^^  ^"i  ^e  ve'rifie  immé- 
diatement par  les  expressions  en  série  de  4  (-x)  et  4  (•^')-  Mais  on 
connaît  les  valeurs  de  4  (^)  et  4  (^*)  lorsque  x  =  ^  ,  puisqu'alors 
x^  z=  1  —  C  ;  donc  on  aura  pour  ce  même  cas  , 

?(0  =  ^— flog-e. 
Pour  avoir  d'autres  valeurs  de  la  fonction  <p ,  j'observe  qu'on  a 
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J,(.)  =  ^.(.+Ç  +  ^  +  etc.)==^^log(i^^). 

d'où 

,(.)=/glog(il|> 

Mêlions  LHlf  à  la  place  de  x,  nous  aurons  semblablement 

Ajoutant  ces  deux  e'quations  et  effectuant  l'inte'gralion  indique'e  ; 
on  aura 

On  a  ajouté  la  constante  <p(i),  afin  que  les  deux  membres  soient 
égaux  lorsque  xz=^o.  Quant  à  la  valeur  de  <p(i)  ,  elle  se  déduit 
de  l'équation  (p  (œ)  =  4  W  ""■  i  4  C"^*)?  ^^^  donne  <p(i)  =  J's[/(i) 
=  ^;  de  sorte  qu'on  aura 

Donnons  maintenant  à  x  une  valeur  particulière  telle  que  —, —  ==  x . 
il  en  résultera  x  =  ^/a  —  i:=y  -,  et  d'après  cette  valeur ,  on  aura 

On  connaît  donc  quatre  valeurs  diverses  de  <p  (x)  ,  comme  on  en 
connaît  quatre  de  4  (jc)  ;  car  la  valeur  connue  (p  (C)  en  fait  con- 
naître une  autre  <p  (777^)  ?  ^^  ^(^^  —  0  =  ^(  V'^-"^)-  Ainsi  les 
valeurs  de  x  pour  lesquelles  <p  {x)  est  connu,  sont  a;=  i ,  jc=  ^ 
=  —  i  +  T  V^5,  jc  =  2^ — I  =  \/5 — 2,  a:  =  ^  =  ^2 — '  I. 

(27).  Pour  pousser  encore  plus  loin  ces  recherches,  considérons 
la  fonction 

A(j:)=  ^  +  ^  H-gj- 4-|- 4- etc. , 
qui  en  général  est  une  transcendante  fort  composée,  puisque  c'est  un 
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problème  assez  difficile  de  déterminer  par  une  suite  convergente 

la  valeur  de  A  (i)-  C)n  aura  d'abord  par  la  différentiation 

ce  qui  donne  A  (œ)  =  f  —  '^  (x)  ,  ou 

A (x)  =  log  X. 4  (x)  +f-^  log ^  log  (i  — . a:  ). 
Faisant  comme  ci-dessus  log  x  =^p  ,  log  (i  — x^  z=.  q  ,  qvl  aura 

K{x):=z\ogX.'\,{x)+fpqdp, 

d'où  l'on  déduit,  en  mettant  i  —  jr  à  la  place  de  x , 

K^i—x)  =  log  (i  —  x)  4  (i  — ^)  +fpqdq. 

On  aurait  semblablement  A  ( —  or)  =  |  —  4  ( —  x)  j  o\x 

A  ( —  x)  =  log  X .  4  (—  x)  +  I  —  log  X  log  (i  +  x). 
Mettons  dans  cette  e'quation    à  la  place  de  ^ ,  il  viendra 

M 

^  (-  [^)  =  l°g  —  •  +  (-  T^x) +/?  C/'-9)  {dp  -  d^). 

Ajoutant  ces  trois  équations ,  et  effectuant  les  intégrations  indiquées, 
on  aura  la  formule  générale 

À(x)+A(i— x)"!         rA(i)4-logar.4(x)-hlog(i--a:)4(i— -r) 

4-  ^^(-tÉ^)J  ^  1+log  7=i4(-^)  +loë^lor  (i-a:)-llogXi-x). 

Soit  j:=^,le  premier  membre  deviendra  2 A  (^)-f- A  ( —  1);  etcomme 
on  a  en  général  A(x)-f-A( — a:)  =  ^A(x'),  ce  qui  donne  A  ( — i) 
=  —  ^  A  (i)  ,  on  trouvera 

2A©~fA(i)  =  A(i)+2logi.4a)4-flog'(i). 
Substituant  la  valeur  connue  de  4  G)  >  il  viendra 

|AC,)  =  Aa)  +  ^log(2)-i(log2)'; 

d'où 
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d'où  l'on  voit  que  A  (i)  peut  se  de'terminer  par  le  moyen  de  A  (i)  ; 
et  réciproquement  A  (  i  )  peut  se  déterminer  par  le  moyen  de  A  (7), 
ce  qui  est  une  première  manière  d'exprimer  la  transcendante  A  (i) 
par  une  suite  convergente. 

En  second  lieu,  si   on    fait  j:=  i  —  ^  =  ^%  ^  ayant  la  même 
valeur  que  ci-dessus,  la  formule  générale  donnera 

A(O  +  A(^0  +  A(-O  =  logC  [24(^0  +  4(^+4  (~^)] 

4-A(i)  +  |log'^. 

Mais  on  a  4  (Q  +  4  (— ^  ==  H(^0  et  A(0  +  A(— 0=t  A(-t^O  ; 

donc 

|A(C0  =  |lôgC4(^0+A(O  +  ilog^^; 

or  on  a  trouvé  4  (^0  =  ~c  —  l^g*  ^  ?  donc  enfin 

A(i)  =  |A(^»)-Çlog^H-ilog^^. 

Ainsi  la  quantité  A(i)qui  représente  la  suite  i  +  —  +  51+75  + etc., 

peut  se  déterminer  par  le  moyen  de  A  (^')  ,  c'est-à-dire  par  la  suite 

convergente  ^"^  +  — +  51  +  ^â+etc.  ,dans  laquelle  ^"==^(3 — V^S), 

quantité  plus  petite  que  o,4-  Ces  formules  ont  été  données  sans  dé- 
monstration dans  l'ouvrage  cité  de  Landen  ,  pag.  118;  et  jusqu'à 
présent  on  n'est  pas  allé  plus  loia  dans  la  théorie  de  ces  sortes  de 
transcendantes. 


Considération    des  Jbrmules   intégrales  j  - 


xP-"dx  log 


X 


xP~^dx  Jog*  - 

-—,  etc.   Théorème  très  remarquable  sur 


r:    O^'i'kl- 


\/{  1  —  x^y-i 
la  première  de  ces  Jormules, 


(28).    Si    on    désigne   par  Z    la   fonction   \^)    ou    l'intégrale 
]~V~ ~ — J  prise  depuis  x  ==  o  jusqu'à  a:=  1 ,  les  différentielles 


successives  de  Z ,  prises  en  faisant  varier  p  seule ,  donneront  les 

3a 
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nouvelles  formules 


%J      n 


dp 

V/(i  — x")"-* 


-f. 


dp'' 


•=-/;^ 


etc. , 

ces  intégrales  e'tant  encore  prises  depuis  jc  =  o  jusqu'à  x  rrzi. 
Comme  on  a  généralement  par  la  formule  (i') , 

p  n     '  n-\-p  «.2/1        '  2fi+p  71. 211. du  *3/î4-p 

on  en  déduit  par  des  différentiations  successives  , 


xP~^dx]os,  - 

x'P-'dxXog''  - 

X 1        n — q  I         ,   n — q.zn — q  i 


\/{i—x''y-i 


__  j_  I   :: 1  ^       '        I  '•     ^•— -     y         '       -4-etc  I 


1     /^xP-'dx\og^- 


etc. 


Mais  ces  suites  ont  l'inconvénient  de  n'être  pas  suffisamment  con- 
vergentes. 

(29).  Pour  avoir  ces  mêmes  valeurs  exprimées  en  suites  plus 
convergentes,  il  faudrait  partir  de  la  formule  (h'),  et  la  différentier 
par  rapport  à  p ,  autant  de  fois  qu'il  est  nécessaire. 

En  la  différen liant  une  fois  ,  on  aura 


/ 


DES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES.  sSr 

^__a    "logari        n-.(y     __i n—q.in—q         1        ,  ^^^ -j 

j/(i  — :c'')"-'  "        Lp'^an'n+p"^       2/1.4/1       '  '2n+p  J 

r      JL  .  _1_  _J.    n— p.2/t— p    /    1 i_\  ^ 

,  j      2/ï  *  Tu-\-q        2/1. 4"  (2/1+7)   >" — ^P         ^" — P''  f 

I       an.^n.Sn.  (pn-{-q)\n  — p       2/1  —  p  "^  3/i  —  p/l 
l+etc.  J 

Ces  suites  sont  convergentes,  puisque  chaque  terme  est  moindre 
que  la  moitié  du  terme  précédent  ;  mais  leur  forme  est  compliquée, 
et  elle  le  deviendrait  davantage  dans  la  différentielle  du  second 
ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé.  C'est  pourquoi  il  convient  d'avoir 
recours  à  d'autres  moyens  si  l'on  veut  évaluer  facilement  lés  inté- 
grales dont  il  s'agit. 

Pxf-'dx  log  - 

(5o).  Désignons  par  'P  (~)  l'intégrale    / -,  et  par  4  (-J 

le  rapport  de  celte  intégrale  à  la  fonction  (  -  )j  déjà  représentée 
par  Z  ,  ensorte  qu'on   ait 

suivant  ce  qui  a  été  dit  (art.  28),  on  aura 

Mais  puisqu'on  a  aussi  Z  =  (  -  J ,  il  en  en  résulte 

où  il  faut  observer  que  <P  (  -  )  n'est  pas  la  même  chose  que  (p  ^^  ). 


dZ 
dq 
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La  différentielle   complète  de   Z  ou  de(^-j  pourra  donc  être 
exprime'e  ainsi  : 

(5i).  Cela  pose,  si  on  prend  l'équation  ge'nérale 

(?)-e^)=(O-(^-0' 

qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

log  (?)  +  log  (e±2)  =  log  (0  +  log  (ef'), 

et  qu'on  la  différentie  par  rapport  à  p ,  on  aura 

ou  suivant  les  de'nominations  établies  , 

La  même  équation  étant  différentie'e  par  rapport  à  ^,  donne 

La  différentielle  par*rapport  à  r  donnerait  un  résultat  de  la  même 
forme  que  le  précédent,  et  qui  y  serait  par  conséquent  compris. 
On  peut  de  plus  faire  voir  que  l'équation  à  quatre  termes  (p'),  est 
comprise  dans  l'équation  (q')  ;  car  de  celle-ci  on  déduit ,  par  la  per- 
mutation des  lettres  /?  et  y , 

et  de  cette  dernière  on  conclut ,  par  l'échange  des  lettres  q  et  r, 
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donc 

ce  qui  est  l'cquation  (pQ. 

(32).  De  là   on  voit  qu'il  suffit  de  considérer  Te'quation  à  trois 
termes  (q') ,  et  c'est  de   cette  source  que   nous  allons  tirer  toutes 

les  relations  qui  existent  entre  les  diverses  quantite's  4  (  J  i    ^^ 

re'pondent  à  une  même  valeur  de  «. 

Parmi  les   quantite's  (-)>  on  distingue  celles  de  la  forme  (^)» 

dont  la  valeur  est  (  -  j  =  ^  ;  il  en  re'sulte  (p  T  ^  J  =  ^ ,    et  par 
conséquent 

première  formule  qui  servira  à  la  réduction  des  autres. 

Parmi  les  mêmes  quantite's  ,  on  trouve  en  second  lieu  la  formule 
remarquable 

\n  —  a)         bin  au  ' 

d'où  l'on   déduit  ,  en  prenant  la  différentielle   de  chaque  membre 
par  rapport  h.  a^ 

\n  —  a/    *       \     a     /  sin^a«    ' 

Cette  équation  étant  divisée  par  i   j  donne 

La  fonction  -^  ( — ^ — j  est  remarquable  dans  l'ordre  des  fonctions 

4  ,  comme  la  quantité  i    _    )  l'est  parmi  celles  de  son  espèce.  Nous 

nous  servirons  donc  de  celte  fonction  pour  exprimer  toutes  les  autres, 
et  nous  ferons ,  pour  abréger  , 
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Cela  posé,  l'équation  qu'on  vient  de  trouver  s'exprimera  ainsi  : 

Bj  —  B._^=  ûo  cot  aœ.  (t') 

Elle  fait  voir  que  la  valeur  de  B^  se  conclut  de  celle  de  B„_a ,  et  ré- 
ciproquement ;  d'où  il  suit  que  dans  les  quantités  B,,  B^^,  B3,  etc., 
il  suffit  de  connaître  les  premières  jusqu'à  celle  dont  le  rang  est 

-  ou inclusivement. 

(33).   De  l'équation  (q')^  on  déduit  généralement 

donc  en  particulier, 

4(r,)-4(:-)  =  4(;r^)=«- 

et  par  conséquent 

4(^)  =  T-B.-  (V). 

Puisqu'on  a  f- j  =  — rf-  '\J>  ^^^^^  équation  étant  différentiée 

logarithmiquement  par  rapport  à  /?  ,  donne 

et  la  même  équation  étant  différentiée  par  rapport  à  ^,  donnera 

Ces  deux  équations  serviront  au  besoin  à  transformer  toute  fonction 
4/  (  T  jen  une  fonction  semblable,  dans  laquelle  a  eib  seraient  plus 
petits  que  n  :  on  en  déduit,  par  exemple, 

Mais  on  a  B.  ==  i  -  4  Q  et  B.^.  =  .-i_  -  4  (-JL-^  ;  donc 
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formule  qui  servira  à  trouver  la  valeur  de  B^,  si  a  est  plus  grand 
que  n.  D'ailleurs  il  est  aisé  de  voir  qu'on  a  B,  =  o  et  B,,  =  oo. 

Revenons  à  l'équation  (q')  et  faisons  ;t7  -|-  ^  -f-  r  =  /i ,  afin  qu'on 
ait  à  la  fois  ^  (—1:7)  =  B,  et  4  (j~^)  =  B„^,  =;B._,,  on  aura 

c'est   la  valeur  de    toute    fonction  -^  (  |  )  »  ^^^^    laquelle    on    a 
Si  dans  la  même  équation  (q')  on  fait  p  =  n  —  q,  on  aura 

4(;rz:^)=+(;r^)  +  4(r> 

Mais  par  l'équation  (v')  ona4  (t)  =  -  —  ^r'f  ^^^^ 

c'est  la    valeur    de    toute   fonction  4  (  î } ,  dans    laquelle    on  a 

(34).  On  pourra  donc  déterminer  généralement  la  valeur  de  toute 
fonction  4  V  ^  )'  si  on  détermine  celle  de  l'auxiliaire  B^,  ou  celle 

de  la  fonction  4  (  ^  )  ?  P^iisqu'on  aB^  =  ^— 4(^)' 

Px^'-'dx  log  - 
Orona(-)  =  ^,et<pQ)  =  / —  ;  donc  tout  se  ré- 

duit  à  trouver  l'intégrale 


Px^'^dx  log  - 

prise  à  l'ordinaire  depuis  j:=:  o  jusqu'à  JC  =  i. 

Pour  cela,   soit  x"  =  i  — j%  l'intégrale  précédente  aura  pour 
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transformée 

If-r-djios  (,_^«)=:_£iog  (i_j»)_y>ç^^ 

D'un  autre  côté,  J""  log  (  i  — j")  peut  être   mis  sous  la  forme 
(f-^  I  )  log  (  I  — j"  )  —  /  "-^ j-  ;  on  aura  donc 

La  partie  hors  du  signe  s'évanouit  en  faisantjr=  o  ,  et  elle  se  réduit 
à  -  en  faisant  j  =  i  ;  donc 

donc  en  général, 

cette  intégrale  étant  prise  depuis  ^  =  o  jusqu'à  j^"  =  i. 

(35).  Cela  posé ,   en  faisant  toujours  a>  =  -  ,  on  trouve  par  les 
formules  connues  pour  l'intégration  des  fractions  rationnelles  ; 

Ba  =  -  log  n  H — — -  û)  sin  2aa> cos  2aci>  log  (  2  sin  a>  ) 

'  0)  sin  4^fie> cos  ^aa>  log  (  2  sin  2») 


/i                 •              n  ^ 

-^^  û)  sin  6^0) cos  6act)  log  (  2  sin  3a)) 


+  etc. 


Cette  suite  devra  être  prolongée  jusqu'au  terme 

-  ct)  sin  (n —  i^  aa> cos  (n  —  i)  ace  log  (2  sin  — ;—  ù)j  , 

si  n  est  impair;  mais  si  n  est  pair  ,   il   faudra  prendre  seulement  la 

moitié  du  dernier  terme,  laquelle  sera cos  ûtt  log  2. 

Si 
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Si  l'on  se  rappelle  ensuite  les  formules 

_               ,      .                      ?ini:r  +  sînmx — sin(mH-l)a:, 
siax-4-  sm  2x  +  sm  3jc.  . .+  sin  mx  ■=. -. :; , 

'  .  3  (_  1    —  COS  X  ) 

.  _    .     _              ,         .                  (m-f-i)  âinmor — msin  (m-|-i)j: 
s\\ix-\-2S\n2xA-^s\n^x, .  .-\-msm.mx:=. -. r , 

'  '  '  2^1  —  COS  a:) 

on  trouvera  que  la  suite 

sin  2a(i)  H cù  sîn  ^aca  -^ cù  sin  6aoù  -|-  etc. , 


n — a 

Cù 


prolonge'e  jusqu'à  un  nombre  de  termes ou ,  a  pour  somm© 

^œ  cot  aa>.  Donc  si  n  est  impair,  on  aura 

B,  =  -log/î-|-7  Cù  coXacù COS  2aoù  log  (  2  sin  ca)  "^ 

—  -  COS  ^aoù  log  (2  sm  200) 


COS  Ç)aoù  log  (2  sin  3a)) 

—     COS  (« — I  )  ^(D  log  r  2  sin ùù\\ 

Gt  si  n  est  pair^  on  aura  l  /j#\ 

B,  =  -l0g/2+iû>C0t«aJ COSÛTT  log  2 

' — -  COS  2aûd  log  (2  sin  a>) 

' COS  ^aCù  log  {2SU\2Cû) 


—  -  COS  (w  —  2)  aciù  log  r  2  sin ca\ . 


(56).  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  «  =  |«,  n  e'tant  pair,  on 
trouve  directement  par  la  formule  (c*), 

B.=/^  =  ^log(.+r-)  =  ^log.. 

Pour  que  celte  valeur  s'accorde  avec  celle  que  donne  dans  le  même 

53 
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cas  la  formule  (d'),  il  faut  qu'on  ait 

log  (2  siii  Ci))' — log  (2sin2û))4-  log(2sin5w). . . . 
db  log  I  2  sin(- —  i  j  ûj  |  =  (1  -|-|  cos  a7r)log2  — ^lo^n;; 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même,  en  passant  aux  nombres^  et  supposant 
soit  /i=  4^,  soit  /z  =  4^  +  2  , 

sin  a>  sin  3u  sin  Fo sin  (  ai  —  1  )  w  //  2  \ 

sin acD  sin  4«  sin  6c» ... .  sin  (  ai»)        '        y    \  /i / * 

Cette  formiiîe  est  facile  à  vérifier  au  moyen  de  la  valeur  de  sin  nz 
donne'e  par  Euler  dans  son  Introd,  in  anal.  ,  pag.  204  ;  car  en  faisant 
successivement  dans  cette  valeur,  z  infiniment  petit,  et  nz  =  l'7t  , 
on  en  lire 

sin  cà  sin  20»  sm  Sa . , . .  sin  -  <w=  2  '■  i/«  , 

2 — n 

sin  &)  sin  3a)  sin  5a) ....  sin  (2i  —  i  )  oj  =  2  '^  ; 

2t  étant  -  ou ,  selon  que  n  est  de  la  forme  /\i  ou  4^  +  2  ,  et 

de  là  re'sulte  l'e'quation  préce'dente. 

(57).  Ayant  l'expression  ge'ne'rale  de  B^,  on  en  de'duit  celle  de 
4  (  -  )  >  ^u.  moyen  de  l'une  ou  l'autre  des  formules 


la  première  ayant  lieu  lorsque  p  -{-  (j  est  <C  '^j  et  la  seconde  lorsque 
^  -f-  <7  est  >  «.  En  cas  d'ëgalilé  ,  on  a  simplement  4  (    )  ^^^  -^f 

Ces  valeurs  qui  sont  de'duites  des  formules  (a*)  et-(b*)  peuvent 
aussi  être  mises  sous  une  seule  forme  générale ,  qui  est 

ce  qui  prouve  immédiatement  que  la  fonction  -4"  v  ~  ;  ^^^  toujours 
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déterminable  par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes.  On  par- 
vient ainsi  à  ce  ihe'orème  très-remarquable  par  son  élégance  et  sa 
géne'ralite'. 

Si  Von  prend  les  trois  intégrales 


/ 


r     xP-'dx  r'xP-'—xP-^i-'  j 


entre  les  limites  x  =  o  _,  x  ==.  i  ,  la  première  sera  égale  au  produit 
des  deux  autres. 

(38).  On  trouve  dans  le  tome  IV  du  Calcul  intégral  d'Euler  , 
pag.  i66,  une  démonstration  du  mémo  théorème  qui,  à  cause  de 
sa  grande  simplicité,  aurait  dû  être  substituée  à  la  précédente  ^  s'il 
n  y  avait  pas  quelque  avantage  à  considérer  un  même  objet  sous 
difïérens  points  de  vue.  Voici  cette  démonstration  ('). 

Par  la  formule  de  l'art.  4  j  on  a 

p       *      p  -\-n       '      p  -\-  2,11 

Différentiant   logarilhmiquement   les   deux   membres   par   rapport 
à  // ,  il  viendra 

Z        \p-\-q        P  J        Kp+q-^n        p-{  n)    ""  Vp-f-ç-j-aa        p-\-o.n)  "+"  ^  *^' 

Soit  $  ou  O  ((')  une  fonction  de  p  ,  telle  qu'on  ait 

0= 1 -4 — f-  etc. 

p     ■  p-\-q       P+n       p-\-q-\-n        p-j-Un       p+g-f-2/x 

La  fonction  $  (p)  devenant  <I>  (i)  lorsque  p  =  i ,  on  aura 

~  =  ^dp<^(i). 


(')  Euler  n'avait  donné  d'abord  qu'un  cas  particulier  de  ce  théorème  ,  qu'on 
trouve  dans  le  tome  l  âe  ses  Opusc  anal.  ,  paî£.  i83;  il  est  ensuite  parvenu  au 
théorème  général ,  dont  il  a  donné  une  démonstration  que  nous  rapportons  ici  ; 
mais  cette  circonstance  m'avait  échappé  lorsque  j'ai  publié  mon  Mémoire  sur 
les  intégrales  définies ,  où  je  n'ai  cité  que  le  cas  particulier  des  Opusc.  anal. 
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Mais^=:  — <p('-V  donc  ^?>  (-)  ou  4^-  ^  =  $(i).  Ainsi  pour 

avoir  la  valeur  de  la  fonction  -^f^j,i\ne  s'agit  que  de  trouver  celle 
de*(i).  ^ 

Or  en  diflerentiant  par  rapport  à  t'  la  valeur  de  $  ,  on  a 

dq^^dA     """'     ^^""^'"^    +c.-^p-'    +etc.| 

j__pP-+-?— 1 J^«-+-P-+-Î— 1 p;a"-+?-+-ï— >__  etc./ 

OU  en  sommant  ces  suites , 
donc 

Cette  intégrale  devra  être  prise  de  manière  qu'elle  s'e'vanouisse 
lorsque  vz=:o ,  on  fera  ensuite  t'rzr  i ,  et  on  aura  la  valeur  cherchée 
de  ^(i).  Donc  comme  on  peut  mettre  j:  à  la  place  de  v ,  on  aura  en 
général 

l'intégrale  du  second  membre  étant  prise  entre  les  limites  x  z=zo  , 
or  =  I .  De  là  résulte  le  théorème  de  l'article  précédent. 

(39).  Pour  étendre  encore  davantage  cette  théorie  ,  considérons 
les  deux  suites  d'intégrales  en  Z  et  en  T,  prises  depuis  x  z=.  o 
jusqu'à  X  =  1  y  savoir  : 


V/(i  — -  a:")"-» 


etc.  etc. 
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11  resuite  d'abord  du  théorème  pre'cédent  qu'on  a 

TJ  =:%!:. 

Diffe'renliant  cette  équation  par  rapport  à  ;? ,  et  observant  qu'on  a 
~=,~T,  ~  =  — Z",  Ç^  =  —  T',  on  aura  Z'=ZT  +  ZT',  ou 

Z''=Z(T^4-T'). 
Celle-ci  e'tant  difFe'rentie'e  de  nouveau  par  rapport  à  /? ,  donne 

Z"'=Z(T'+5TT'-j-T''), 

et  ainsi  de  suite  ,  la  loi  de  ces  expressions  étant  analogue  à  celle  des 
diftérentielles  successives  de  la  formule  ue-'"''^ 

Si  l'on  veut  donc  avoir  les  valeurs  des  quantités  Z',  Z%  Z%  etc. , 
ou  simplement  leur  rapport  à  la  fonction  primitive  Z,  il  faudra  con- 
naître les  quantités  T,  T',  T%  etc.  en  pareil  nombre.  Mais  comme 
celles-ci  sont  rationnelles  ,  et  contiennent  des  puissances  moins  éle- 
vées de  log  -  ,  on  voit  qu'au  moins  la  difficulté  est  diminuée. 

(4o).  Si  l'on  intègre  la  différentielle  a^""*"*""^cr,  depuis  x;=o  jus- 
qu'à x  =  I  ,  on  aura 

>"*+*-' Jo:  =  -i~  =  1  _-  î^^  +  i^.  —  fil  +  etc. 
Si  on  met  la  même  différentielle  sous  la  forme  x''~'dx.jc'^ ^  ou 

.r'"~'Jx  (i  -f-alog  j:-j log'j:  -j ^log'^jc-j-  etc.), 

son  intégrale  prise  entre  les  mêmes  limites ,  sera 

fx'^~'dx-{-  a,fx"'~^dx  log  x-j /x'"~'c/xlog''  jc-f-etc. 

L'identité  de  ces  deux  formules  exige  donc  qu'on  ait 
fx^zi'dx  =  — 
/x'"-Ja:logQ  =  ^, 
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et  en  ge'nëral 

(4i).  A  l'aide  de  ceite  formule  on  peut  exprimer  les  quantite's 
T',  T%  etc.,  par  des  séries  régulières,  composées  des  puissances 
réciproques  des  nombres  pris  à  des  intervalles  égaux  dans  la  suite 
des  nombres  naturels. 

Ainsi  en  développant  d'abord  la  différentielle  qu'il  faut  intégrer 
pour  avoir  T'^,  on  a 

et  effectuant  l'intégration  entre  les  limites  a:;=:o,x=i5il  vient 

T'  =  -H ^ I î^ t-etc 

p^^  (p-hny^  iP-^^ny^^''" 


elc. 


Désignons  en  général  par  (a,  /?)'",  la  somme  de  la  suite 

ô^  "^  (a -!-«)'"  "^  (a  +  211  )'"  "^  (a-f-Sn)"*         ^^^'  '  ^     ' 

laquelle   deviendra  (i  ,  //)"',  (2 ,  «)"",  (5,  n)"',  etc.,  selon  qu'on  fera 
a:=zi,  2,  5,  etc.,/z  étant  constant  :   on  aura  suivant  cette  notation, 

T'  =  (p,ny  —  (p-{-q,ny 

etc. 

(42).  Il  faut  observer  que  n  et  m  restant  les  mêmes,  on  n'aura 
besoin  de  considérer  les  valeurs  de  (a ,  /z)"*^  que  depuis a=  i  jusqu'à 
a=  n;  car  il  est  visible  ,  par  exemple^  que  (n-{-i ,  n)"'  se  réduit  à 
(ij/z)"" — I  ,  et  qu'en  général  on  a 

Par  suite  de  cette  formule  ,  on  aurait  de  même 

(a  +  2«,  nY=  (a.  nY — ; r-, 
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Cl  en  gênerai  on  réduira  toute  quantité  {a,  n^,  où  a  est  plus  grand 
que«,  à  une  quantité  semblable  où  a  n'excédera  pas  n. 

On  voit  encore  que  (n ,  «)"*  représentant  la  suite 

n"  ^^  (2/1)'"  ^^  C37i)'"  ^^         ' 
cette  quantité  est  la  même  chose  que 

;^..(i  +  ^.+^4-etc.).    ^ 

Si  donc  on  désigne  par  S,„  la  somme  des  puissances  de  degré  —  m  , 
des  nombres  naturels,  ensorte  qu'on  ait 

S.=  i  +  ^+^  +  ^.  +  ^+etc.,  (1') 

on  aura(/2,  «)""=—  S„.  Enfin  il  est  visible  qu'on  aura  aussi  l'équation 

laquelle  ,  en  substituant  la  valeur  de  («_,  nj"",  devient 

(i  —  ~)S„.  =  (i ,  n)-  +  (2 ,  ny  +  (3,  «)-  + +  (/i—  1, 7iy.. 

(43).  Considérons  particulièrement  le  cas  de  «=2,  yt?  =  i ,  q=  i , 
alors  on  aura 

T'=  (.,.)■  _  (2,2)-  =:  (.  -  i)  s.  .=  i  s, 

T'=  (j,.)'  -  (2,2)=  =  (.  -  |j)  S,  =  ?S3. 

T-=  (.,2)*  -  (2,2)^  =  ('  -  |,)  S,  =  I  S,. 
etc. 

On  sait  que  les  quantités  S»,  S^,  Sg,  etc.  sont  connues  en  fonctions 
de  TT  ,  et  qu'on  si  S^z=:^^%  8^  =  -^^* ,  Ss  =  j^j  7r%  etc.  A  l'égard 
des  quantités  S3,  S5,  etc.  ,  ce  sont  des  transcendantes  particulières 
qui  ne  se  rattachent  point  aux  autres  transcendantes  connues;  il  est 
fa-cile  néanmoins  d'en  trouver  les  valeurs  avec  une  grande  approxi- 
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mation,  par  les  belles  me'thodes  qu'Euler  a  données  pour  cet  objet 

(  Cale.  diJjT.,  pag.  45i  et  suiv.  ). 

Au  moyen  de  ces  diverses  quantite's ,  on  connaîtra  donc  les  inté- 
grales suivantes  ,  déduites  des  équations  de  l'art.  Sg. 

dx 


/dx  ir 

\/{\ — xx^         a 


dx  \o^  — 

X   «■  , 

l/(l XX)  Q.         o 

lx\oz^- 

\/(l Xx)  2    \       ^  '12/ 

dx  log,-^  -  i  C7 

i/(r=si  =  s  0°g'  ^  +  5 log  2.^  +  - S3) , 


et  on  pourra  prolonger  indéfiniment  cette  suite  où  tout  est  connu, 
excepté  S3,  S5,  etc.  dont  on  connaît  au  moins  les  valeurs  très- 
approchées,  jusqu'à  S,5  (  Cale,  diff.,  pag.  456.). 

De  la  réduction  des  transcendantes  désignées  -par  (a,  n)". 

(44)-  Occupons-nous  maintenant  de  réduire  au  plus  petit  nombre 
possible  les  quantités  (^i,ny,  (2,77)"',  (3, «)"",  etc.  qui  répondent  à 
une  même  valeur  de  «.  Pour  cet  effet ,  reprenons  l'équation  (t') ,  et 
substituons-y  la  valeur  de  B  donnée  par  la  formule  (c")  ,  nous  aurons 


fC  \Jl'^  )lé'  =  «  ^ot  aœ.  (n') 


■r 

D'où  l'on  tire,  en  différenliant successivement  par  rapport  a  a , 


rr-+y"—'dy\ogi  =  -^ 

J           1  — y"          "^        ^  y         sin"  a« 
-l- — — "^ drioç''' -  z= -^. cosacù  i  ,,v 

Q.J        1  — y"       '^        y       ^^^  "^  y         \V  ) 

Q.oJ  1 — J"         "^       ^  y         sm^  aj    \3    '    3  / 

etc. 

Mettant   au    lieu    des    premiers   membres  les  valeurs   qu'ils  ob- 
tiennent 


■«■^- 
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tiennent  par  le  développement  en  série  et  l'application   de  la  for- 
mule (g*) ,  on  aura 


(a,ny-^(n  —  a^n)*  = 


a' 


sin    aco 

.,3 


etc. 

Ces  formules  serviront  à  établir  entre  les  diverses  quantités  (ci ,  «)'",  qui 
répondent  à  une  même  valeur  de  w ,  toutes  les  relations  qu'on  peut 
obtenir  par  d'autres  voies ,  et  qui  sont  données  sous  diverses  formes 
dans  les  ouvrages  d'Euler.  C'est  ce  que  nous  allons  développer  dans 
deux  exemples,    .;É^ 

(45).  Soit  71=:  6  et  m:=.  n ,  on  aura  l'équation  générale 

(^,«)^  +  (6  —  «,  6)^  =  -4^, 
d'où  Ton  déduit  successivement 

(.,  6)'  +  (5.  6)'  =  -^ 


(.,  6)'  +  (4,  6)-  =  ^\  (,.•) 

(3,  6)-  +  (5,  6)-  =  ^3,^ 


ce  qui  donne  en  substituant  la  valeur  o)  =  ^  , 

La  somme  de  ces  équations  est 

d'où  l'on  déduit  S^  =  j  ir",  ce  qui  est  un  résultat  connu ,  mais  la 

34 
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démonstration  qu'on  en  donne  ici,  n'en  est  pas  moins  remafqualile. 

Outre  cette  valeur  de  S, ,  on  connaît  (3,6)'=^^  7r%  et  (6^6)"=  jg  S 
=  TTô  "^"î  i^ais  les  quatre  autres  quantités  (i,6)%  (2,6)^,(4,6)%  (5y6y 
ne  peuvent  être  déterminées  par  les  équations  précédentes. 

Observons  cependant  que  puisqu'on  a 

il  en  résulte 

(3,6)-=i(.  +  l  +  l  +  ^  +  elc.)  =  i(,,6)-4-i(4,6)'; 

donc  les  quatre  quantités  dont  il  s'agit ,  peuvent  être  déterminées 
au  moyen  de  l'une  d'entre  elles  ;  par  exemple,  au  moyen  de  (i,6)%  de 
la  manière  suivante  jt 

(.,6)"  =  Ç  ^      «î^ 

(4,6)- =  4," -i?^  M 

(5,6)- =  i^-- S 

(46).  Quant  à  la  valeur  absolue  de  ^  ^  elle  n'est  déterminable 
exactement  par  aucune  formule  connue  ;  mais  on  peut  en  trouver 
une  valeur  aussi  approchée  qu'on  voudra  par  la  méthode  qu'Euler 
a  donnée  (  Cale.  diff. ,  pag.  4^1  ). 

Pour  cela  ayant  fait 

^  ^^  ô^  "^  (a  -f-  nf  "^  (a  +  an)^"^'  *  '  '  "T"  (Jî+nxp  » 
on  trouve  en  général 

^1  1  ,1  1  h!n  ,  B'n' 

5  =  C  —  -  .  —r—  +  -  .  .    .  ,  ^.  —  ,^.  ^^,3  + 


(  a  -h  nxy  "^  (  a  4-  no;)» 


etc. 


A',  B",  C,  D',  etc.  étant  la  suite  des  nombres  Bernoulliens. 

Il  résulte  de  cette  formule  que  la  somme  de  la  suite  prolongée 
à  l'infini  étant  désignée  par  («,  ^^)%  on  a  (a,  «)*  =  C  ;  donc  récipro- 
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quement  on  a 

Mn 


^  '   ^  *    n     a-\-nx         2     (a  +  zix)"         (a- 


7ix)^ 


(a  -f-  /ixO^-  "^  (a  H-7iaO^  ^     *  ^^  ' 

On  sait  que  la  suite  A',  B',  C,  D'  est  divergente  à  compter  du  troi- 
sième terme  ,  et  le  devient  plus  que  toute  progression  géome'trique 
donnée;  d'où  il  suit  que  la  suite  contenue  dans  la  formule  (t*)  ^ 
deviendra  nécessairement  divergente  après  un  certain  nombre  de 
termes.  Mais  ce  qui  est  fort  remarquable  ,  c'est  que  cette  formule 
n'en  est  pas  moins  propre  à  donner  la  valeur  de  (a^ny  avec  tout  le 
degré  d'approximation  qu'on  peut  désirer. 

Pour  cela  il  faut  donner  à  x  une  valeur  arbitraire  d'autant  plus 
grande  qu'on  voudra  obtenir  une  plus  grande  approximalion  (  la 
valeur  jc=  10  suffit  pour  donner  18  ou  20  décimales  exactes).  Au 
moyen  de  cette  valeur,  on  commencera  par  prendre  la  somme 
effective  de  la  suite 


substituant  ensuite  cette  valeur  de  s  ainsi  que  celle  de  x  dans  l'équa- 
tion (l")  ,  on  aura  pour  la  valeur  de  (a,  ny  une  suite  d'abord  très- 
convergente  ,  mais  dont  la  convergence  diminuera  de  plus  en  plus  , 
jusqu'à  un  certain  terme  où  elle  deviendra  divergente,  et  cette 
divergence  augmenterait  de  plus  en  plus  à  l'infini. 

Par  le  calcul  des  termes  successifs,  on  obtiendra  des  résultats 
alternativement  plus  grands  et  plus  petits  que  la  valeur  cherchée, 
et  on  devra  s'arrêter  aux  termes  où  cesse  la  convergence. 

Ces  termes  indiqueront  deux  limites  fort  rapprochées^  entre  les- 
quelles se  trouve  nécessairement  la  valeur  de  a^. 

Si  ces  deux  limites  ne  donnaient  pas  encore  une  approximation 
suffisante ,  il  ne  resterait  d'autre  parti  à  prendre  que  de  recommen- 
cer un  nouveau  calcul  en  donnant  à  x  une  valeur  plus  grande. 
Mais  pour  l'ordinaire,  une  valeur  médiocrement  grande  de  x  don- 
nera une  très-grande  approximation. 

Nous  donnerons  ci-après  un  exemple  du  calcul  de  ces  sortes  de 
suites  qu'on  peut  appeler  suites  demi-conçergenies* 
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(47).  Soit  maintenant  w  =  5  et  72  =  6,  nous  aurons  l'équation 
générale 


û)'  cos  aa 
y 


d'où  l'on  déduit  les  deux  suivantes  : 

„3 


(,,6)' -  (5,6)3  =  ^jA^  =  4«V3 
(.,6)3  -  (4,6)3  ^  £S^        4»3 


("•) 


2l5 


îtf  3\/3 

D'ailleurs  on  a  (6,  6)^  =  ^83,  et 

(1,6)'  +  (2,6)3  +  (3^6)'  4-  (4,6)3  +  (5,6)3  ^  î^  S3. 

Ces  équations  sont  insuffisantes  pour  déterminer  toutes   les  incon- 
nues ;  mais  les  diviseurs  de  6  qui  sont  2  et  3 ,  en  fournissent  de 
nouvelles. 
On  a  en  effet 

(2,6)3  =i(,+l  +  i+^,  +  etc.)=-^[(i,6)3+(4,6)'] 

(3,6)3  ^J.(,4.i.+ J.^+ J_+  elc.)=J^[(,,6)3+(3,6)3+(5,6)3]; 

de  là  on  voit  que  les  cinq  qnantités  (i,6)%  (2,6)%  (5^6)^,  (4)^y>  (5,6)^ 
se  détermineront  en  supposant  connue  l'une  d'entre  elles.  Ainsi 
en  faisant  (1,6)^  =  0,  on  aura 

(1,6)3    ^   g 

(.,6)3  =  !(?-.  3^^) 
(5,6)3  =  ^(5-2^3^3) 

(4,6)3  =.|(ç-|^-) 
(5,6)3  =  Ç  —  40,3  j/3. 
La  somme  de  ces  quantités  doit  être  égale  à  fj|  S3,  ainsi  on  aura 

—^83=  —  y  —  -^—0)3  «/3  , 

ou 

jj  216  ^        4^2     „      ._ 
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Réciproquement    on   peut    exprimer    toutes    les    quantite's    (1,6)% 

(2,6;%  etc.,  au  moyen  de  S3  et  de  eu  =  ^  ,  et  on  trouve 

(^'^y  =  ÏT6  ^'  I  (v') 

(4,6)'  =  ^  S3  -  %'  1/3 

(5,6)'  =  ^  S3  -  2«=  4/5 
(6,6)'  =  ^  S3 

(48).  On  déduirait  aisément  des  e'quations  (q")  les  autres  pro- 
priétés connues  des  quantités  (a,  z?)"*,  c'est-à-dire  des  suites  qui  ré- 
sultent de  la  décomposition  de  la  suite  générale 

S„=i-f-^4-^  +  ^  +  ^^  +  etc. , 

'en  prenant  les  termes  de  trois  en  trois ^  de  quatre  en  quatre,  ou  en 
général  de   n  en  n.   On  trouverait,  par  exemple,  que  la  suite 


'  C2:m      I       Cm 


-}-  etc. 


est  sommable  lorsque  m  est  impair,  et  qu'elle  ne  l'est  pas  lorsque 
m  est  pair. 

On  trouverait  au  contraire  que  la  suite 

I  +  ^  +  ^  +  ^  -f-  etc. 

est  sommable  lorsque  în  est  pair ,  et  qu'elle  ne  l'est  pas  lorsque  m 
est  impair.  Le  mot  sommable  est  ici  entendu  non  dans  un  sens 
absolu  ,  mais  relativement  aux  méthodes  connues  jusqu'à  présent. 

Ces   choses   n'ayant  point   de    difliculté ,  et  ayant  d'ailleurs   été 
démontrçes  par  d'autres  voies  „  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  da- 
vantage.   Nous  ferons  voir  seulement  comment  on  peut  trouver 
par  des   suites  qui  soient  convergentes  dans  toute  leur  étendue  ^ 
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les  valeurs  des  quantités  (  et  S3  qui  sont  reste'es  inconnues  dans 
les  art.  4^  et  47  ;  recherche  plus  difficile  qu'elle  ne  parait  au  pre- 
mier coup  d'œil  ,  parce  qu'en  suivant  les  méthodes  qui  se  pré- 
sentent naturellement,  on  retombe  sur  la  même  difficulté  qu'on 
voulait  résoudre. 

(49).  Pour  obtenir  d'abord  la  valeur  de  S3 ,  j'observe  qu'on  peut 
supposer 


(^') 


(4,6)3  =  i/_^X,,og.^f' 

(6.6)'  =  j/ï^e  log-^ 

car  les  seconds  membres  étant  intégrés  depuis  jr  =  o  Jusqu'à 
j=  i,  au  moyen  de  la  formule  (g'),  ces  équations  deviennent 
identiques. 

Or  d'après  les  équations  (u)  on  a 

(.,6)3  -  (5,6)3  ^  i/l^l  dr  log'^  =  4«V5, 
(2,6)3  -  (4,6)3  ^  1  y^  rf^  i„g.^.  ^  ^_         . 

Ces    deux  équations  ajoutées  ensemble,  puis  soustraites  l'une  de 
l'autre,  donnent  les  deux  suivantes 


ï/t 


clylog^^ 


4«3^/'5_ 


4»^ 


3a  «V3 


+J+r        t-  K  -        3v/3~        9        ^ 
de  sorte  qu'on  a  entre  ces  intégrales  le  rapport  très-simple 


/'  dy  log'y     ^   f  ^y  ^%y 
1— j-f-V  "^  4  J  'r+7+7  ' 


DES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES.  271 

mais  celte  formule  est  susceptible  d'être  généralisée  ainsi  ; 

J  \  ^y  +y-  —     or    J  x+y  -h y''  ^^  ^ 

En  effets  soit 

on  aura 

Vp  —  O^  —  ÇlÈL^y-  . 

I 

mettant  dans  cette  dernière  j*  au  lieu  dej,  il  viendra 

i(p-Q)=a)"^7T^S^.=(o"Q' 

et  par   conséquent  P  =     ^„.    Q. 

Par  la   combinaison   des  équations  (x*) ,  et  la  substitution  des 
valeurs  données  par  les  équations  (v")  ,  on  obtient 

(3,6)'+(6,6)3=i/£^  =  ^S. 
Soustrayant  la  seconde  de  la  première,  on  aura 

^j     i+^+y       9         9     ^ 

d'ailleurs  on  a  déjà  trouvé 

2j  i+j-T-y      9 

donc  en  éliminant  &)^,  on  aura 

C'est  de  cette  formule  que  nous  allons  tirer  la  valeur  de  S3. 

(5o).  Je  remarque  d'abord  qu'on  peut  faire 

A>--f-i)^ylog'y  __  rjy__  ,  ji  /"    C>-y)^ylos'y     . 
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La  première  partie 

/-f-log.r  =  .(._l  +  ^3-,^+etc.)  =  .S3(.-|)  =  fs,, 
donc  on  aura 

soit  r  =  — : — ,  et  la  transformée  sera 

^         i  4-  ^ 

zdz 


lie?  r  zdz      I 

T8S3=y^:p7.1og»j, 


formule  qui  doit  toujours  être  inte'grée  depuis  z  =  o  jusqu'à  2  =  1. 
On  voit  maintenant  que  comme  z"  est  toujours  plus  petit  que  i , 

,j    .         zdz  ,   .  , 

on  pourra  réduire  ^       ^  en  une  série  convergente ,  de  sorte  que 

l'intégrale  ne  dépendra  plus  que  de  termes   de  la  forme 

fz'""'^'dzlogy.  Mais  pour  rendre  la  série  encore  plus  convergente, 
je  fais  ;5*  =  I  — «%  et  j'ai 

1 1   o  /^  ^du     1 

T8^3=y^— ^.logy, 

intégrale  qui  doit  être  encore  prise  depuis  w=o  jusqu'à  w=i. 
Cette  intégrale  étant  prise  par  parties ,  devient 

—  H  ^og  0  —  ^) •  ïog!r +/y  logj.iog (i -- 'D ; 

la  première  partie  s'évanouit  aux  deux  limites  de  l'intégrale  ;  ainsi 
on  a  simplement 

iiS3=/|^logjlog(i-|). 

Développant  log  fi  —  y  Y  et  substituant  la  valeur  -^  =  —  ^,  on 
aura 

HS3=l/&log^.(,+i.^'  +  l.|+i.|  +  etc.). 

Soit 
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37  5 


Soit  donc 


i/..-^zlogi  =  F, 
^-fu^dz  log  -  =  V, 


etc. 


ces   intégrales   étant   prises  depuis   z  =  o,    jusqu'à  z  =  i,    et  on 
aura 

(5i).  Pour  avoir  maintenant  les  quantite's  P%  P',  P",   etc.  j'ob- 
serve qu'on  a  en  général  "* 

fu*"'dz  log  -  =  log  -  fu''"'dz  +  r^  .  fu'"'dz. 

J  y  yj  j   y    J 

Dans  cette    formule    nous    supposerons   que    l'intégrale  fit^"'dz   esl 
prise   de  manière    qu^elle   s'évanouisse   lorsque  2=1    ouw  =  o, 

alors  la  partie  ]og-fu'""dz   s'évanouit  aux  deux  limites   de   l'inté- 
grale, et  on  a  simplement 

•dy  . r  r      dz 

'y      '^J  ~y 

où  l'on  voit  que  les  logarithmes  ont  entièrement  disparu,  et  qu'oa 
ne  doit  plus  tenir  compte  que  de  la  relation  w"=  i  — z*. 

On  a  d'ailleurs 


i  fu'^-'dzlog-  =  lf^fu^"^dz  =^f—  —M^dz, 


multipliant  de  part  et  d'autre  par  -^  ei  intégrant,  on  aura 

2/n       T»r™    ,^         ru'-"'-''zdz 


pCm)   


pCm- 


•'-r 


'2  m  -\-  \  ~  J    aw-f"  1 

Or  zaz  =  —  udu,  et  par  conséquent 

/u''"'-''zdz  r  u^'^-'du M^"  .     p  ^ 


35 
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cette  inte'grale  devant  être  prise  depuis  zz=:  Oy  jusqu'à  s  =  i  ^  elle 

se  réduit  à ; ; — r  :  donc  on  aura 

2,771  (2m  +  1  ) 


2m-f-x*  27n(2m+i)* 

La  première  valeur 

donc  on  aura  successivement 

P°  =  log  2  ^ 

p'    £  po L_ 

~3^  2.3' 

p»  4  p^         ^ 

Pw    ^^  "   pff  ^      - 

7  6.7' 

etc. 

Au  moyen  de  cette  loi  très-simple  on  calculera  aisément  les  diffe- 
rens  termes  de  la  suite  décroissante  P%  P',  P",  P**,  etc.  Ensuite  on 
aura  S3  par  la  formule 

ce  qui  donne  une  approximation  très-rapide  ,  puisque  chaque  terme 
est  moindre  que  le  quart  du  précédent. 

En  calculant  cette  suite  jusqu'au  terme  P''  inclusivement ,  on 
trouve  83=  1.2020567.  Euler  a  trouvé  par  la  méthode  dont  nous 
avons  parlé,  et  en  poussant  l'approximation  beaucoup  plus  loin, 

83=  1 .  202o56go5i  59594281. 

(Voyez  Cale.  diff. ,  page  453). 

(52).  Pour  trouver  par  des  procédés  semblables  la  valeur  de  la 
transcendante  Ç ,  demeurée  inconnue  dans  les  équations  (s*) ,  j'ob- 
serve qu'on  a 
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(4,6)-=/-^log^-  =  ïl5^"-5?' 

de  là  je  lire  ^ 

(.,6)"  +  (^,6)-  -  (4,6)-  -  (5,6)-  =/ .  ^^°^y  =  t  ? 


i5       ' 


donc 


tout  se  réduit  donc  à  trouver  la  valeur  de  cette  intégrale. 

Si    on   fait    successivement  j  =  j  (i — it) ,  j  =  ^(i+m),    et 
qu'on  ajoute  les  deux  transformées  prises  positivement,  on  aura 

nouvelle  intégrale  qui  doit  encore  être  prise  depuis  m  =  o  jusqi^'à 


/. 


u=  ï. 


La  première  partie  de  cette   intégrale 

J     3_|_a-    -^  \/5      ^^  &  l/3> 

et  en  faisant  m  =  i ,  elle  se  réduit  à 

îîlog4     ^  p.TT  loga 

L'autre  partie 

étant  appelée  T ,  on  aura  par  le  développement  de  la  fraction  , 

T=/-^(. -1  +  ^4-34  + etc.)los(,-«-): 
or  en  intégrant  par  parties  on  a 
J^  ^,-^«log(i-i.»)=  -^-j-^log(i--wO+/  -i^ipr  •  i-^a^' 


irt  a  i 


i   %^ 
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et  puisque  la  quantité  (i  — «='"^')log(i  —  ii")  s'ëvanouit  aux  deux 
limites  de  l'intégrale,  on  a  simplement 

T—  u'^'^du log (i  —  M«)  =  — L—-  r'~"'7' . 2 udu 

Q  r/  1  —  u"*"-^'    ;     __      </rf    S 

2m  -i-  1  J  \     1 — u*  1  4- u/' 

Développant  la  quantité  sous   le  signe   et   intégrant  depuis   m=o 
jusqu'à  M  =  I ,  on  aura 

f-u"dulog(.  -  W)  =  _A_  (,  +  >  4.  ■ . . .  +  _i_  _  log,)  . 

donc  enfin 

T  =  |.(.-log2)  :.^^z. 

-l-^.  +  g  +  S  +  i-log.) 

+  etc. ,  ,  ^p  ■ 

série  convergente^  puisque  chaque  terme  est  moindre  que  le  tiers 
du  précédent.    T  étant  connu,  on  aura  ^  par  la  valeur 

^  ~~  i8~^    i8\/3    "^1.2 

jD^.y  intégrales  JEulériennes  de  la  seconde  espèce, 

(55).  Considérons  maintenant  l'intégrale 

/r—V/^^log^y, 

que  nous  supposerons  toujours  prise  entre  les  limites  x:=^o  ,  x=:i. 
On  a  d'abord  en  intégrant  par  parties, 

fx"-'  dx  (log  -)  =  -  (log  ^,)  +  -  A—  rfx  (log  -)     , 

et  comme  la  partie  hors  du  signe  s'évanouit  aux   deux  limites  , 
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pourvu  qu'on  suppose  n  ^  o ,  on  aura  alors 

yx'""'  dx  Hog  -  )  =  —  fx^'-^dx  Hog  -  j      .  (a) 

On  aura  donc  en  général,  si  n  est  un  nombre  entier  positif, 

f^-'dx  (log  1)"=  -  —  ■  .^-^n-S.....  ^^^ 

Lorsque  «  ne  sera  pas  un  nombre  entier ,  l'intégrale  yà.'"~'Ja:nog-j 

sera  en  général  une  transcendante  dont  il  conyient  d'examiner  les 
propriétés. 

Et  d'abord  au  moyen  de  la  formule  (  ^t  )  ,  on  pourra  toujours 
ramener  cette  transcendante  au  cas  où  l'exposant  n  est  compris 
entre  o  et  —  i. 

De  plus,  j'observe  que    sans  rien    diminuer  de  la  généralité  du 

calcul,  on  peut  faire  m  =  i  ;  car  la  formule  /x'"~'dxf\og-j  étant 
proposée,  si  l'on  fait  j:'"'=z,  cette  formule  deviendra  —^^^  fdz(log-j  , 

(54).  Cela  posé  ,  il  suffira  de  considérer  l'intégrale y^jc  ( log- j     , 

dans  laquelle  nous  supposerons  que  a  est  positif  et  plus  petit  que 
l'unité.  Cette  quantité  étant  simplement  fonction  de  «,  nous  la  dési- 
gnerons par  r  (fl) ,  et  nous  ferons 

r(«)=//x(iog^J"'.  (5.) 

L'objet  des  recherches  suivantes  est  d'évaluer  la  fonction  Y  (a)  , 
lorsque  «  est  une  fraction  rationnelle  donnée,  telle  que  i,  f ,  f ,  etc.  , 
et  nous  nous  proposons  particulièrement  de  comparer  entre  elles 
les  fonctions  qui  répondent  à  des  valeurs  de  a  de  même  dénomi- 
nation,  telles  querT- j,  tT- j,  etc.  Enfin  nous  chercherons  aussi 

à  déterminer  par  approximation  la  transcendante  Y  (a)  pour  toute 
valeur  de  a  rationnelle  ou  irrationnelle. 

(5^).  En  prenant  les  intégrales  depuis  x=o  jusqu'à  x  =  i  ,  et 


¥ 
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supposant  /n  >  i ,  on  a  cette  formule  de  re'ductiott  , 

d'où  il  suit  que  si  m  est  un  entier,  on  aura  exactement 

r        .Jr  <r\«_.  i.2.r^ (m— !)£'"-* 

"^  ^  '  a.6t-i-t.a-f-2b.  .  .  .a-f- (77t  —  i)C 

I>ésignons  par  ^(a,  w)  l'inte'grale /x*~' Jx  (i  —  jc^)'"~',  prise 
depuis  jc  =  o  jusqu'à  .x  =  i  ,  et  dans  l'hypothèse  que  m  est  un 
entier  positif,  on  aura  donc 

1.2.3....  (m  —  1  )  a.      -  .  i 

Dans    cette    équation,   mettons  successivement   A;??  et  (A+i)w 
à  la  place  de  m ,  nous  aurons 


1.2.5..".  .?m — 1  et         ,    ,         ^       V 

= .  O  (  et ,  Awz  ) 


a  -f-  ^  •  *  +  2C «c  -{-  Â/ra  —  1 .  C         ^' 


1  . 2.5.  .  .  ./m. -^  m. —  1  *  _/        ^       1       \ 


«  -f-  C.A-^-^C. .  .a  -\-  hni  -j-m —  i  .  C 

Divisant    la   seconde    par    la  première  ,  et   faisant  pour  abréger  , 
u  -{-  Awé"  =  a',  il  vient 


et' .  a^  -{-  € .  otf  -\- qC.  .  .  .  et'  -]-  m  —  1  .  C ^^        *  (<*  >  ■^^) 

/.m .  hi7i  -f-  1  •  -'  ?"  -}-  2 .  .  •  Am  -}-  TM  —  1  '  *  («,  Am  -}-  m)  ' 

mais  en  mettant  <xf  à  la  place  de  a  dans  l'équation  primitive,  on  a 


1 .2.5.  .  .  .m  —  1 


et' 


ec'  -i-C.et    -\-  2C...a'-{-m-^l.C 

et  multipliant  ces  deux  équations  entre  elles,  on  a  pour  produit 

1.2.5... .m  —  i  A>    4>  (  «i ,  Am) .  4)  (rf-j-Amf ,  m) 

hm . Am  -j-  1  •  •  .  •  ^m  -{-m  —  i  *  *  (  * ,  ^"^ -f~  ^^) 

Le  premier  membre,  en  vertu  de  l'équation  primitive,  peut  être 
représenté  ^par  fbc^"'—^  dx  (i  — x)'"'"';  et  parce  qu'on  peut  mettre  x" 
a  la  place  de  .r,  sans  changer  les  limites  de  l'intégrale,  il  peut  être 
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aussi  représenté  par  /î/x^«"*-'r/x  (i — x")"— '  ;  donc  on  a 

Cette  équation  ainsi  exprimée  en  un  nombre  fini  de  termes ,  ac- 
quiert une  plus  grande  généralité  ,  et  ne  suppose  plus  que  m  est 
un  nombre  entier. 

•  En  effet,  les  deux  membres  devant  se  réduire  à  une  même  fonc- 
tion de  m  et  de  Aw,  laquelle  est 

J ^— ^         1      ,  t    ^—  ^  •^  — Q  ^       I      —etc. 

A7n  1       '  KTîi  +  i  1.2  *  //n  +2  *  ' 

on  est  maitre  de  donner  à  m  et  À  des  valeurs  positives  quelconques, 
et  à  plus  forte  raison  aux  quantités  a,  &  ^  n,  qui  disparaissent  dans 
les  deux  membres. 

{^Ç))'  Soit  donc  et=i  et  ê  =  à  un  infiniment  petit,  on  aura 
i~a:^  =  ^logi,     et     0(a,/7z)=e'"-'/Jx(/i)'""^ 
de  sorte  qu'on  aura  en  général 

Au  moyen  de  cette  formule ,  l'équation  (cT)  devient 


Soit  maintenant  m  =  ^,  Am  =  - ,  on  aura  donc 


/xP^' dx  {i  —  x^y     =  - 


-ra 


Le  premier  membre  n'est  autre  chose  que  la  transcendante  désignée 
ci-dessus  par  (-);  ainsi  on  aura  cette  équation  remarquable 
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D'où  l'on  voit  que  la  transcendante  (-j  serait  connue  ,  si  on  con- 
naissait ,  pour  la  même  valeur  de  «  ,  les  fonctions  de  la  forme 
T  f-\  a  étant  entier. 

(Sy).  Il  re'sulte  d'abord  de  cette  valeur  de  ( -\  qu'on  peut  e'chan- 
ger  entre  eux  les  nombres  p  et  ^  ,  et  qu'ainsi  on  di  (-j  =^  i-j  j  cq 

qui  est  une  des  principales  propriétés  de  ces  fonctions. 
De  plus  on  tire  de  cette  formule 

r(P\Y(^-y('-\ 
/p_\    fpj±_q\ \ny    \ny   \n  J 


Dans  le  second  membre  ,  il  est  visible  qu'on  peut  faire  la  permuta- 
tion entre  deux  des  nombres  p ,  q  j  r- ,  à  volonté,  ce  qui  donne  le 
théorème  fondamental 


(o-(^)=œ-m. 


<7/\r/  \r  /     \     q 

dont  on  a  ainsi  une  nouvelle  démonstration  très-simple.' 

(58).  Faisons  voir  maintenant  comment  les  fonctions  T  se  déter- 
minent au  moyen  des  fonctions  (-)• 

Observons  d'abord  qu'au  moyen  de  l'équation  (ol)  ^  on  a  en 
eénéral 

ce  qui  permettra  de  réduire  les  cas  où  7i  est  plus  grand  que  l'unité 
à  ceux  où  il  est  plus  petit. 

Si  l'on  a  7z  =  I ,  alors  TÇn)  se  réduit  kfdx  z=:x=  i  ;  ainsi  on  a 

r(i)=i.  W 

Cela  posé,  faisons  ^  =  /2 — p  dans  l'équation  (e),  alors  la  valeur  du 
premier  membre  est  connue  ,  et  on  a 

ein  pu  ni  (i) 

ou 
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ou  ,  en  d'autres  termes, 

r(a)r(i— .0  =  -^.  (9) 

Lorsque  a=  ^ ,  on  a  (Tay  =  tt  ;  donc 

L'équation  (ô) ,  très-remarquable  dans  cette  the'orie ,  fait  voir  qu'il 
suffit  de  connaître  la  valeur  de  T  (x)  depuis  x  ■=.  ~  jusqu'à  x  =  i  , 
et  on  en  déduira  les  autres  valeurs  de  cette  fonction  depuis  x  ==- 
jusqu'à  X  =  o.  Au  reste  ,  la  valeur  de  F  (.r)  depuis  ^  =  f  jusqu'à 
x  =  I  ,  ne  varie  qu'entre  les  limites  ^/tT  et  i  ,  ou  1,77245  et  i, 
tandis  que  depuis  xz=.  ^  jusqu'à  x-=.o,  elle  varie  depuis  1,77245 
jusqu'à  l'infini;  et  en  particulier  lorsque  a  est  infiniment  petit,  la 

formule  (6)  donne  V  (a)  =  -. 

(59).  Si  dans  l'équation  (  g  )  on  fait  ^  =  i  ,  et  qu'on  prenne 
successivement  y  =  i  ,  2  ,  3. . . .  jusqu'à  « ;=;  i ,  on  aura  une  suite 
d'équations 


(î)  = 

G)= 

(;r4)  = 


'<0 

iGMD 

-(-1)  " 


Multipliant  les  a  —  i  premières  équations  entre  elles ,  ou  aura  le 
produit 

(0-a)-G)-G) (^=^ 

56 
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si  on  les  multiplie  toutes  ,  ou  qu'on  fasse  «  =  ra,  le  produit  domicïà 

KO=«v/c^(T)-a)-G)--CT^)]- 

Soit  donc  pour  abréger 
et  on  aura 

r(i)=«T. 

Connaissant  F  T  -  j ,  on  en  déduira  F  T  -  J  par  l'équation  déjà  trou- 
vée, qui  donne 

Et  comme  les  quantités  (~)>(~p(^)}  ^^c.  sont  censées  con- 
nues pour  chaque  valeur  de  7i  ,  il  ne  reste  plus  rien  à  désirer 
pour  la  détermination  des  fonctions  E  f  -  j. 

(60).  Réciproquement,  si  on  connaissait  la  valeur  de  F  (jc)  pour 
toute  valeur  rationnelle  de  jo  ^  moindre  que  l'unité,  il  serait  facile  de 

déterminer  l'intégrale  (-)  J  car  on  a  en  général 

G;-  „,(E±r^  •  w 

et  s'il  arrive  que;?  +  <7  soit  >  n ,  on  changera,  d'après  Féquation  (Q, 
celte  formule  en  celle-ci 

Nous  remarquerons  que  ces  formules^  sont  propres  à  donner  l'ex- 
pression  générale   de   (-j  au   moyen    des  quantités  de  la  même 
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espèce  (-),  (-)»  (^\  ^^^-  ^^^  efletles  valeurs  de  T  (~jj^  \7iJ* 
r  r*  "'"^  j  étant  tire'es  de  la  formule  (x,)  ,  on  en  de'duira 

/P\  __  \p/  \P+J  \pH-a/ Kp-hq  —  J  /s 

^'^  _    (0(0(0 ii^)    ' 

formule  qui  servira  tant  que  p  -\-  Ç  sera  plus  petit  que  n. 

Si  on  Si  p  -^  q'^  n ,  il  faudra  faire  usage  de  la  seconde  formule  , 
qui  donnera  par  de  semblables  substitutions  , 


/p\  1  \p)  \P  +  W   Kp  +  'z)'  '  '  "\n—  \)  .    ,. 

\  9  ;  —  p+q-n  '  /        1        \  /  1  \  ^  ^  ^  /      ■      \  '  ^^  ^ 

\p+q—n)  \p-i-q—n-{-iJ'  '  "\q —  ij 

Ces  formules  répondent  aux  équations  (k)  et  (n)  trouvées  ci-dessus  ^ 
et  on  les  ferait  coïncider   entièrement   en  substituant^   au  lieu  de 

chaque   quantité   (  -  j  j  sa  valeur 

a  )  sin  «  ' 

ainsi  les  fonctions  F  offrent  un  nouveau  moyen  direct  et  très-simple 
de  déterminer  l'expression  générale  des  quantités  (  -  )• 

(6i).  Pour  revenir  aux  quantités  F  (a)  ,  nous  avons  déjà  trouvé 
l'équation 

r(«).r(i--a)  =  -^^^,  Cp^x,'^^ 

au  moyen  de  laquelle  les  valeurs  de  la  fonction  ,  depuis  a  =  o 
jusqu'à  «  =  Tî  se  déduisent  des  valeurs  supposées  connues,  depuis 
«  =  i  j usqu'à  a  =  î. 

Nous  allons  prouver  ultéi^eurement  qu'il  suffit  de  connaître  les 
valeurs  de  la  fonction  dans  la  moitié  de  cet  intervalle  ,  c'est-à- 
dire  seulement  depuis  «  =  f  jusqu'à  a  =  i  ,  et  on  en  déduira  toutes 
les  autres  valeurs. 

En  effet,  si  on  suppose  a  <i\n,  l'équation  (é)  donne  tout  à  la 


/ 


5^4  SECONDE  PARTIE, 


(^\__i\n)^\n) 


Kin  —  aJ 


/  71.  —  2a  \ 

SuLslituant  ces  Taleurs  dans  l'ëqualion  (d'),  puis  mettant  simple- 
ment a  au  lieu  de  -  ,  et  re'duisant  les  fonctions  d'après  la  formule 
(G),  on  aura 


cqualion  qui  suppose  «  «<  7. 

Cette  équation  combinée  avec  l'équation  (9)  ,  donnera 

r(i  —  a)  =z  —y-  cos«7rr(i  — 2a)  r(^-f-rt); 

enfin  de  celle-ci  on  déduit,  en  mettant  a  —  f  an  lieu  de  a  , 


^    '  sm  aT        r(2  —  2a)  ^    ' 


—  £lI!Vl     r(|— g) 

sln  OT      '  r(2  —  2a 

Nous  supposons  connues  les  valeurs  de  T  Ça)  depuis  a  =  j  jusqu'à 
a  ==  1 . 

Cela  posé,  1°.  Le  second  membre  de  l'équation  (r)  sera  connu 
pour  loule  valeur  de  a,  depuis  a  =  \  jusqu'à  «  =  |;  donc  on  con- 
naîtra r(«)  dans  ce  même   intervalle    depuis  «  =  7  jusqu'à  a  =  ^. 

2°.  Au  moyen  de  ce  premier  cas,  le  second  membre  sera  connu 
si  2  —  2a  est  compris  entre  ^  et  |  ;  on  connaîtra  donc  T  («)  toutes 
les  fois  que  a  est  compris  entre  ~  et  -jf. 

3".  Au  moyen  des  deux  premiers  cas,  le  second  membre  de 
l'équation  ()  sera  connu  si  2  —  2a  est  compris  entre  t^  ^t  rf  î 
donc  on  connaîtra  r(rt)  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises 
depuis  a  =  ^  =  -—  jusqu'à  a  r=r  j^. 

4".  Le  second  membre  sera  encore  connu  si  2  —  2a  est  com- 
pris entre  fr  ^^  fi  ,  donc  T(a)  sera  connu  depuis  rt  =  |^  =  -j-i  jus- 
qu'à a  ==  1^  ,  et  ainsi  de  suite. 

Par  ces  diverses  opérations  les  valeurs  de  a  pour  lesquelles  F  (a) 
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devient  connu  ,  se  rapprochent  alternativement  de  la  limite  ~  , 
qu'elles  n'atteignent  cependant  qu'à  l'infini ,  puisque  |  ne  peut  pas 
s'exprimer  exactement  en  fractions  dont  le  dénominateur  soit  une 
puissance  de  2.  Mais  on  voit  que  par  quatre  opérations  seulement, 
1  intervalle  où  T (a)  reste  à  déterminer,  ne  s'étend  plus  que  depuis 
«  =  ff  jusqu'à  «  =  11^.  Une  cinquième  opération  resserrerait  cet  in- 
tervalle de  II  ou  Y^g  à  -^%,  et  ainsi  de  suite. 

La  limite  commune  de   ces   suites   est  |  et  r(^)   se   détermine 
directement  en  faisant  «=|  dans  la  formnle  (^)  ,  ce  qui  donne 

I 

{/tt 


Kiy=id:-^Q)- 


(62).  Dans  les  cas  particuliers  où  l'on  chercherait  à  déterminer 
une  valeur  de  T  (a) ,  on  ne  doit  s'embarrasser  aucunement  de  la 
distinction  deç  cas  précédens  ,  et  l'application  immédiate  de  la  for- 
mule (f),  répétée  autant  de  fois  qu'il  est  nécessaire,  ou  jusqu'à 
ce  qu'il  n'y  ait  plus  d'inconnue  à  déterminer,  conduira  toujours  au 
résultat  qu'on  cherche. 

Soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver  la  valeur  de  TÇo.GjB), 
on  aura  directement 


^    ^^^^  ~-  6in3H^5o'    '   r(o.65)' 


Dans  le  second  memhre  r(o.65)  est  inconnue;  pour  la  trouver, 
il  faudra  faire  une  seconde  application  de  la  formule ,  et  on  aura 

(^o.uj;  —    ^^^g2„     *r(o.7o)  ' 
une  troisième  application   donnera 


r(o.7o)  =  .^-:l^^.^i^, 

enfin  une  quatrième 

^  ^  5in72°         r(o.8)^ 

d'où  en  remonlant  on  conclura  la  valeur  de  T  (0.675)  exprimée 
en  quantités  connues.  Cette  détermination  est  un  peu  longue  dan» 
ce  cas,  parce  que  0.675  approche  beaucoup  de  la  limite |. 


\ 
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(63).  Puisqu'on  a  T  (i)  =r:  i  ci  T (i  -j^  a)  =:  aT  (a) ^  la.  fonclion  r(flr) 
se  détermine  toujours  exactement  lorsque  a  sera  un  nombre  en- 
tier, et  on  aura  généralement 

r  (<'/)  =  1.2.5 a  —  I  ; 

d'où  l'on  volt  que  la  quantité  F  (a)  ,  considérée  comme  ime  fonction 
continue  de  a,  n'est  autre  chose  que  le  terme  général  qui  résulterait 
de  l'interpolation  de  la  suite  i,  i,  1.2,  1.2. 5,  1.2.5.4,  ^^c. 

Les  deux  premiers  termes  de  celte  suite  répondent  aux  valeurs 
rt=i,rt=2,et  puisqu'ils  sont  tous  deux  égaux  à  l'unité,  il  s'en- 
suit que  dans  l'intervalle  depuis  rt=i  jusqu'à  «  =  2^  la  fonction 
T  (a)  doit  devenir  maximum  ou  minimum. 

On  reconnaît  aisément  après  quelques  essais,  que  c'est  le  minimum 
qui  a  lieu ,  et  dans  ce  cas  on  trouve 

a  =  \ .4616058  , 
-^  T{a)  =  o.8856o55, 

iogr(rt)  =  9.9472592. 

Passé  la  valeur  «  =  2,  la  fonction  r(«)  augmente  de  plus  en 
plus,  puisqu'on  aV  {i-{-a)  =.{i-^a)Y  {\-\-a).  Boucla  valeur  que 
nous  venons  de  trouver  est  la  plus  petite  de  toutes  celles  que  peut 
prendre  la  fonction  T  {a)  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =00. 

11  suit  de  là  que  la  meilleure  manière  de  construire  une  table  des 
valeurs  de  T {a)  est  de  la  calculer  pour  l'intervalle  entre  a=  i  et 
ci=^^.  Car  dans  cet  intervalle  la  fonction  ne  varie  qu'entre  les 
limites  i  et  o.8856o35  ,  de  sorte  que  les  différences  seront  très- 
petites,  et  la  table  très-facile  à  interpoler. 

(64).  D'après  cette  observation,  et  pour  faciliter  l'usage  des  fonc- 
tions r,  nous  joignons  ici  une  table  des  logarithmes  de  la  fonction  T, 
calculés  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  de  millième  en  millième, 
depuis  «=1.000,  jusqu'à  «  =  2.000. 

Cette  table  est  aisée  à  interpoler  pour  toutes  les  valeurs  inter- 
médiaires, et  au  moyen  de  l'équation  T  (  1 -|- <z)  =  «F (iz) ,  on  étendra 
son  usage  à  tous  les  autres  cas. 

En  effet,  si  a  est  compris  entre  o  et  i  ,  on  déterminera  Y  {a)  par 

l'équation  V  (a)  z=  -  Y  (^i  -\- a). 
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Sî  a  est  compris  entre  2  et  3,  r(a)  se  déterminera  par  l'e'quation 
T(a)z=(a —  i)r(rz —  1).  Si  a  est  compris  entre  5  et  4,  T(a)  se  de'- 
terminera  par  l'équation  r(«)  =  (fz — i)  («  —  2)V{a  —  2),  et  ainsi 
de  suite. 

(GS).  Au  moyen  de  cette  table;,  il  sera  facile  d'évaluer  dans  tous 

les  cas  la  ti'anscendante  Y  -  J  qui  répond  à  une  valeur  donnée  de  n. 

Pour  cet  cfTet ,  les  équations  (A)  étant  mises  sous  ces  deux  nou- 
velles formes, 

/p\  71  \         nj      \     '    nj 


on  fera  usage  de  la  première^  si  l'on  a  ^^  +  «7  >►  w  ^  et  de  la  seconde 
si  l'on  a  p  -\-  q  <^  71. 

Soit  proposé  ,  par  exemple,  de  trouver  la  valeur  de  la  trans- 
cendante 7v==:  (I)  lorsque  4=  10;  on  se  servira  alors  de  la  première 
formule^  qui  donne 

y  r(i  .5co)r(i  .800)  ^ 

a.4r  (i.ioo)     ' 

et  a  l'aide  de  la  table,  on  trouve  immédiatement 

log  7j  =  9 . 5635972  ,     et     Z  =  o .  5660979. 

(66).  Cherchons  maintenant  la  valeur  de  logr(i  4-A),  A  étant 
supposé  très-petit.  Cette  valeur  pourrait  se  déduire  de  l'interpo- 
lation des  tix)is  premiers  termes  de  la  table;  mais  il  sera  plus  exact 
d'interpoler  des  termes  moins  rapprochés ,  afin  que  les  différences 
secondes  deviennent  plus  sensibles.  Considérons  pour  cet  effet  les 
trois  termes  qui  répondent  aux  valeurs  «=1.000,  a=  i  ,oq5  f 
a=z  j  .010;  on  en  déduira  les  différences  premières  et  secmides  , 
comme  il  suit  : 


388 


SECONDE  PARTIE. 


a 


ï  .000 
I  .oo5 

I.OIO 


logT 


Diff. 


0.0000000 
9.9987555 
9.9975288 


—  I 2445 

—  12267 


Diff.  2\ 


-f-  178 


Soit  A'==  —  0.0012445,  A"  =  0.0000178',  on  aura,  en  négligeant 

les  différences  troisièmes,  logrfi  H —]=:xA' -4-^  A*",  et 

^      °     \  1000/  'a 

en  faisant  a?  =200 A, 

logr(i+/0  =  — A(o.25o68)+A'(o.356). 

Ce  logarithme  est  un  logarithme  vulgaire  -,  pour  le  rendre  hyper- 
bolique, il  faut  le  multiplier  par  2.3o25,  etc.,  ce  qui  donnera 

logr(i  +  A)  r=  —  A (0.57721)  +  A* (0.820). 

Cette  valeur  n'est  qu'approchée  ;  supposons  que  la  valeur  exacte 
soit,  en  rejetant  toujours  les  termes  affectés  de  k^  et  des  puissances 
supérieures  de  A, 

logr(i4-A)=:  — PA  +  QA% 
on  en  déduira 

r(i4-A)  =  i  —  PA  +  (Q-f.lP*)A»: 
de  là  résulte  j  en  changeant  le  signe  de  A, 

r(i-A)  =  i+PA  +  (Q  +  iPOA'. 

Mais  l'équation  F  (i  +  A)  =  Al  (A)  donne  T  (A)  =  -^-r(i  4- A);  donc 

r(A)=:.^-P  +  (Q  +  ^P)A. 
Multipliant  entre  elles  ces  deux  dernières  équations,  on  aura 

r(A)r(i-.A)=:A(i  +  ^QA-^).. 

mais    d'un  autre   côté   on   sait   que  le   premier   membre  =  -r^ — 

1    /        ,      5r'A»\  , 

ï=t(iH s~)'^  ^^  ^  donc  exactement 

Q  =  7^  =  0.822467. 

Nous 
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Nous  âvfons'trouvé  Q  =  0.820,  mais  celte  valeur  ne  pouvait  être 
qu'approchée. 

Quant  à  la  valeur  de  P,  nous  l'avons  trouvée  0.57721  ;  mais 
en  poussant  plus  loin  l'approximation,  on  trouverait 

P  =  0.5772156649, 
ainsi  qu'on  le  fera  voir  ci-après. 

(67).  Nous  connaissons  donc  maintenant  d'une  manière  fort  ap- 
proche'e  les  valeurs  de  r(i-f-A-)  et  F  (A),  lorsque  k  est  très-petit  :  ces 
valeurs  sont 

r(*)  =  i-P  +(^l  +  lv')k. 

Au  moyen  de  la  dernière  formule  ,  il  est  aisé  de  trouver  la  valeur 
de  la  transcendante  T- j  lorsque  yy  et  q  sont  très-petits  par  rapport 

à  Ji.  En  effet,  si  on  substitue  les  valeurs  de  v(-j,  y(-\  VU- — -\ 
données  par  la  formule  précédente  ,  dans  l'équation  (t)  ,  on  trouvera 

{P\-^P-^(1(^  PJJ\ 

\qj—      pq      V  6    'n^'J' 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation  (T). 

(6S).  Il  reste  à  faire  voir  comment  nous  avons  construit  la  table 
au  moyen  de  laquelle  on  trouve  si  facilement,  dans  tous  les  cas, 

la  valeur  des  fonctions  F  elT-Y  La  méthode  la  plus  simple  qu'on 

puisse  proposer  pour  cet  objet  est  celle  qui  résulte  d'une  formule 
donnée  par  Eulcr  dans  son  Cale,  diff.,  page  4^5^  et  que  nous 
allons  rapporter. 

Si  on  appelle  S  la  somme  de  la  suite 

log  I  -f  log  2 -}- log  5 -f-logA,       <^ 

on  aura 

S==  A'lo£[A:4--loffC27rA-)  —  k-\ j  —  ^  ;*,,  ■+■  ..  ,,,.  —  etc. 

A',  B',   G',  etc.  étant  les  nombres  Bevnouliiens.    Soit    donc  e  le 

37 
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nombre  dont  le  log^arithme  est  i  ,  et  R  un  nombre  tel  qu'on  ait 


A'  B'     .     a 


lOS  R    =    J rr      y,,    4" 


etc. 


on  aura  le  produit 

1.2.5. ...A==^^y.(2'7rÀ)^.R.  (p) 

Le  premier  membre  est  la  valeur  de  r(^-f-  i),  lorsque  k  est  un 
nombre  entier  ;  et  comme  le  second  membre  est  une  fonction 
continue  de  A",  on  a  généralement,  quel  que  soit  A, 

Telle  est  la  formule  par  laquelle  on  pourra  dans  tous  les  cas  déter- 
miner la  valeur  approchée  de  r(^-f-i);  mais  il  est  à  propos  de 
faire  à  ce  sujet  quelques  observations. 

(69).  La  quantité  R  peut  se   développer  suivant  les  puissances 

de  T  ,•  car   on  a  R  =  i  +  log  R  +  7  log'R  H — ^  log'R  +  etc. 

Substituant  donc  la  valeur  de  logR,  et  mettant  au  lieu  des  coef- 
fîciens  A',  B",  C,  etc.  leurs  valeurs  connues  A'  =  |,  B'  =  ^, 
C'  =  ^,  D'=3^,  etc.,  on  aura 

R  =  I  4_  _!_  4.  __J L!a ^ etc. 

^^  la/i         2  (13 /f)^        3o(i2/j)'^         120(12/;)^ 

Dans  cette  suite,  si  on  appelle  M  la  partie 

^^2(l2/£)^  120(l2/c)^ 

où  A:  est  élevé  à  des  puissances  paires,  et  N  l'autre  partie,  on  aura 
î^ja  —  N*  =r=   I  ;    de   sorte    qu'on    peut    prendre   indifféremment 

R  =  M-4-ÎV,  ou  R=t=^  .  En  effet,  comme  toutes  les  puis- 
sances de  k  sont  impaires  dans  log  R,  le  changement  du  signe 
de  k  donnera  log(M-f-N)  =  — log.  (M  —  N)  ,  ou  log(M'  — N') 
=  o.  Donc-  M=*  —  N*  =  I . 

(70).  II  est  à  remarquer  que  la  suite 

A'  B^  C^      _ 
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nlèrtïe  «n  supposant  k  assez  grand ,  n'est  convergente  que  dans  un 
certain  nombre  des  premiers  termes  ;  car  on  sait  que  les  nombres 
Bernoulliens ,  dont  les  expressions  sont  fort  irre'gulières,  croissent 
continuellement ,  de  manière  que  si  T  et  V  sont  deux  termes  con- 
$e'culifs  fort  e'ioigne's  ,  l'un  du  rang  n  ,  l'autre  du  rang  /z  -|-  i  ,  le 

rapport  ™  a  pour  hmite  —^.  Cette  suite ,  qui  commence   par  être 

convergente  pendant  un  assez  grand  nombre  de  termes,  surtout 
si  k  est  un  peu  grand  ,  finit  donc  par  être  divergente  ,  et  donne- 
rait une  valeur  de  log  R  d'autant  plus  fautive  ,  qu'on  prendrait  plus 
de  termes  au-delà  de  ceux  où  elle  cesse  d'être  convergente. 

De  là  on  voit  que  pour  une  valeur  donnée  de  A:,  il  j  a  un  terme 
qu'on  ne  doit  pas  passer  dans  le  calcul  de  la  suite 

a:  b^ 

"TÏÏT  ""  3:4^  "T-  etc. 

Le  terme  auquel  il  faudra  s'arrêter  est  celui  qui  serait  suivi  d'un, 
terme  plus  grand ,  alors  l'approximation  ne  peut  aller  plus  loin  ; 
mais  elle  sera  tout  aussi  étendue  qu'on  voudra  ,  en  prenant  k  suf- 
fisamment grand. 

11  en  serait  de  même  de  la  série 

R=i-f-— 7-j 7--Tvi  —  etc.: 

mais  celle-ci  n'est  pas  d'un  usage  aussi  facile  que  la  série 

A^  B^ 

"r^'^3.4^'"^ 
dont  la  loi  est  manifeste ,  et  ne  dépend  que   des  nombres  Ber- 
noulliens. 

On  peut  fixer  a  priori  le  nombre  de  termes  après  lequel  la  suite 

A^  B^ 

cesse  d'être  convergente  ;  car  en  considérant  les  deux  termes  con- 
sécutifs 

a/2 .  are  —  1 .  /<^"-'  ~^  are  -f-  2 .  an  -}-  i .  /<"■*■•  * 
et  les  supposant  égaux,  on  aura 

TC"^'>  2?i4-2.2re-|-  I    T ,  ^ 


2gi  SECONDE  PARTIE. 

mais  plus  n  est  grand,  plus  le  premier  membre  apprcclie   de  la 

limite  ^ (Eul.  Cale,  dljf.,  page  429)-  Donc  on  aura  à 

très-peu  près  n-='7ik.  Ainsi  en  faisant  A"  =  5 ,  on  a  «rrr  i5  ou  16, 
c'est-à-dire  que  la  série  cesse  d'être  convergente  vers  le  i5''"*'  terme; 
si  on  faisait  Â:=  10,  la  se'rie  ne  cesserait  d'être  convergente  que 
vers  le  5i^'™^  terme,   et  ainsi  de  suite. 

(71).  On  peut  en  même  temps  avoir  la  mesure  du  degré  d'ap- 
proximation que  l'on  peut  obtenir  avec  une  valeur  donnée  de  k. 
En  effet,  si  on  appelle  Cl  le  n'""  terme  de  la  suite 

—  ^-71:^+ etc., 


\.2ie      5.4k 
on  aura 


a  = 


et  comme  on  a  à  très-peu  près 

rpÇn)   1  .2.5.  .  .  .271 

on  pourra  faire 

^  1 . 9 .3 ....  an  —  2 

Cette  valeur,  au  moyen  de  la  formule  (p)  ,  devient 
et  en  mettant  n  au  lieu  de  -ttA,  on  en  déduit  aisément 

lognï=  2Jl — ^log('7rrt). 

Ainsi,  faisant  A:  =  5  et  72=16,  on  aura  logn=  —  35.96.  A  ce 
logarithme  hyperbolique  répond  le  logarithme  vulgaire —  14.75, 
de  sorte  qu'on   a  n=io— •4:5.  Donc  au  moyen  des   16  premiers 

A'  R' 

termes  de  la  suite  -, „  ,,,-f-etc. ,  on  aura  la  valeur  de  logR 

approchée  jusqu'à  i5  décimales  environ.  Si  on  faisait  A  =10,  on 
pourrait  avoir  29  ou  3o  décimales  exactes,  et  ainsi  de  suite. 

(72).  Cette  théorie  est  facile  à  vérifier,  puisque  toutes  les  fois  que 
A  est  un  entier,  la  valeur  de  r(A:+  i)  est  exactement  i.3.3. .  .A. 
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Soit,  par  exemple,  A:  =5,  il  re'sulte  des  formules  précédentes 

que  la   série   égale   à   log  R   cessera    d'être   convergente   après  un 

nombre  de  termes  n=.kii  =g  ou  10^  et  que  le  nombre  de  décimales 

exactes  obtenues  par  ces  neuf  ou  dix  termes,  sera  de  8  ou  9. 

En    efïet  ,    la   vraie  valeur   de  log  R    se    déduit    de    l'équation 

6=r-J(67r)^R,  laquelle  donne 

log  R  =  0.02767  79256  S6. 

Cette  même  valeur  déduite  de  la  suite 

se  trouve  en  calculant  successivement  les  difTérens  termes  comme 
il  suit  : 

i^""  terme  +  0.02777  77777  78 

2^  —  o.oooio  28806  5S 


4^ 


9' 


10' 


11' 


0. 

02767  4^971  20 
32660  55 

0. 

,02767  8i63i  75 
2721  71 

0 

.02767  78910  02 
427  65 

0 

.02767  79337  67 
108  24 

0 

.02767  7922g  43 
40  21 

0 

.02767  79269  64 
20  59 

0 

02767  79249  o5 
i3  91 

0, 

,02767  79262  96 
II  98 

0. 
4-, 

,02767  7925©  98 
12  81 

0,02767  79263  79 
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On  voit  que  conformément  à  la  formule,  la  série  cesse  d'être  con- 
vergente passé  le  lo^™^  terme  ,  et  que  la  valeur  de  log  R  qui  en  est  dé- 
duite, doit  être  comprise  entre  0.03767  7926296  etc. 02767  7925098, 
ce  qui  donne  par  un  milieu 

log R  =  0.02767  7925697, 

valeur  exacte  presque  Jusqu'à  la  onzième  décimale.  Mais  en  con- 
tinuant la  suite  plus  loin  ,  on  s'éloignerait  de  plus  en  plus  du  vrai 
résultat. 

Cet  exemple  met  dans  tout  son  jour  la  manière  de  tirer  tout  le 
parti  possible  pour  les  approximations  ,  des  suites  demi-convergentes ^ 
c'est-à-dire  des  suites  qui  sont  convergentes  dans  les  premiers 
termes,  et  qui  deviennent  ensuite  divergentes. 

(73).  Au  moyen  de  la  formule  (o-)^  on  peut  développer  en  série  la 
fonction  r  (A)  lorsque  k  est  très-petit.  Pour  cela,  observons  d'abord 
que  r(A:-j-  i)  =  kY  (k)  ,  et  qu'ainsi  on  aura 

r(A)  =  c~*  A:^~V27rfR; 
d'où 

^o^^{^)^{1^-'l)^ogk-^k-{-LJ{2^)-\.^^--^,^eic...{r) 

Cette  formule  ne  peut  servir  que  pour  des  valeurs  de  k  plus  grandes 
que  l'unité;  mais  si  l'on  met  i -j- A  au  lieu  de  A ,  et  qu'au  lieu  du 
premier  membre  qui  deviendra  log  F  (  i  -j-  ^0  ^  on  mette  sa  valeur 
log  A-  -f-  log  r  (A) ,  on  en  tirera  de  nouveau 

Iogr(A)=^logAH-(i4-A)log(i  +A)— I— A  +  ilog(27r) 

+  ^  ar,^L>5  —  etc. 


et  le  développement  étant  fait  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  A*  ex- 
clusivement ,  on  aura 

log  r(A)  =— logA-l-ilo^(27r)—  I  4-^  —  ^  +  ^  —  elc. 

Lorsqu'on  fait  A  =  o,  on  doit  avoir  log  T  (A)  =r  — log  k,  parce  que 
Ar(Aj  =  r(i  +  A),  et  qu'en  faisant   A  =50  le  second  membre 


DES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES.  29? 

s=  r(i)  =  1  ;  donc  on  doit  avoir 

ilog(27r)-.i+  — ~  3-^  +  5:6 -etc.  =  o. 

Et  en  effet,  Euler  a  trouve'  cette  e'galilé  ,  page  466  de  son  Cale.  diff. 
Cela  posé,  la  valeur  préce'denle  se  réduit  à  celle-ci, 

log  r  (/c)=-log  Â_A  (i  +  ^  _  I  +  ^  -etc.); 

or  dans  l'ouvrage  cité  ,  page  444 >  ^"^  trouve  encore  l'égalité 

^        1    ,    A'       B'    ,    r/ 

t^  =  -H T  '\-  -c etc., 

C  étant  une  constante  dont  la  valeur  calculée  avec  précision  par  une 
autre  voie,  est 

0  =  0.577215664901^525  ; 

donc  enfin  on  aura,  h  étant  très-petit , 

log  X  (k)z=-.  log  A-  —  C/f. 

Nous  avons  trouvé  ci-dessus  ,  en  poussant  l'approximation  plus  loin, 

r(*)=l[,_P*+Qp.+3/.-], 

de  là  on  voit  que  P  =  C  ,  et  qu'ainsi  P  n'est  autre  chose  que  la 
constante  G  dont  on  vient  de  donner  la  valeur  approchée  jusqu'à 
seize  décimales. 

Nous  connaissons  donc  maintenant  la  valeur  de  F  (A)  très-appro- 
chée, lorsque  k  est  très-petit^  et  on  pourrait  en  approcher  encore 
davantage  en  poussant  le  développement  plus  loin. 

(74).  Mais  voici  des  considérations  qui  mènent  plus  généralement 
et  plus  directement  au  même  but.  Soit 

M==       1        A l-r, +  -» 


N  =  _l^-f--4_+_i_-{-etc., 


cette  dernière  suite  étant  prolongée  à  l'infini. 

Nous  regarderons  la  quantité  M  comme  une  fonction  continue 
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de  X ,  puisqu'en  effet  on  a  (  Cale.  diff. ,  pag.  443  ), 

M  = /:r  +  C+ -  — -:^^  +  ^  —  il -f-etc, 

formule  qui  est  propre  à  donner  la  valeur  approchée  de  M,  quel  que 
soll  Jc,  pourvu  qu'on  suppose  oc  plus  grand  que  l'unité.  Celte  même 
formule  donnerait  la  valeur  de  M,  lorsque  .r  est  plus  petit  que 
l'uuitc  ;  car  en  représentant  par  M(.r)  et  par  M(^-f-0  des  fonctions 
semblables  de  jr  et  de  x+  i  ^  on  a  évidemment 

M(x)  =  M(x  +  i) 

M(x)=:M(^+2) 


x-f-  x' 
ou  encore 


etc.  ; 

de  sorte  que  ^  étant  plus  petit  que  l'unité,  on  aura  la  fonction 
M  (>r)  ou  M  ,  au  moyen  d'unç  semblable  fonction  où  x  sera  aug- 
menté de  plusieurs  unités  ,  et  qui  rendra  la  suite  précédente  assez 
convergente  dans  les  premiers  termes,  pour  qu'elle  puisse  donner 
toute  l'approximation  qu'on  peut  désirer. 

(7 5).  Cela  posé,  si  x  devient  a: +  «  (o)  étant  plus  petit  que  l'unité), 
les  fonctions  MetN  qui  peuvent  être  représentées  par  M(j:')  etN(^), 
deviendront  M  (^  +  o^)  et  N  (  .r  -|-  cej).  Or^  je  dis  que  la  somme 
M(^)  +  N  {oc)  =  M  (a?  +  (jù)  +N  {pc-\-  œ) ,  et  que  les  deux  sommes 
sont  égales  à  une  même  constante. 

o 
En  effet,  si   la   suite   qui  a  pour    somme  N  {x)  ,   au  lieu  d'être 

prolongée  à  l'infini  ,   était    continuée    seulement    jusqu'au    terme 

,  m  étant  un  nombre  très-grand ,  la  somme  M  (x)  -\-  N  (x) 

et  la  somme  M(a: -j- a) +  N  (jc  +  C'')   ne  pourraient  différer  entre 

elles   que   d'une   quantité    moindre    que  — — — — — ,  puisque  cette 

différence     est    celle    qui     a    lieu    lorsque     co  ■=  1.     Or    m    étant 

Irès-grand ,  la  différence  — ; —  est   censée  nulle  :  à  plus  forte 

raison  le  sera-l-elle  lorsque  la  suite  IS  (x)  sera  prolongée  à  l'infini. 
On  aura  donc 

]M  +  N=const=G'i 

mais 
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mais  puisque  la  valeur  de  N  est 


+  r4-r4-^-f-elc.. 


i-f-x         a+x  3-f-a: 

si  on  de'veloppe  chacune  de  ces  fractions  dans  Thypothèse   que  x 
est  plus  petit  que  l'unité  ,  on  aura 

N=  I  -j f-5  +  -;+  etc. 

-^(i  +  ^  +  ^  +  ^.  +  etc.) 

+  -^*(i +  ^  +  |]+^  +  etc.) 
^-'  etc. 

La  première  partie  14-7  +  ^  +  ?  +  etc.  n'est  autre  chose  que  la 
constante  C'j  donc  on  aura 

M  =  S.x  —  Ss^r" 4-  S^^'—  85^*  +  etc.  ^  (u) 

S,  représentant  en  général  la  somme  des  puissances  réciproques  de 
degré  n  des  nombres  naturels. 

(76).  Mais  dans  l'hypothèse  de  x  >•  i  ,  on  a,  d'après  l'équation  (r)  , 
j         :=lo£  X Ï+-7-7  —  etc., 

et  dans  la  même  hypothèse  on  a 

M  =  loga:  +  C  +  -  —  -^  +  ^  —  etc. 
Donc 

équation  qui  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  jc  ,  puisque  M  peut  être 
regardée  comme  une  fonction  continue  de  jo. 

Si  maintenant  on  suppose  JC<Ci,  ce  qui  permettra  d'employer 
la  suite  (u)  ,  on  aura 

^ = C  -f-  S,.r  —  bsx*  H-  b^x'  —  etc.  ; 

d'où  résulte  en  intégrant, 

logr(a:)=— logx  — Cx-4-  iS.^»— ^Sax'+^S^o:^— etc.  (4) 

33 
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On  n'ajoute  pas   de  constante  ,  parce  que  jcT  (œ)  ou  T  (  i  -|-  •^)  se 

réduit  à  l'unité  lorsque  a:  c=  o. 

(77).  La  formule  (4)  qui  donne  un  développement  complet  de 
log  r  (œ)  ,  servira  à  exprimer  la  valeur  de  toute  fonction  proposée 
r  (z)  ,  puisque  cette  fonction  peut  toujours  être  ramenée  au  cas  où  z 
est  plus  petit  que  ^ ,  et  même  à  celui  où  z  est  plus  petit  que  ^. 

De  la  formule  (-vj,)  on  déduit  immédiatement  la  suivante  , 

log  r  (i.+jf)  =—  Cx-^  i  S.x-—  i  S3JC'  4-  i  S^jc^—  etc. ,  (a) 

et  en  changeant  dans  celle-ci  le  signe  de  Jf  ,  on  aurait 

log  r  (i— jf)=:C^  +  ^  S..r'  +  ^  83^'  4-i  840:*+  etc. ,  (a') 

formules  également  propres  à  faire  trouver  dans  chaque  cas  proposé 
la  valeur  de  T(z),  puisqu'on  peut  toujours  ramener  cette  fonction 
soit  à  la  forme  r(i  4-jc),  soit  à  la  forme  r(i — x),  x  n'excé- 
dant pas  \. 

Ainsi  on  a  des  séries  régulières  et  toujours  convergentes  pour 
calculer  la  valeur  d'une  fonction  donnée  T  (  z);  elles  supposent 
seulement  l'emploi  d€S  quantités  S^ ,  S3  ,  S4,  etc. ,  dont  Euler  a 
donné  les  valeurs  numériques  fort  approchées  jusqu'à  S15  (  Cale,  dijf., 
page  456). 

Nous  devons  observer  que  la  formule  {cù)  revient  à  celle  qu'on 
voit  dans  l'ouvrage  cité,  page  800;  il  paraît  seulement  qu'Euler 
n'a  pas  aperçu  l'usage  que  cette  suite  pouvait  avoir  dans  la  déter- 
mination des  fonctions  r  (a?)  dont  il  s'est  occupé  dans  d'autres  endroits 
de  ses  ouvrages. 

Remarquons  encore  qu'on  peut  déduire  de  la  formule  (o)) ,  cette 
valeur  de  G, 

C=-Mogr(i+^)  +  ^S,^-iS,a:^+^S4X^-etc., 

d'où  l'on  voit  qu'il  suffit  de  connaître  une  valeur  particulière  de 
r(i-f-jc),  et  qu'on  aura  la  valeur  de  C  exprimée  par  une  suite 
d'autant  plus  convergente  que  x  sera  plus  petit.  Si  l'on  faita:  =  i, 
on  aura 

r(.  +  i)  =  iri  =  V*, 
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d'où  résulte 

(78).  Les  deux  équations  F  (i  +  Jc)  =0:1  (x)  ,  et  Y  (x)  F  (i  —  ^) 
=  -. ,  donnent 

Sin  TTX  ' 

r(.+x)r(.-x)=;5^;  (C) 

prenant  les  logarithmes  des  deux  membres ,  et  substituant  les  valeurs 
données  par  les  formules  (cd)  et  (a  )  ,  on  aura 

formule  connue,  et  qui  par  sa  différentielle,  sert  à  déterminer  les 
valeurs  des  quantités  S,,  S4,  8$,  etc. 

On  peut  faire  usage  de  cette  formule  pour  rendre  encore  plus 
convergentes  les  suites  contenues  dans  les  équations  (&))  et  (et')  : 
on  aura  ainsi 

logr(.  4-x)=Mog(52^)-Ca.-iS,^- i  Sex' -  etc.j 
logr(._x)  =  ^log(;^)+C^+^S3x'+iS,x=  +  etc.j 

La  dernière,  en  faisant  x  =  ^,  donne 

C==L2  —  ^Sa.i  —  fSs.-îV  —  etc. 
valeur  plus  convergente  que  celle  de  l'art.  77. 

(79).  Ayant  l'expression  développée  de  logr(j:),  par  la  formule 
(^f,) ,  on  peut  pareillement  avoir  celle  du  logarithme  de  la  fonction 

(-)}  car  puisqu'on  a  trouvé 

si  on  prend  les  logarithmes  de  chaque  membre ,  et  qu*on  désigne 
par  Z«  la  fonction  f^  j  qui  répond  à  une  valeur  donnée  de  «,  on 
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aura 


logZ  =  log.(e±-')-iS 


^C      iP  +  Cj)^n^  —  n^ 

+  etc. 

Les  deux  premiers  termes  de  cette  formule  s'accordent  avec  l'e'qua- 
tion  (T)  ;  mais  on  voit  ici  la  loi  ge'nérale  du  développement  qu'on 
peut  continuer  à  volonté  ,  et  qui  donne  une  suite  d'autant  plus 
convergente,  que  p  et  q  seront  plus  petits  par  rapport  à  n. 

Ainsi  pour  la  fonction  (-)  désignée  ci-dessus  par  M^ ,  on  aura 

(80).  D'après  ces  formules  ,  il  a  été  facile  de  calculer  la  table  ci- 
jointe  des  valeurs  de  logr(«).  Pour  cela  ,  nous  avons  fait  kz=:/^-\-a 
dans  la  formule  (r) ,  (on  aurait  pu  prendre  également  A-=:  3-f"^> 
/:  =  5-{-a,  etc.)  Alors  le  premier  membre  donnant  la  valeur  de 
log  r  (4+  «),  nous  en  avons  déduit  logF  (a)  par  la  relation  connue 
entre  ces  quantités;  savoir  : 

r  (4  +  a)  =  (3  +  «)  (2  +  a)  (i  -H  a)  aY  {a). 

Nous  avons  donc  eu  à  calculer  la  formule 

logr(a)=(/^-^)logA^+l/(27r)-myt4-^^^4-^5-etc. 
—  log[«(i  +  «)(2  +  «)(3  +  «)], 

dans  laquelle  on  a  introduit  le  facteur  w  =  0.4^429,  etc.  afin  de 
réduire  tout  aux  logarithmes  des  tables. 

De  cette  manière  on  n'a  jamais  eu  besoin  de  calculer  plus  de 

j  ^      .      ^  j      1  '  •      57jA'    '         mB'      ,      mC 

deux  ou  trois  termes   de  la   série -. „    .  ,„  +  ^  ^  ,.  —  etc. , 

pour  avoir  log  r(«)  approché  jusqu'à  sept  décimales,  dans  tout 
l'intervalle  depuis  a=i  jusqu'à  «  =  2. 

(81).  Nous  remarquerons[en  finissant  que  les  intégrales  delà  forme 
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fe—^^Cdt,  prises  depuis  i=o  jusqu'à  ^=co,  peuvent  être  ramenées 

aux  fonctions  E  (a).  En  effet ,  soit  d'abord  i"*^'  =z,  et  — ■ —  =  a, 
rinle'grale  préce'dente  deviendra  /    ^    » e—~'^dz  ^    celle-ci    devant 

encore  être  prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  ;3  =  oo  . 

De  là  on  voit  que  l'intégrale  proposée  ne  perd  pas  do  sa  géné- 
ralité en  faisant  /?=o,  et  qu'ainsi  on  peut  se  proposer  simplement 

l'intégraleyè— '"if^  Si  dans  celle-ci  on  fait  e— ''"=jr,  ou  i==Mog  —  j  , 

la  transformée  sera—  /<i^nog —Y'     ,  et  cette   nouvelle   intégrale 

devra  être  prise  depuis  x  :=  o  jusqu'à  x  =  i  ;  on  aura  donc  géné- 
ralement 

J  m     \7n/ 

Ainsi   les  intégrales  dont  il  s'agit  n'offrent  point  une  nouvelle 
espèce  de  transcendantes,   et  se  rapportent  aux  fonctions  F. 

Il  n'est  pas  inutile   pour  l'histoire  de  la  science,  d'observer  que 

l'intégrale yî/jc  Mog  -  j      =  ^/tt  que  l'on  trouve  §  28  du  mémoire 

d'Euler ,  imprimé  dans  le  tom.  XVI  des  JVoi^i  Comm.  Petrop. ,  avait 
été  donnée  long-temps  auparavant  par  le  même  auteur ,  dans  le 
tom.  V  des  anciens  Mémoires  de  Pétersbourg ,  pag.  44-  C'est  donc 

à  cette  époque  que  remonte  la  découverte  de  l'intégrale  fe  dx 
=  r  V'^  }  prise  entre  les  limites  jc"=  o  ,  a:  =  co  ,  puisque  la  simple 

substitution  e       =  z  suffit  pour  ramener  l'intégrale  fe       dx  à  la 

forme  \fdz  Hog  -)—  i  . 
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302 

TABLE  DES  LOGARITHMES  DE  LA  FONCTION  r  («) 

a 

Log  r 

a 

Logr. 

a. 

Lo§r. 

a. 

Logr. 

1 .000 

1 .001 

1 .002 
i.oo3 
1 .004 
I  .co5 

0. 

9- 

9- 
9- 
9- 
9- 

0000000 

9997497 
9995001 

9992612 

9990o3o 
9987555 

1 .060 
1  .061 
1 .062 
i.o53 
1.054 
1  o55 

9.9883379 
9.9881220 
9.9879068 
9.9876922 
9.98747B3 
9.9872661 

1 .  100 
1 .  loi 
1 .  102 
i.io3 

1 .  io4 

1 .  ig5 

9.9783407 

9  9781670 

9-97797% 
9-9777914 
9.977-3096 

9.9774283 

1 .  i5o 
1.161 

l.!52 

1 .  i53 
1.164 
1 .166 
i.i55 
1,167 
i.i58 
1.150 
1 .160 

9.9699006 

9-9697470 
9.9696941 

9 -96944» 7 
9 .9692898 
9.9691386 

1 .  ooS 
1 .007 
1.008 

1 .009 

1 .010 

9- 
9- 
9- 
9- 
9- 

9986088 
9982627 
9980174 

1.066 
1.067 
1.068 
1.069 
1  .cbo 

9.9870626 
9.9868406 
9.9866293 
9.9864187 
9.9862088 

1 .  106 
1.107 
J.108 
1.109 
1 . 1 10 

9  •  'èll'^^11 
9.9770677 

9.9768883 

9  9767096 

9.9766314 

9.9763539 

9-9761769 
9.9760006 
9.9768249 
9.9766498 

9.9689879 
9.9688378 
9.9686883 
9.9685394 
9 .9680910 

1  .Ol  1 
1  .012 

i.oi3 
1 .014 
1  .oi5 

9- 
9- 
9- 
9- 
9 

9972855 
9970430 
9968011 
9965599 
9963195 

1 .061 

1 .062 
i.o63 

1.064 
1.066 

9-9859996 
9.9867910 

9.9866850 
9.9863768 
9  9861691 

1.111 
1.112 
i.ii3 

1.114 
1.116 

i.i6i 
1.163 
i.i63 
1.164 
i.i65 

9. 96824.')  3 
9.9680960 

9-9679494 
9 .9678033 
9.9676678 

1 .016 

1 .017 
1.018 

1 .019 

1 .020 

9 
9 
9 
9 
9 

9960798 
9958408 
9966025 
9953648 
99^1279 

1.066 
1 .067 
1.068 
1.069 
1 .070 

9.9849631 
9.9847677 
9.9845530 
9.9843489 
9.9841455 

i.ii6 
1.117 
Î.118 
1.119 
1 .  120 

9.9764763 
9.9753014 
9.9761281 
9.9749665 
9.9747804 

1.1 66 
1 .  167 
1.168 
1 . 1 69 

1 .  170 

9.9676129 
9.9673686 

9  967:''248 
9.9670816 
9 ,  9669390 

1 .021 

1 .022 

1 .023 
1  .oc4 
1 .025 

9 
9 
9 
9 
9 

994^917 
9946661 

9944213 
9941871 
9939606 

1 .071 
1 .073 

1 .073 
1.074 
1 .076 

9.9839427 
9.9837406 
9.9835391 

9.9So3o'83 
9.9831381 

1.  121 
1  .  123 
1.123 

1 .  ia4 

1 .  196 

9.9746120 

9.9742709 
9.9741012 
9.9739322 

1.171 
1.173 
1.173 
1.174 
1.176 

9.9667969 
9.9666554 
9.9666146 
9.9663742 
9.9662044 

1 .026 

1 .027 

1.028 

1 .029 
1  .o3o 

9 
9 
9 
9 
9 

9937208 
9934887 
9932672 
9930266 
9927964 

1 .076 
1.077 
1.078 
1.079 
1.080 

9.9829386 
9.9827098 
9.9826416 
9.9823440 
9.9821470 

1 .  126 
1 .  127 
1.128 
1 . 1 29 
1 .  i3o 

9.9737638 
9 . 9736960 
9.9734287 
9.9732621 
9.9730961 

1 .  176 
1.177 
1.178 

1-179 
1.180 

9 .9660962 
9.9669606 
9.9668186 
9.9666810 
9.9666441 

1  .o3i 
1  .o32 
i.o33 
1.034 
i.o35 

9 

Q 

9 
9 
9 

9926670 

9923383 
.9921103 
. 99 1 883o 
.9916664 

i.o8i 
1.083 
i.o83 
1.084 
1.086 

9.9819607 
9.9817660 
9.9816699 
9.9813655 
9.9811717 

i.i3i 

1  .  102 

i.i33 
1.134 
i.i36 

9.9729307 
9.9727669 
9,9726016 
9.9724380 
9.9722760 

1.181 
1.183 
i.i83 

1.184  ■ 
i.i85 

9.9654077 
9.9602718 
9.9661366 
"9.9660019 
9.9648677 

i.o3B 
1 .037 
i.o38 
1.039 
1  .o4o 

9 
9 
9 
9 
9 

.9914306 
.9912062 
.9909807 
.9907667 
.9906335 

1.086 
1.087 
1.088 
1.089 
1 .  090 

9 .  9809786 
9.9807860 
9 . 9806942 
9  9804029 
9.9802123 

i.i36 
1.137 
i.i38 
1.139 
1 .  i4o 

9.9721126 
9.9719608 
9.9717896 
9.9716289 
9.9714689 

J.186 
1.187 
1.188 
1.189 
1 . 1 90 

9.9647041 
9.9646011 
9.9644687 
9.9643367 
9.9642064 

1 .041 

1 .042 

1.043 

1.044 
1.045 

9 
9 
9 
9 
9 

.9903109 
.9900890 
.9898678 
.9896472 
.9694.^73 

1  091 
1 .  09  2 
1 .  093 
1.094 

1  .096 

9.9800923 
9.9798330 
9.9796443 
9.9794562 
9.9792687 

1.141 
1 .  142 
1.143 
1.144 
i .  145 

9.9713096 
9.9711606 
9.9709923 
9.9708346 
9.9706776 

1.191 
1 .  192 
1 .  193 
1.194 
1.196 

9.9639444 
9.9638147 
9.9636866 
9.9636670 

1.046 
1.047 
1.048 
1.049 

i  .o5o 

9 
9 
9 
9 
9 

.9892081 
•9889896 
.9887717 
.9885546 
.9883379 

1 .  096 
1.097 
1.098 

1-099 

1 .  100 

9.9790819 
9.9788966 
9.9787100 
9.9786261 
9.9783407 

1.146 

1.147 
1.14B 
1.149 
1 .  160 

9.9706209 
9 . 97o365o 
9.9702096 
9 . 9700648 
9.9699306 

1.196 

1-197 
1.198 

1-199 

1  .  2CO 

9.9634290 
9.9633016 
9.9631747 

9 , 9  63o483 
9.9629226 
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a 

Logr 

a 

Logr. 

a. 

Logr. 

a. 

Logr. 

1 .  200 

9.9629225 

1  .QDO 

9.9573211 

1 .3oo 

9.9530204 

1 .36o 

9 -.949951 5 

1 .201 

9.9627979 

1  .231 

9.9572226 

1 .  3o  1 

9.9529472 

i.36i 

g. 949902 2 

1  .203 

g .9626795 

1  .252 

g. g 57 1246 

1 .3C2 

g . 9528744 

1 .362 

9.949850^ 

1  .2o3 

9.9625484 

1  .253 

9.9570271 

i.3o3 

9.9528091 

1.353 

9.94g8o5i 

1 .204 

9 . g 6 94 348 

1  .254 

g.g56g3o2 

1 .004 

g. g 527304 

1.354 

9-9497573 

1  .2o5 

9.9623017 

1  .255 

g. 9 56 8337 

1 .3o5 

9.9526591 

1.355 

9-9497^99 

1  .  20b' 

9.9621792 

1 .  256 

9.9567077 

1 .3c6 

9.9625883 

1.356 

9 . 9496630 

1  .207 

9.9620573 

1 .257 

9.9566423 

i.3c7 

9 .9525180 

1 .367 

g.g496i65 

1  .208 

9  9619359 

1.258 

9.9565474 

1 .3c8 

9.9624482 

1.358 

9  9495706 

I  .209 

9.9618150 

1 .259 

9. g 564530 

i.3og 

9.9623789 

1.359 

g. 9496261 

1  .210 
J  .21  1 

9.9Si_6947_ 
9-9615745 

1 .  260 

g. 9 5 63591 

1 .3io 

9 .9523101 

1  .3bo 

9 . 9494800 

1.261 

9. g 562657 

1 .3n 

9.9622417 

i.36i 

9'9494^H 

2.212 

9.96i455'o 

1 .  «62 

9.9561729 

1 .3l2 

g .9621739 

1 .363 

9 -.949  39 '3 

1  .2l3 

9.  gG 15569 

1 .2G3 

9.9560805 

i.3i3 

9.9621065 

1.363 

9-949^47^ 

1.214 

9.9612187 

1.2Ô4 

g. 9550887 

i.3i4 

9,9620396 

1.364 

9 . 949^044 

1  .2l5 

9.9611011 

1 .2G5 

9.9558974 

1 .3i5 

9.9619702 

1.366 

9.9492617 

1  .  2  I  G 

g. g 609840 

1 .  266 

9.9558066 

i.3i6 

9. g5 19073 

1 .  366 

9-949^194 

1  .217 

9.9608675 

1 .267 

9.9557163 

1 .017 

9.9618419 

1.367 

9-949^77^ 

1.218 

9.9607516 

1.268 

9.9556266 

i.3i8 

g. g5i 7769 

1 .  368 

9 -.949 '^63 

1.21g 

9  9606361 

1 .2G9 

g. 9555373 

i.3ig 

g.g5i7i25 

1.36g 

9.9490953 

1  .220 

9.9605212 

1 .270 

9.9554486 

1 .520 

9.9616486 

1 .  .I70 

9.g49.549 

1.221 

9. g 604068 

1 .  27 1 

9.9553604 

1 .021 

9.9616850 

1 .071 

9  9490149 

1  .222 

9.g6o2g3o 

1 .272 

9.9552727 

1  .322 

9.9616220 

1 .073 

9- 94^^97-^4 

1  .223 

9.9601797 

1 .273 

9.9551855 

1 .323 

9  9514594 

1.373 

9.9489J63 

i.224 

9.9599669 

1.274 

9.9550988 

1.324 

g.  96 13974 

i.^^^ 

9 -.9488977 

1  .  225 

^■^^^^'^Al 

1 .273 

9.9550126 

1.325 

q.  96 13358 

i  .070 

9.9488096 

1 .2aS 

9.g5q843o 

1 .  27G 

9.9549269 

1 .  32G 

9.9612747 

1 .  370 

9.9488218 

1 .227 

9.95g7oi8 

1.277 

9-954^417 

1  397 

9.9512141 

1.377 

9-9487845 

1 .228. 

g. 95962 12 

1.278 

g. 9 547 570 

1.328 

9.961 1640 

1.078 

9-94^^7477 

1 .299 

9.9595111 

1 .  279 

9.9546728 

1 .329 

9.96ioq44 

1,379 

g. 9487 114 

1 .  200 

g.g5g4oi5 

1 .280 

9.9545891 

1  .33o 

9 .9610362 

1 .000 

g.g486755 

1 . 93 l   j 

9-9592923 

1.281 

9.g545c59 

i.33i 

9.9609766 

i.38i 

9 ■ 948640 1 

1  .23.3 

g.gSgiSSg 

1 .282 

9.9544239 

1.332 

9,9609183 

1.383 

9.9486061 

1 .233 

9.9590760 

1.283 

g.g5434io 

1.333 

9. g 608606 

1.383 

g. 9486706 

1 .  'î34 

9.9589685 

1.284 

9.9542594 

1.334 

9.9608033 

1.384 

g.g485366 

1 .235 

9. 958861 G 

1.285 

9.9541782 

1.355 

9.c)5o74G5 

1.386 

9.9486029 

1 .  23G 

g. 9587552 

1 .  286 

9.9540976 

1.336 

g.95o6qo9 

1.386 

^.()4^4^c)8 

1 .  907 

9.q586494 

1 .287 

9.9540174 

1.337 

9 . 9606344 

1.387 

9.9484371 

1.238 

9.g58544i 

1.288 

9.9539077 

1.338 

9.9606791 

1.588 

9 . 9484048 

1 .  239 

9.9584393 

1.289 

g. 9538586 

1 .  009 

9.9506249 

1.389 

9 . 9483700 

1 .240 

9.95833'5o 

1 .  290 

.9-9537799 

1  340 

9.9604698 

1  .Oqo 

9.9483417 

j  1 .241 

9.9582313 

1.291 

9.9537017 

1 .341 

g.g5o4i59 

1.391 

9.9483108 

1 .242 

9 . 958 1 280 

1 .292 

9.9536240 

1.342 

9.9603624 

1  .392 

c).  ^482804 

1 .243 

9.g58o253 

1.293 

9 . 9535468 

1.343 

9 . 95o3o94 
9.9602669 

i.ogo 

9-9482604 

1.244 

9 .9579232 

1.294 

9.9534701 

1.344 

1  •  i^94 

g. 9482208 

1 .245 

9.9,578215 

1 .295 

9 . 9533939 

1.345 

9.9602048 

1  .  09  D 

9-.948i9i7 

1.246 

9.9577-04 

1 .296 

9.9533182 

1.346 

9.9601632 

1  .396 

9.9481631 

1.247 

g.  9576 198 

1.297 

9.9632430 

1.347 

g. 960 1021 

'•l'^Z 

9 . 948 1 349 

1 .278 

■9.9575197 

1 .298 

9.9531683 

1.348 

9-95oo5i4 

1  .  398 

g. 9481 071 

1.249 

9.1574201 

1  •  !?.9.9 

9.95^0941 

1.349 

9.9600012 

^  •  ^99 

9.9480798 

I  .25o 

q .057021  1 

1 .3oo 

9.9530204  1 

i.35o 

9.94.99516 

1 .400 

9.0480609 

'  • 

û04 
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a. 

Logr. 

a. 

Logr. 

a. 

Logr. 

a. 

Logr. 

4oo 
401 
402 
4o3 
404 
40  5 

9 
9 
9 
9 
9 
9 

9480529 

9480264 

9480004 

947974^ 

9479437 
9479200 

.400 

.451 

.452 

453 

.454 
455 

9 
9 
9 
9 
9 
9 

9472677 
9472630 
.9472587 
.9472548 
9472514 
. 9472484 

1 .5oo 
1 .5oi 
1 .5o2 
i.5o3 
1 .  5o4 
i.5o5 

9 
9 
9 
9 
9 
9 

•9475449 
.9475610 
.9475775 

■947^94^ 
9476 1 i 6 
9476293 

i.55o 
i.55i 
1.553 

1.553 
1.554 
1.555 

9.9488375 
9.9488734 

9-9489097 
9.9489464 
9.9489835 
9.9490209 
9.9490587 

9^9490969 
9.9491355 

9^9491745 
9.9492139 

406 
407 
408 

409 
410 

9 
9 
9 
9 
9 

9479008 
9478770 
9478556 
.9478307 
9478083 

.456 
.457 
.458 

459 
.460 

9 
9 
9 
9 
9 

9472458 
9472436 

•947^^9 

9472406 

. 9472397 

1 .  5o6 
1 .507 
i.5û8 
1 .  509 
1 .5io 

9 
9 
9 
9 
9 

947^474 
9476659 

947^^47 
9477040 
9477237 

1.556 
1.557 
1.558 
1.559 
i.56o 

411 
413 
4i3 

414 
41 5 

9 
9 
9 
9 
9 

9477863 
.9477648 
9477437 
9477 a3o 
9477028 

.461 
463 
.463 

4^4 

465. 

9 
9 
9 
9 
9 

9472392 
9472392 
9472096 

947M04 
9472416 

i.5ii 

1  .5l2 

1 .5i3 
i.5i4 
i.5i5 

9 
9 
9 
9 
9 

-9477458 

9477^4^ 
9477851 
9478064 
9478281 

i.56i 
1.562 
1.563 

1.564 
1  565 

9.9492536 
9-9492938 
9.9493543 
9.9493702 
9.9494165 

416 
417 
4i8 

419 
420 

9 
9 
9 
9 
9 

9476830 
9476S0J ■ 

947^447 
947€26o 
9476082 

466 

4^7 
488 
469 

470 

9 
9 
9 
9 
9 

ç)47'M'5^ 
947^^^ 
947  M77 
9472506 
9472539 

i.5i6 
1.517 
i.5i8 

1 .519 

1 .520 

9 
9 
9 
9 
9 

94785c2 
9478726 
9478955 

9479189 
9479425 

1.566 
1.567 
1.568 
1.569 

1.57b 

9-9494582 
9 -9495000 
9.9495428 
9-9495857 
9.9496289 

^ 

422 

4ri3 

4M 

425 

9- 

9 

9- 

9 

9 

9470906 
9475734 
9475566 
9475403 
9475244 

47^ 

4j3 

473 
474 
475 

9 
9 
9 
9 
9 

947'^576 
9472618 
9472664 
9472713 
9472767 

1  .521 
1  ,522 

1.523 
i.5a4 
1 .525 

9 
9 
9 
9 
9 

9479666 

94799 ' 1 
9480160 

94804,3 

9480670 

1.571 
1 .572 
1 .575 
1.574 
1.575 

9-9496725 
9.9497165 
9.9497608 
9.9498056 
9 . 9498507 

j 

426 
427 
428 
429 

43o 

9 

9 

9- 

9- 

9 

9475089 
9474939 
9474794 
9474652 
947451 5 

476 
477 
478 

479 
480 

9 
9 
9 
9 
9 

9472825 
9472887 
9472953 
9473023 
9473097 

1.526 
1.527 
1.528 
1 .  529 
i.53o 

9- 

9 

9 

9- 

9 

9480931 

9481 iq6 

948i4'65 
9481737 
9482014 

1.576 

1.577 
1.578 
1.579 
i.58o 

9-9498962 
9-9499421 
9.9499884 
9.9500350 
9.9500821 

43 1 
402 
433 
434 
435 

9 

9- 

9 

9 

9 

9474382 

9474^^4 
9474 i3o 
9474010 
9473895 

48 1 

482 
483 

484 
485 

9 
9 
9 
9 
9 

9473175 
9473258 
9473345 
9473436 
9473531 

i.53i 
1.532 
1.533 
1.534 

1.535 

9 
9 
9 
9 
9 

9482295 

q48257q 
9482868 

9483 I 60 
9483457 

i.58i 
1.582 
1.583 
1.584 
1.585 

9.9501295 
9.9501773 
9.9502255 
9.9502741 
9 . 95o323o 

436 

437 
438 

439 
440 

9 
9 
9 
9 
9 

9473784 
9473677 
9473574 

9473476 
9473382 
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487 
488 

489 
490 

9 
9 
9 
9 
9 

9473631 
9473734 
9473842 
9473953 
9474069 

1.536 
1.537 
1.538 
1.539 
1.540 

9 

9 

9 

9- 

9- 

9483757 
9484062 
9484370 
9484583 
9484999 

1.586 
1.587 
1.588 
1 .  589 
1  .  Sqo 

9.9503723 
9 .  95o4'-^20 
9.9504721 
9.9505920 
9  9505733 

■44^ 
44^ 
■  44^ 
■444 
.445 

9 
9 
9 
9 

9 

9473292 
9473207 
9473126 

9473049 
q479q76 

491 
492 
493 
494 

4q5 

9 
9 
9 
9 

9 

9474189 
9474312 
ç)47444o 
9474^7^ 

q4747o8 

1.541 
1 .  542 
1.543 

1.544 
1.545 

9- 

9- 
9- 
9- 

9- 

94853 19 
9485643 
9485971 
94865o2 
9486638 

1.591 
1  .592 
1.593 
1.594 
i.5q5 

9  9606245 
9.9506761 
9.9507280 
9.9507803 
9.9608330 

44^ 
447 
•44^ 

449 
460 

9 

9 

9- 

9 

9 

9472908 

9472844 
9472784 

9472728 

9472677 

496 

497 

498 

499 

5oo  ^ 

9 

9- 

9 

9 

9 

9474848 
9474992 
9475140 
9475293 
9475449 

1.546 

1.547 
1.548 

1  •  549 
i.55o 

9 

9- 

9- 

9- 

9- 

9486978 
9487321 
9487669 
9488020 
9488375 

1..596 
1.597 
1.598 

1-599 
1 .600 

9.9608860 
9.9609396 
9.9609953 
9.9610474 

9.961 102Q 

t 

'". 

SUITE  DE 

LA  TABLE.  , 

Soi 

a. 

Logr. 

a. 

Log  r. 

a. 

Logr. 

a. 

Logr. 

1  .boo 

1.601 
1 .603 

1 .603 

1 .604 
i.6o5 

9- 

9- 
9- 
9- 
9- 
9- 

9511020 
95 1 1569 
9512123 
9512679 
95 13240 
95i38o4 

i.65o 
i.65i 
1.652 
1.653 
1.654 
1.655 

9.9542989 
9.9543721 
9.9544456 
9.9545195 

q.  9545938 
9.9546684 

1 .700 
1.701 

1 .702 

1 .703 
1.704 
1 .705 

9.9583911 
9 .9584819 
"9.9585730 
9.9586644 

9.9687562 
9.9688483 

1 .760 
1.761 
1 .762 
1.755 
1.764 
1.755 

9.9633461 
9.9634527 
9.9635607 
9.9636689 
9.9637775 
9.9638866 

1.606 

■  1 . 607 

;  'i.6o8 

1 .  609 

1 .610 

9- 
9- 
.9- 
9- 
9- 

9514372 
9514943 
95i55i8 
9516097 
9516680 

1.656 
1.657 
1.658 
1.659 
1.66b 

9.9547434 
9  .9548187 
9.9548944 

9-95497.04 
9.9550468 

1 .  706 
1.707 
1.708 
1.709 
1 .710 

9.9589408 
9.9690335 
9.9591267 
9.9692202 
9.9693140 

1.766 
1.767 
1.768 
1.769 
1 .760 

9.9639968 
9.9641064 
9.9642164 
9.9643267 
9.9644353 

1 .  ()'  1 1 

l  .612 

'i.6i3 

1.614 

,  i.6i5 

9- 

9- 

9 

9 

9 

9517267 
9517857 
9518451 

9^^9°49 
9519650 

1.661 
1.662 
1.663 
1.664 
1.665 

9.9551236 
9.9552007 
9 .9552782 
9.9553560 
9.9554342 

1.711 
1  .712 
1.713 
1.714 
J.715 

9.9694082 
9.9696027 

9-9595975 
9.9696928 
•9.9697883 

1 .761 
1.762 
1  .763 
1.764 
1.766 

9.9645473 
9.9646686 
9 • 9647702 
9.9648821 

9.9649944 

1  .617 
1.618 
1.619 

1  .620 

9 
9 
9 
9 
9 

9520255 
9520863 
9521476 
9522092 
952271 1 

1.666 
1.667 
1.668 
1.669 
1 .670 

9.9555127 
9.9565916 
9,9556709 
9.9557505 
9.95583o4 

1 .716 
1.717 
1.718 

'■7^9 
i  .720 

9.9698842 
9.9699805 
9 • 9600770 
9.9601739 
9.960271 2 

1.766 
1.767 
1.768 
1  769 
1.770 

9.9661070 
9.9662199 
9.9653331 
9.9654467 
9.9655606 

!  1.621 

1  1 . 622 

1.623 

1.624 

1  1.625 

9 
9 
9 
9 
9 

9523334 
9523961 
9524591 

9520225 

9525863 

1 .671 

1 .672 
1.673 
1.674 

1 .675 

9.9559107 
9-9^59914 
9.9560724 
9.9561557 
9.9562354 

1 .721 

1 .722 
1 .725 
1.724 

1 .725 

9.9603688 
9 . 9604667 
9.9606650 
9 .960S636 
9.9607626 

1.771 

1.772 

1.773 
1.774 

1.776 

9.9666748 
9.9667894 
9.9669043 
9.9660195 
9.9661550 

1  .626 
1  .627 
1.628 
1.629 

i.boo 

9 
9 
9 
9 
9 

9526504 

95^7149 
9527798 
.950.8450 
9529106 

1.676 
1.677 
1.678 
1.679 
1.680 

9 .9565174 
9.9563998 
9.9554826 
9.9555657 
9.9566491 

1 .726 
1.727 
1.728 
1.729 
1 .730 

9.9608618 
9.9609614 
9.9610614 
9.9611617 
9.9612623 

1 .  776 
1.777 
1.778 

^'779 
1.780 

9.9662609 
9.9663671 
9.9664835 
9.9666004 
9.9667176 

i.63i 
1.632 
1.633 
1.634 
1.635 

9 
9 
9 
9 
9 

9529766 
. 9530429 
.9531096 
.9531767 
.9532441 

1.681 
1.682 
1.683 
1.684 

1.685 

9.9567329 
9.9568171 
9.9569016 
9.9569864 
9.9570716 

1.731 
1 .732 
1.733 
1.734 
1.735 

9.9613532 
9.9614645 
9.9616661 
9.9616681 
9.9617704 

1.-781 
1.782 
1.783 
1.784 
1.786 

9.9668351 
9.9669639 
9.9670711 
9.9671896 
9.9673083 

1.636 
1.637 
1.638 
1 .  639 
1 .640 

9 
9 
9 
9 
9 

. g533i 19 
.95338o"i 
.9534487 
.9535176 
95358S8 

1.686 
1.687 
1.688 
1.689 
1 .  690 

9.9571572 
9.9572430 
9.9573293 
9.9574159 
9.9673028 

1.736 
1.737 
1.738 
1.739 
1 .  740 

9.9618731 
9.9619760 
9.9620794 
g. 9621830 
9.9622870 

1.786 

1.787 
1.788 
1.789 
1.790 

9  S6742J4 
9.9675468 
9.9676665 
9.9677866 

9 • 9679070 

i.641 
1.642 
1.643 

1.644 
1.645 

9.9536564 
9.9537263 
9.9537966 
9.9538'673 
9.953q383 

1 .  69 1 
1 .693 
1 .693 
1.694 
1 .693 

9.9575901 

9.9576777 
9.9577656 
9.9578539 
9.9579426 

1.741 
1.742 
1.743 
1.744 
1.745 

9.9623913 
9.9624960 
9 . 9626009 
9 . 9627063 
9.96281 19 

1-791 
1.799 

1.793 
1.794 
1.795 

9.9680277 
9.9681487 
9.9682701 
9.9683918 
9.9685138 

1.646 

1.647 
1.648 
1.649 
i.GSo 

9.9540097 
9.9540815 
9.9541536 
9.9542261 
9.9542989 

1.696 
1.697 
1.698 
1.699 

1 .7-0 

9.9580316 
9.9581210 
9 .9582107 
9.9583007 
9.958391 1 

1.746 
1.747 
1.748 
1.749 
1.750 

9.9629179 
9 . 9630242 
9.9631308 
9.9632378 
9.9633431 

1.796 

1  •  797 
1.798 

1-799 
1.800 

9..  9686561 
9.9687688 
9.9688818 
9.9690061 
9.9691287 

39 
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■ 

a. 

Logr. 

a. 

Logr. 

a. 

Logr. 

a. 

Logr. 

1.800 
1.801 
1.802 
i.8o3 
1.804 
i.8o5 

9.9691287 
9 .9692526 
9 . 9693769 
9.9695015 
9.9696264 
9.9697516 

85o 
85i 
852 
853 
854 
855 

9- 

9- 

9- 

9- 

9 

9- 

9757126 
9758522 
9759922 
9761025 
9762730 
9764139 

1 .900 

1 .901 

1 .902 

1 .903 
1.904 
1 .  905 

9- 

9- 

9- 

9- 

9 

9- 

9830693 
9832241 
9833793 

9835347 
9836905 
9838465 

i.gSo 
1.951 
1.952 
1.953 

1.954 

1-955 

9.9911752 

9-9913427 
9.9915125 
9.9916826 
9.9918530 
9 . 9920237 

1.806 
1.807 
1.808 
1.809 
i.STo 

9.9698771 

9 . 970oo3o 
9.9701291 
9.9702556 
9.9703824 

856 
857 
858 
859 
860 

9- 

9 

9 

9 

9 

9765551 
9766966 
9768384 
9769805 
9771229 

1 .906 
1.907 
1  .908 

1-909 
1.910 

9- 
9- 
9- 
9- 
9- 

9840028 
9841594 
9843164 
9844736 
9846311 

1 .  956 

1.957 
1.958 

1-959 
1.960 

9-9921947 

9-9923659 
9.9925374 
9.9927093 
9.9928814 

i.8ii 
1.819 
i.8i3 
1.814 
i.8i5 

9.9705095 
9.9706369 
9.9707647 
9.9708927 
9.9710211 

861 
862 
863 
864 
865 

9 
9 
9 
9 
9 

9772657 
9774087 
9775521 
9776957 
9778397 

1.911 
1  912 
1 .910 
1.914 
1.915 

9 
9 
9 
9 
9 

9847889 

9849471 
985io55 
9852642 
9854932 

1 .961 
1.962 
1.963 
1.964 
1.965 

9 . 993o538 
9.9932266 
9 . 9933996 
9.9955728 
9 • 9937464 

1.816 
1.817 
1.818 
1.819 

1.820 

9.9711498 
9.9712788 
9.9714081 
9.9715377 
9.9716677 

866 

867 
868 
869 
87b 

9 
9 
9 
9 
9 

9779840 
9781286 

9782734 
9784186 
9785641 

1 .916 

1-917 
1.918 

1-919 
1 .920 

9 

9 

9' 

9 

9 

9855825 
9857421 
9859020 
9860621 
9862226 

1.966 
1.967 
1.968 

1-969 
1.970 

9.9939202 
9  -  9940943 
9 . 9942687 
9.9944434 
9.9946184 

1.821 
1.822 
1.823 
1.824 
1.825 

9.9717980 
9.9719286 
9.9720595 
9.9721907 
9.9723223 

871 

.872 

873 

874 

.875 

9 
9 
9 
9 
9 

9787099 
978855^ 
9790023 

9792960 

1.921 

1 .922 

1 .923 
1.924 
1 .995 

9 
9 
9 
9 
9 

9863834 

9865444 

.9867058 

9868675 

9870294 

1.971 
1.972 

1.973 
1.974 
1.975 

9-9947937 
9-9949692 
9.9951451 
9 . 99532 1 2 
9.9954976 

1.826 
1.827 
1.828 
i.8i29 
i.83o 

9.9724542 
9 -.9725864 
9.9727189 
9.9728517 
9-9729^4^ 

.876 
.877 
.878 

-879 

.S80 

9 
9 
9 
9 

9 

9794433 

9795909 
•9797389 
.9798871 
. 9800356 

1 .926 
1.927 
1.928 

i-.-)29 
1 .930 

9 
9 
9 
9 
9 

,9871916 
9873542 
9875170 
.9876801 
.9878435 

1.976 

1-977 
1.978 

1-979 
1.980 

9.9956743 
9. 995851 3 
9.9960286 
9 . 9962062 
9.3963840 

i.85i 
1.802 
1.833 
1.834 
1.835 
1.836 
1.837 
1.838 
1.839 
1 .  840 

9.9701182 
9.9732520 
9.9733860 
9.9735204 
9.9736551 

, 

.881 
.882 
.883 
.884 
.885 

9 
9 
9 
9 

9 

.9801844 
.9803335 
.9804829 
.9806327 
.9807827 

1.931 
1 .932 
1.933 
1.934 
1.935 

9 
9 
9 
9 
9 

. 9880072 
.9881712 
.9883355 
.9885001 
.9886650 

1.981 
1.982 
1-983 
1.984 
1.985 

9.9965621 
9.9967405 

9 -99% '.93 
9.9970983 

9.9972774 

9.9737901 
g.  9739254 
9.9740610 

9-9741970 
9.9743332 

.886 
.887 
.888 
.889 
.890 

9 
9 
9 
9 
9 

.9809330 
.98ib837 
.9812345 
.9813859 
.9815374 

1.936 
1.937 
1.938 

1-939 
1 .  940 

9 
9 
9 
9 
9 

.9888302 
.9889956 
.9891614 
•9893275 
.9894938 

1.986 

1.987 
1.988 

1.989 

1.9.90 

9.9974569 
9.9976367 
9.9978168 

9.997.9973 
9.9981779 

1.841 
1.842 
1.843 
1.844 
1.845 

9 -.9744697 
9.9746066 

9-9747437 
9.9748812 
9.9750190 

.891 
.892 
.893 

•894 

.895 

9 
9 
9 
9 
9 

.9816X92 

.98i84".4 
.9819938 
•9821466 
.9822996 

1.941 
1.942 
1  943 

1.944 
1.945 

9 
9 

9 
9 
9 

. 989S604 

•9898274 
9899946 
9901621 
9903299 

1-991 
1.992 
1-993 
1-994 
1995 

9.9983589 

g. 9985401 
9.9987216 

9-998.9034 
g. 9990855 

1.846 
1.847 
1.848 

1.849 

i.85o 
1 

9.9751571 
9.9752955 
9.9754342 
9.9755733 
9.9757126 

.896 
.897 
.898 

899 

900 

9 
9 
9 
9 
9 

.9824529 
.9826066 
9827605 
9829148 
9800693 

1.946 

1-947 
1.948 

1-949 

i.gSo 

9 
9 
9 
9 
9 

.9904980 
9906664 
9908550 
9910040 
9911732  ■ 

1.996 
1-9.97 
1-998 

1-999 

2.000 

9 -9995333 

9-9998165 

o.coooooo 

Zoj 


TROISIÈME  PARTIE. 


DES  QUADRATURES. 

-UiVERSES  méthodes  relatives  aux  quadratures,  sont  l'objet  de  cette 
troisième  partie  :  ces  méthodes  complètent  naturellement  la  théorie 
des  transcendantes,  puisque  si  les  transcendantes  sont  trop  compo- 
sées ,  ou  si  elles  ne  peuvent  se  réduire  à  celles  qui  sont  données 
par  les  Tables,  il  faut  nécessairement  ,  pour  les  évaluer  dans  les 
cas  particuliers  ,  avoir  recours  aux  quadratures. 

La  méthode  que  je  propose  comme  la  plus  générale  et  la  plus 
sûre  ,  consiste  à  exprimer  l'intégrale  cherchée  aux  différences  infi- 
niment petites  ,  par  une  intégrale  aux  différences  finies  à  laquelle  on 
ajoute  les  corrections  que  l'analyse  indique  et  qui  servent  à  di- 
riger l'approximation.  On  peut  parvenir  de  cette  manière  à  des 
résultats  dont  l'exactitude  s'étende  jusqu'à  tel  ordre  de  décimales 
qu'on  voudra. 

La  même  méthode  considérée  sous  un  autre  point  de  vue ,  peut 
servir  à  construire  une  courbe  dont  les  coordonnées  dépendent 
chacune  d'une  quadrature  particulière.  J'ai  donné  pour  exemple 
en  ce  genre  ,  le  calcul  de  la  trajectoire  d'un  projectile  dans  un 
milieu  résistant ,  e|»  j'ai  par  ce  moyen  poussé  l'approximation  plus 
loin  que  je  ne  l'avais  fait  dans  la  pièce  couronnée  par  l'Académie 
de  Berlin  en  1782. 

On  trouve  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences , 
années  1778  et  1782,  une  méthode  fort  ingénieuse  pour  avoir  la 
valeur  de  l'intégrale  Jj'dx,  dans  le  cas  où  la  fonction  j'  est  nulle 
aux  deux  limites  de  l'intégrale.  J'ai  exposé  cette  méthode  avec  les 
développemens  qu'elle  exige  dans  quelques  exemples ,  et  principale- 
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ment  dans  son  application  au  cas  où  les  limites  de   riate'grale  sont 

supposées  imaginaires. 

Enfin  j'ai  profité  de  la  liberté  que  me  donnait  le  titre  de  cet 
ouvrage,  pour  traiter  de  diverses  sortes  d'intégrales  définies  qui 
appartiennent  à  la  théorie  des  transcendantes.  De  ce  nombre  sont 
plusieurs  formules  que  Laplace  a  données  dans  différens  recueils, 
et  qui  tiennent  un  rang  distingué  dans  cette  théorie  ;  les  autres 
sont,  pour  la  plupart,  extraites  des  ouvrages  d'Euler,  et  parti- 
culièrement des  Supplémens  qui  composent  le  tome  IV  de  son 
Calcul  intégral. 

Je  me  flatte  que  ces  divers  objets  réunis  sous  un  même  point 
de  vue,  pourront  intéresser  les  Géomètres;  ils  ont  été  d'ailleurs 
choisis  de  manière  que  chacun  d'eux  puisse  offrir  de  nouvelles 
formules  ou  de  nouvelles  démonstrations. 

Formule  générale  pour  les  quadratures. 

(i).  On  est  censé  avoir  résolu  un  problème  lorsqu'il  est  réduit 
aux  quadratures,  c'est-à-dire  lorsqu'il  ne  dépend  plus  que  d'uire 
ou  de  plusieurs  intégrales  de  la  îoYme  fydjc ,  où  l'on  connaît  r  en 
fonction  de  œ. 

Si  les  intégrales  dont  il  s'agit  sont  susceptibles  d'être  exprimées 
par  des  suites  convergentes  ,  la  solution  est  aussi  complète  qu'on 
peut  le  désirer,  eu  égard  à  la  nature  de  la  question;  mais  le  plus 
souvent  on  a  des  expressions  trop  compliquées  pour  les  intégrer  par 
des  suites  convergentes,  et  il  ne  reste  d'autre  parti  à  prendre  que 
de  chercher  leurs  valeurs  dans  les  cas  particuliers  seulement,  c'est- 
à-dire  pour  une  partie  donnée  de  la  ligne  des  abscisses. 

Soit  donc  proposé  de  trouver  la  valeur  de  l'intégrale  Z  r=.Jjdûe 
depuis   a:  =  «  jusqu'à  j:  =  ^,  ou  seulement  depuis  J^  =  o  jusqu'à 
X  ■=.  a\  car  on  peut  supposer  que  l'origine  des  abscisses  est   prise 
au  point  où  commence  l'aire,  de  manière  que  Z  et  jc  s'évanouissent 
en  même  temps. 

Pour  obtenir  plus  facilement  le  degré  d'approximation  qu'on  peut 
désirer,  nous  supposerons ^ 

1°.  Que  dans  Vintervalle  donné  depuis  jr  =:o  jusqu'à  x:=a,h 
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fonction^  reste  constamment  de  même  signe,  et  nous  regarderons 
ce  signe  comme  positif.  S'il  en  était  autrement ,  on  chercherait  suc- 
cessivement les  différentes  parties  de  l'aire  fjdx,  situées  de  differens 
côtés  de  la  ligne  des  abscisses,  et  on  retrancherait  la  somme  des 
aires  négatives  de  la  somme  des  aires  positives. 

2°.  Que  la  courbure  de  la  courbe,  depuis  x-=o  jusquax=«3, 
n'éprouve  aucune  variation  assez  brusque  pour  que  l'un  des  coeffi- 

ciens -r- ,  -r^^t-r^x  devienne  infini.  Ainsi  dans  toute  l'étendue   de 

dx^   dx'"  dx^ 
la  portion  de  courbe   que  nous   voulons   quarrer ,  l'ordonnée  qui 
répond  à  une  abscisse  x  -f-  a  ,   très-peu   différente   de  or ,  pourra 

s'exprimer   avec  une    exactitude   suffisante  par  la  suite  J  -\-  <^  -^ 

,    «t^  ddy    ,      a?      d^y     ,      .  ,.i         •.  i»        > 

-\ ^  -\ 5  .  -pi  +  etc. ,  sans  qu  il  y  ait  heu  a  exception  pour  au- 
cun point.  Cette  condition  est  surtout  nécessaire  aux  deux  limites  de 
l'intégrale  ;  elle  est  moins  importante  dans  les  points  intermédiaires, 
parce  que  l'erreur  due  à  cette  cause  est  limitée,  et  qu'elle  peut  être 
corrigée  assez  facilement,  comme  on  le  verra  ci-après. 

Cela  posé,  soii  j=.Y {x),  et  x-=.nod  ,n  étant  un  nombre  entier 
d'autant  plus  grand ,  qu'on  voudra  obtenir  une  plus  grande  ap- 
proximation j  si  l'on  désigne  par  2F  (  x  -}-  ^  o)  )  la  somme  de  la 
suite 

F(»  +  F(l«)  +  F(|a,) +  F(x  — i^), 

il  est  visible  qu'on  aura  d'abord  à  très-peu  près  Z  =  ûj2F(x+^û)), 
Pour  avoir  une  valeur  plus  exacte ,  soit 

Z  =  «2F(x-|-^û))-|-(^, 

an  aura  en  faisant  varier  .rde  o),  et  prenant  les  différences  finies 
de  chaque   membre, 

A^  =  AZ  —  û)F(jc-+>). 

Développant  le  second  membre  suivant  le  théorème  de  Taylor ,  et 

observant  que  t-  ■=^y  =  F  (x) ,  on  aura 

A(==«F4--.^+^.^  +-_._+etc. 


2.3.4 
_  UY_ 

Q,  dx         2*4'  dx"^  073  *  8  '  dx^ 


^    '  O.  d.i:  o.    '7'dr^  ^^3  •  8  •  d.i:^  ~*    ^^^'  > 
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ou  en  réduisant , 

On  voit  que   le   premier  terme  de  la  valeur  de  ^  est  —  .  —  ,  —  • 

^  2      12     dx' 

»  .  /•  •        9  «^      dF     ,     o/  .  . 

ensorle  qupn  peut  taire  C  ^^  ^7  *  ^  ""    O  ^"^  trouverait  ensuite  que 

le  premier  terme  de  la  valeur  de  ^'  est  —  J^  .  -^-r^.  Mais  pour 

connaître  la  loi  de  la  suite  qui  exprime  ^  ,  nous  laisserons  inde'- 
terminés  les  coefficiens  de  ses  différens  termes,  et  nous  supposerons 

Z,  =  alY  (jc -{- {  a>) -{- const. 

.      ,    ^dF    ,    j,    ^ddF    .      ,    ,d^F    .     r,    .d^F    ,       ^ 
+  «a)-^  +  ^a,3-^+ca,4^+/«^^^+etc. 

(2).  11  suffira  de  de'terminer  les  coefficiens  «',  U ,  c' ,  etc.  dans 

• .        .  .  dF 

un   cas    particulier;   soit    donc    F(^)=e^,    on    aura    -j-=e^, 

=  c^,  etc.  ,  Z  =fe^dx  =  e-—  i  ,    2F  (  Jt?  +  ^  «  )  =  e^^^e^. 


ddF 
dp 


■     t  Cû 


= (e^^ —  i),  et  la  substitution  de  ces  valeurs  donnera  l'équa- 

e  — 1 
tion  suivante  qui  doit  être  identique  : 

e"—  I  =  -^^^^=^-hconst.4-(aV+  èV+  cV-hetc.)  e'. 

Faisant  x  =  o  ,  on  trouve  la  constante  =  —  ci  où*- — h'ai^ — c'a^ — etc.; 
de  sorte    qu'en  divisant   toute   l'équation    par   e^  —  i  ,  il  viendra 

[  —  a'û)*  —  h'où'^  —  c'où^^fcà^  —  etc. 


•e    * 


Le  premier  membre  est  une  fonction  paire  de  o) ,  puisqu'il 
reste  le  même  en  changeant  le  signe  de  ca  ;  donc  dans  le  second 
membre  ,  tous  les  coefficiens  des  puissances  impaires  de  où  sont  nuls. 
Pour  avoir  égard  à  cette  circonstance ,  nous  ferons  de  nouveau 


-ici 

■e   * 


I  —  Aa*4-  Ba^—  Ccû'-i-  Da>«--  etc. ,  (i) 
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et  la  valeur  de  Z  sera  en  général 

Z=a,2F(a:-f-»+ Aa.*g~B«^^  +Ga,«g~elc. 
+  const.  -; 

Désignons  par -7— , -^-^  >  ®tc. ,  ce  que  deviennent  lès   coefficiens 

-7-  ,  -T-^  ,  etc.  lorsque  ;r  =  0,  et  la  constante  étant  déterminée  d© 
manière  que  Z  et  a:  s'évanouissent  en  même  temps  ,  on  aura 

/^F^      -       Z^».F(.4-»4-A.-(f|-g) 

—  etc. : 
c'est  l'intégrale  demandée  prise  depuis  œ:=o  jusqu'à  oc  =  nco. 

(3).  Si  dans  l'équation   (i)  on  met  —  a''  à   la  place  de   0)%  il 
en  résultera 

4^=1  +  Aa)*+ Ba.^+G&>^-M)iy8  +  etc. 

Il  Le  premier  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(^Infrod.  in  An.  inf. ,  page  142  ),  et  par  son  développement  on  a 

^  =  -4^0-r^"^g^~-i'+^tc.)=r^ 


Tpi    2         /  1  7  1  \  1^7 


9450 


etc. 


k 
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D'où  l'on  voit  que  tous  les  coefficiens  A,  B  ,  G  ,  etc.  sont  positifs,  et 

qu'ils  de'croissent  suivant  une  raison  qui  approche  de  plus  en   plus 

de  -^ ,  de  sorte  que  chaque  terme  sera  environ  le  quarantième  du 

précédent. 

La  manière  la  plus  simple  de  calculer  les  valeurs  nume'riques 
de  ces  coefficiens  ,  est  de  les  déduire  du  développement  de  la 
fraction 

—  =  I  +  Aa>'  +  60)^^+  Q.OÛ*  +  etc. , 


2.3  •  4  ^2.3.4.5  '  16 
d'oii  l'on  tire 

A  =  — .- 

2.3    4 


— ^ —  etc. 


2.3  '  4  2.3.4-5  *  16 

G  =  ::^.^B-.:,^^.iA  + 


2.3  •  4  "        2.3.4.5  •  i6"^  2. 3. 4'. 5. 6. 7  •  64 
etc. 

Si  on  appelle  S„  la  somme  de  la  suite  i  "i-^H-2;;-{--„  +  etc. , 
on  aura  encore 


^  =  i^  ('  "■  i)  ^^ 


etc. 


Et  en  général^  N  étant  le  «"""  terme  de  la  suite  A  ,  B  ,  C^  etc. , 
on  aura 

Nous  connaissons  maintenant  la  loi  des  termes  de  l'équa- 
tion (2)  ;  mais  pour  que  cette  formule  soit  employée  avec  succès 
à  la  détermination  de  l'aire  Z,  il  faudra  prendre  &>  assez  petit  pour      <^i 

que    le   terme  Ba^(^ -j-jj  et  les  suivans  puissent  être  né- 
gligés ; 
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gligës  ;  et  c'est  ce  qu'il  est  toujours  facile  de  faire,  à  moins   que 

ti'F 


3  ne  soit  infini   à  l'une   ou  à  l'autre  limite   de  rintegrale. 


Ainsi  ce  cas  excepté  ,  et  à  plus  forte  raison  celui  où  -7-  de- 
viendrait infini  à  l'une  de  ces  limites,  on  déterminera  Taire  Z  par 
la  formule 

la  seconde  partie  étant  la  correction  de  la  première. 

(4).  Si  le  coefficient  -7-  était  infini  a  l'une  des  limites  de  l'inté- 
grale ,  c'est-à-dire  ,  si  dans  l'un  de  ces  points  ,  l'ordonnée  était 
tangente  à  la  courbe  ,  il  faudrait  chercher  par  un  autre  procédé 
l'aire  comprise  entre  cette  ordonnée  et  une  ordonnée  peu  éloi- 
gnée ;  le  reste  de  l'aire  ne  serait  sujet  à  aucune  difficulté. 

Supposons,  par  exemple,  que -7^  soit  infini  à  la  seconde  limite 

de  l'intégrale,  et  soit  j^  =  b  l'ordonnée  qui  est  tangente  h  la  courbe 
en  ce  point.  Si  en  faisant  j?;=  « -—  a,  on  a  r  =  c,  alors  l'aire 
comprise   entre   les  deux  ordonnées  c,  b ,  sera   à    très  -  peu  près 

^(^2c-{-b),  C'est   ce   qui   résulte   de  la  supposition   que   l'arc  de 

courbe  dont  il  s'agit  peut  être  assimilé  à  un  arc  de  parabole  dont 
l'axe  est  parallèle  à  la  ligne  des  abscisses. 

Il  faudra  donc  joindre  à  la  quantité  ^  (  2c  -f-  é  )  ,  Taire  com- 
prise depuis  jc  =0  jusqu'à  x  z=.a  —  a. 

Une  connaissance  plus  intime  de  la  nature  de  la  courbe ,  pourra 
conduire  à  une  valeur  plus  approchée  de  Taire  comprise  depuis 
X  ■=:  a  —  CL  jusqu'à  x  =  «;  mais  la  détermination  précédente  suffira 

dans  presque  tous  les  cas^  et  le  procédé  serait  le  même  si  -j-  était 
infini  à  la  première  limite. 

De  même  si  -1-  n'est  pas  infini  à  Tune  des  limites  de  Tintégrale  , 

mais  que  n^  le  soit,  ou  qu'il  ait  une  valeur  très-grande;  alors  il 
conviendra  de  calculer  d'une  manière  particulière  Taire  de  la  por* 

4q 
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tion  de  courbe,  dans  laquelle  ce  coefficient  a  une  valeur  trop  grande 

pour  que  la  formule  (2)  s'y  applique  avec  surete'. 

(5).  Cherchons  maintenant  quelle  erreur  peut  re'sulter  de  notre 
formule,   lorsqu'enlre  les  limites  de  l'inte'grale  il  y  a  un  point  où 

la  valeur  de  jc  rend  infini  soit  le  coefficient  -J^  ,  soit  l'un  des  deux 
suivans  —-^ ,  -r^;  j'observe  que  si  œ  =  u.  el  /  ■=C  sont  les  coordon- 
nées de  ce  point  singulier,  on  devra  avoir  en  général 

yw,  étant  un  nombre  fractionnaire  positif,  et  v  un  nombre  également 
positif,  mais  qui  peut  être  supposé  égal  à  l'unité  ,  excepté  dans  des 
cas  extraordinaires.  J'observe  de  plus  que  comme  la  courbe  est 
supposée  former  une  branche  continue  depuis  x=:  o  jusqu'à  jc=a, 

a  étant  !>  a ,    il  faut  que  /n  soit  représenté  par  une  fraction  -  dont 

le  dénominateur  sera  toujours  impair  ,  afin  que  la  supposition  de 
JC  —  a,  négatif  ne  rende   pas  imaginaire^  —  €. 

Supposons  maintenant  que  l'intervalle  co  qui  est  une  partie  aliquole 
de  û  ,  en  soit  une  aussi  de  a,  ce  qui  est  toujours  possible  en  retran- 
chant une  petite  partie  de  l'aire  proposée  ,  et  ajoutant  ensuite  la 
partie  retranchée;  l'intégrale  finie  2a)F  (x -}- ^  co)  contiendra  les 
deux  termes  a:F(ût — {  œ)-^  cdY  (a  -\-  j  o)  qui  répondront  à  la 
partie  d'aire  comprise  depuis  jc=:sl — a>  jusqu'à  x=cl-\-u)  ,  et  la 
formule  (2)  supposera  que  cette  partie  d'aire  ^  est  représentée  par 
la  formule 

j—  et^  étant  les  valeurs  de  -^  qui  répondent  aux  abscisses  et — *cy 
et  a  +  ût).  Or  la  valeur  supposée  à.e  j  donne 

F  (a+ la,)  =  ^H- A  (  1  «  f  4- B  Of +''+etc. 
F(a-ia.)  =  ^  +  A(-|^f-HB(-l^'f+''  +  etc, 
Ix  "^  ^^'^        +  B  (/^  4-  V  )  o,^^        -I-  etc. 

^^  =  A/x(_c.f-VB(/.4.0(-^/'^""'4- etc. 


DES  QUADRATURES.  5i5 

Doue 

C  =  .e»  +  A*''+'(-L  + -^) [  ■ +(- 0"] 

Mais  Vlntégralc  Jjdx ,  prise  depuis  x  =  oc  — o)  jusqu'à  a: = a  +  m, 
a  pour  valeur  exacte 

Ainsi  la  correction  qu'il  faut  appliquer  à  i^  ouàZ  pour  avoir  la  vraie 
valeur  de  l'aire  que  l'on  cherche ,  sera  « 

Il  faut  dans  cette  formule  distinguer  deux  cas ,  selon  que  f^  est  de 
la  forme  .  ou  ^ .  ;  supposant  d'ailleurs  y  =  i  ,  ce  qui  ne  peut 
souffrir  que  très-peu   d'exceptions  ,   on  aura  dans  le  premier  cas , 

cTZ  =  2A<^^+ Y-i- ~ -i- ~  iiV 
et  dans  le  second  cas, 

SoitF(a-{-^«)  —  2F(a)-f-F(ût  —  |a)  =  M,  la  quantité  M  sera 
connue  par  les  termes  qui  composent  2û)F  ('X-j-^co)  ,  et  au  moyen 
de  cette  quantité ,  on  aura  dans  le  premier  cas , 

cTZ  =  Ma>  (-—  —  I  —  ^~), 
et  dans  le  second 

\^-|-2  24  / 

Ainsi  on  connaîtra  la  correction  à  appliquer  à  la  somme  trouvée , 
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pourvu  qu'on  connaisse  l'exposant  fx  qui  sert  à  caractériser  le  point 

singulier  qui  rend  infini  un  ou  plusieurs    des   coefficiens -^  »  Ts* 

cPy 

■j-i-  On  voit  en  même  temps  que  la  correction  sera  beaucoup  plus 
petite  lorsque  fx  sera  de  la  forme    .~V    que   lorsque  fx  sera  de   la 

forme  —r-, —  :  ainsi  le  cas   où  r   devient  un  maximum    ou  un  mi^ 

nimum  lorsque  x-==.  cl,  est  celui  qui  exige  la  plus  forte  correction. 
L'autre  cas  n'apporte  à  la  formule  qu'une  correction  Irès-légère  et 
souvent  ne'gligeable. 

(6).  Lorsqu'on  aura  reconnu  que  la  portion  de  courbe  qu'on  veut 
quarrer ,  a  un  point  singulier  déterminé  par  l'équation 

on  pourra,  par  une  transformation  fort  simple,  prévenir  l'inconvé- 
nient qui  nait  de  la  valeur  infinie    des  coefliciens  -^  ,  -r^ ,  -r^.    Il 

^  dx     dx'-    dx^ 

suffît  pour  cela  de  faire  a:  =  a-f-  (z  — fY,  m  étant  le  dénomina- 
teur impair  de  la  fraction  égale  à  fx  ;  alors  j  deviendra  une  fonc- 

m 

lion  connue  de  z,  et  si  l'on  prend  /■=■  \/ct,  on  aura  fjdx'=z 
fm(^z — fY^^dz.  Cette  nouvelle  intégrale  devra  être  prise  depuis 

s  =  o  jusqu'à  s=  y/ct  ^  y' (a — a);  et  dans  tout  cet  intervalle  , 
la  nouvelle  courbe  qu'il  faut  quarrer  et  qui  a  pour  ordonnée  la 
fonction  77i(z  — f)"'~'j' y  n'aura  aucun  point  singulier;  de  sorte  que 
l'application  de  la  formule  (2)  ne  sera  sujette  à  aucune  difficulté. 

(7).  La  plupart  des  méthodes  qu'on  donne  ordinairement  pour 
trouver  par  approximation  l'aire  d'une  courbe  ,  sont  moins  exacles 
ou  moins  commodes  dans  la  pratique  que  celle  que  nous  venons 
d'exposer.  Je  regarde  surtout  comme  l'une  des  plus  défectueuses , 
celle  qui  suppose  que  l'ordonnée  de  la  courbe  est  représentée  dans 
toute  son  étendue  par  la  formu]ej>'=  a-}-l^x  -f-  cx'-^ex^-^etc. ,  ou 
par  une  formule  équivalente;  car  de  ce  qu'une  courbe  passe  par  un 
grand  nombre  de  points  d'une  courbe  donnée,  il  ne  s'ensuit  pas 
que  les  deux  courbes  soient  fort  approchées  l'une  de  l'autre  ;  il  peut 
arriver  au  contraire  que  les  deux  aires  ,  malgré  tous  les  points 
communs,  soient  aussi  différentes  entre  elles  qu'on  voudra. 
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La  seule  mélliode  pratique  qui  soit  à  la  fois  simple  et  exacte 
pour  les  quadratures,  consiste  à  diviser  la  courbe  par  des  ordonnées 
équidistantes,  de  manière  que  les  arcs  compris  de  deux  en  deux 
ordonnées  ,  soient  assimilés  à  des  arcs  de  parabole.  Désignons  par 
c  ,  c\  c" . .  .  .c*^'"^  la  suite  des  ordonnées  qui  répondent  aux  abscisses 
o ,  -o) ,  œ  y  ^  ù).. .  .nct);  l'aire  parabolique  depuis  x=  o  jusqu'à Jt:=ce> 

sera  exprimée  par^  (<?-{- 4^'-}-  c");  de  même  l'aire  parabolique  de- 
puis jt  =  co  jusqu'à  X  =2M  ,  sera  77  (c"-f- 4c'"-f-c"');  ainsi  de  suite. 

Ajoutant    toutes    ces  parties ,   on   a  pour  l'aire   entière  S,    com- 
prise depuis  j:  =  o    jusqu'à  0:=:  «o),  la  formule 

S  =  ^  (  c  +  4c'+  2C"+  4c'"-f-  2C'\  .  .  .  +  4c("->)  +  cf-5)  .  .  .  (3)  ,       ' 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même,  suivant  les  dénominations  précédentes, 

S  =  g[F(o)+4F(T^0+^F(«)+4F(l^0.  .  .+4F(^-T^)  +  F(^)]. 
Celte  formule  peut  s'écrire  ainsi  : 

s=^[F(o)-F(x)]  -  ^  .-,    :^^       %: 


oa 


c^ 


+  |-  [F  (  «  )  +  F  (2a>)  4-  F(5  û)).  . .  .  +  F  (X  —  a;)  +  F  (œ)]. 

Mais  d'après  la  formule  (2),    l'aire   comprise  depuis  jr=  o  jusqu'à 
jc=:nù)  étant  appelée  Z,  on  aura 

Z  =  «  [  F  (  i  «  ) -f  F  (  I  «  )  +  F  C I  0,  ) . . . .  F  (  :r  —  ^  ^  )] 
+  Aa»^P  — -Bry'fQ  +  G»^R—  etc. , 

P,Q,  R,  etc.  dépendant  de  la  valeur  des  coefficiens  différentiels 
d^'d^>7h?'  ^^^'  ^"^  "miles  de  1  mtegrale. 

Si  on  appelle  Z'I'aire  comprise  depuis  jc=|a)  jusquàa:=(/z+i)û), 
l'expression  de  cette  aire  sera  semblablement 

Z'=  û)  [F(û))  +  F  (2a)  +  F  (5û)). . . .+  F(««)] 
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en  désignant  par  P',  Q'^  R',  etc.  ce  que  deviennent  P,  Q  ^  R,  etc. 
lorsqu'au  lieu  de  jc  on  met  x  +  |  &>.  Mais  «i  on  désigne  par  4  l'ac- 
croissement de  l'aire  Z  lorsque  œ  devient  JC-\-^  œ  ,  et  par  4°  ce  que 
devient  ^  lorsque  x=o,  on  aura  Z'  =  Z  +  '\j, —  '\J,'. 

Or  ayant  Z  =:JclxY  (jc)  ,  on  en  de'duit 

,  «  p,         ce''    dF  0^         ddF 

et  par  conséquent , 

^         2  2.4     dx  ^^  2.3.8      rf^^  *^^ 

On  tire  de  ces  équations  , 

û'[F(i«)+F(f  ^). .  .+F(x— >)]=Z—Aû)^P+B«^Q— etc. 
û)[F(  <:«)  )+F(  2iy). .  .+F  (x)]  =  Z+4— 4»— Aa)"P'+Bû)^Q'-- etc. 

Substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  S ,  il  viendra 
S=^(F«-F)+Z+K4-4°)-A.'(îî:+^)+B«f-^+5:)-elc., 

ou,  en  substituant  la  valeur  de  4  —  4% 

^  ^ r^ «^     l  /dF  dF°\  &>'  1  /ddF  ddF°\ 

^  —  ^        2.4*3W         dxj'^  ,'2.5.S'  5\dx^  dxW 

'""2.3.4.16*  3  W  dxO'^ 

_  -A»"  (îî+ïl)  +  B«^  (22+0.-)  _  eic. 


ilF        dF^ 
dx  dx 


Mais  on  a  P=;7-  — ^  -t— ;  si  dans  cette  quantité    on  met  oc  -{-{  ca 


a  la   place  de  x,  ^  deviendra  ^ +  -.  ^^ +  -.  ^  .  ^  +  etc.  ; 

donc 

, dF         dF°        eo  /ddF         ddF^\         i     «^  ff^         f^^F"\ 

^  —'dbo  ~~  TùT  "^  2  W^*    ""    c/a:^y  ^  2  •  4  \dx'  ^   dx'  )  "^  ^^^'  ' 


d'F         d'F'' 


de  même  ayant  Q  =-ri  —  'T^>  ^^  ^^  ^^^ 


uira 


^,  __  d'F         d'F"         1       /d>F         SF°\ 
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Cela  posé  ,  en  faisant  les  substitutions  et  rejetant  les  puissances 
(le  Où  au-delà  de  la  quatrième ,  on  aura 

^ —* -^  "T"  2880  W'  àx'')' 

d'où  l'on  voit  combien  est  petite  la  différence  entre  la  valeur 
exacte  de  l'aire  Z ,  et  sa  valeur  S  approchée  par  une  somme  d'aires 
paraboliques. 

Ainsi  dans  la  pratique  on  pourra ,  si  l'on  veut ,  s'en  tenir  à  la 
formule  (3)  qui  donne  la  valeur  de  S ,  et  y  ajouter  la  petite  correc- 
tion que  fournit  la  formule  précédente  pour  avoir  une  valeur  plus 
exacte  de  l'aire  Z ,  ce  qui  donnera 

^  ^  ^  2880  \dJ  dx-^J' 

Au  reste  la  formule  (3)  suppose  le  calcul  de  deux  fois  plus  de  termes 
que  la  formule  (2);  ainsi  à  ce  titre  seul,  l'usage  de  la  formule  (2)  est 
.  préférable. 

(8).  Nous  avons  suffisamment  expliqué  dans  ce  qui  précède  , 
comment  on  peut  trouver  une  intégrale  proposée //ï/o;  entre  deux 
limites  données  x  =  o  ,  x-==.  a  ]  g\.  nous  avons  donné  les  moyens 
de  pousser  l'approximation  jusqu'à  tel  degré  qu'on  voudra  fixer. 
Mais  si  l'intégrale  devait  s'étendre  depuis  x=:o  jusqu'à  j;  =:  00  , 
on  pourrait  craindre  que  la  méthode  ne  fût  impraticable,  puisque 
l'intégrale  finie  2ii;F  (>r -j- ^  <w)  contiendrait  alors  une  infinité  de 
termes.  Ea  réponse  à  cette  objection  est  que  si  l'intégrale  cherchée 
doit  être  une  quantité  finie  ^  seul  cas  où  il  y  a  lieu  d'en  faire  le 
calcul ,  l'ordonnée  F  (x^  doit  décroître  avec  beaucoup  de  rapidité 
lorsque  x  devient  un  peu  grand  ,  de  sorte  que  les  termes  qui 
composent  2a)F  {oc  -\-^  cù)  ne  tarderont  pas  à  devenir  très-petits 
et  entièrement  négligeables. 

Il  est  facile  au  reste   de    remédier  à  cet  inconvénient  par  une 

transformation.  En  effet  si  on  fait  ,  P^^*  exemple,  x  = -,  l'in- 
tégrale fjdx  sera  transformée  en  une  autre  fVdz  ,  dans  laquelle 
P  sera  une  fonction  connue  de  z  et  qui  devra  être  intégrée  depuis 
S=ojusqu^à  s=  I. 

On  pourrait  encore  faire  x  =  k  tang  cp ,  k  étant  à  volonté  ;  et  la 


/ 
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transformée  en(p ,  qui  serait  de  la  forme  J'Q^d<p  ,  devrait  être  intégre'e 
depuis  <p  z=.  o  Jusqu'à  cp  =  i  -rr. 

En  ge'neral  c'est  par  la  nature  de  la  question  qu'on  jugera  de  la 
substitution  qu'il  convient  d'employer,  préfërablement  à  toute  autre, 
pour  transformer  l'intégrale  proposée  en  une  autre  qui  soit  comprise 
entre  des  limites  finies. 

Construction  de  la  courbe  dans  laquelle  Parc  s  est  dojuié 
en  Jonction  de  la  quantité  ^: 

(9).  Soit  s  l'arc  d'une  courbe^  G  l'angle  que  la  tangente  à  l'extrémité 

de  Tare  fait  avec  la  ligne  des  abscisses,  ensorte  qu'on  ait  tang  Q  =-^; 

si  l'équation  de  la  courbe  n'est  pas  donnée ,  mais   qu'on  ait  sim- 
plement l'expression    de  l'arc    s   en  fonction  de  l'angle  6 ,   savoir 
^y  5  =  F  (ô)  ,  et  que    de    cette  expression  on  ne  puisse    déduire  les 

^  valeurs  des  coordonnées  x  etj-j   parce  qu'elles  dépendent  d'inté- 

V   -■"    ^S  —  ^  grales  trop  compliquées  ,  il  s'agit  de  trouver  au  moins  par  approxi- 

mation les  valeurs  de  x  elj  qui  correspondent  à  une  valeur  donnée 
de  l'angle  9. 

Puisque   s  est  une   fonction  connue  de  Q  ,   on   pourra  supposer 

(^  U-i'  ds  =  (^d^,  et  alors  les  valeurs  de  jc  et  j  dépendent   immédiate- 

^  ment  des  quadratures  ,  puisqu'on  a  Jc=/Qd^  cos  6  ,j^  =:;=yQ^6siu9. 

,'/?     /      cO  ^^  pourrait  donc  faire  usage  de  la  méthode  donnée  dans  le  chapitre 

^''  '  précédent  pour  calculer  les  valeurs  de  x  et  de  j^  qui  correspondent 


à  une  valeur  donnée  de  0.  Mais  la  courbe  se  construira  plus 
facilement  par  une  méthode  particulière  que  nous  allons  exposer. 

Supposons  que  depuis  un  point  donné  où  Ô=:û(,,  jusqu'à  iin 
autre  point  quelconque  où  6  a  une  valeur  donnée ,  on  veuille 
connaître  les  valeurs  de  a:  et  de  j"  ;  on  divisera  l'intervalle  6  —  et 
en  un  certain  nombre  de  parties  égales  ,  d'autant  plus  petites  qu'on 
voudra  pousser  plus  loin  l'approximation.  Soit  o)  une  de  ces  parties, 
et  n  leur  nombre,  ensorte  qu'on  ait  ô  =  a  -f-  noù. 

Au  moyen  de  l'équation  donnée  entre  5  et  9 ,  on  calculera  succes- 
sivement les  valeurs  de  s  qui  répondent  aux  angles  a.  ,  cl  -\-  ca  y 
et-}- 2C0. .  .çc-^nu)  y  et  on   prendra  leurs  différences  consécutives. 

Soit 
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Soit  As  Tune  de  ces  différences  supposée  correspondante  à  l'angle 
6,  ensorte  qu'on  ait  5  =  F(6)  ,  5+A5  =  F(  8  +  a  )  ,  on  aura  pour 
premières  valeurs  approchées  de  jc  et  j',  les  formules 

^  =  2  A^  cos  (  9 -f- 7  «  ) 
j-  =  2  A^  sin  (  0  -f-  i  «  )  , 

où  l'on  voit  que  chaque  As  est  multiplié  par  le  cosinus  ou  le  sinus 
de  l'angle  Q -{- j  ca ,  moyen  entre  l'angle  ô  qui  répond  à  l'arc  s, 
et  l'angle  ô-j-^y  qui  répond  à  l'arc  5 -f- A^. 

(10).  Il  faut  voir  maintenant  quelles  sont  les  corrections  qu'il 
faut  appliquer  à  ces  premières  valeurs  approchées.  Pour  cela  cherr 
chons  en  général  la  valeur  de  ^  d'après  l'équaliou 

a:  =  XAs  cos  (ô-f-7'w)4-Ç, 
on  aura 

A0  =  Ajo  —  A^  cos  (  ô  +  î  <*)  )  ; 

Ch"  en  regardant  x  et  s  comme  fonctions  de  9,  on  a 

ds     ,     û)*      dds     ,      6)'        d^s      ,       .^  , 
djc    ,    «^      ddx     ,      c-^       d^x     , 

Aa:=a,  ^  +  -  .  -^  +_  .  — -f-etc. 

i 

On  a  en  même  temps 

cos(9+7w)=cosâ  —  ^sinS — -^  .  ^  cos  9  4- ^-^  .  ^sia9-|-etc. 

Mais  de  ce  que  dx  =  ds  cos  9 ,  on  déduit 

dx  ds  A 

-ÎTT  ==  17  COS  0 

ddx        dds  A  ds     .     » 

.^=^cose-    ^gsma 

^  =  -^cos9-2-^sm9-     ^gcosô 

■564  =  âô4  ^^s  9  —  3  ^  sm  9  —  3  ^  cos  9  -H  ^  sm  9. 
etc. 

4i 
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Ainsi  on  a  d'une  part, 

Ajc  =  ^  Tû)  cos  6  —  -  sin  9  —  -^  cos  6  H ^  sin  9  +  etc.  ) 

do  \  2  a.o  2.0.4  ' 

+  ^(^'f!cos6-~24sinô-3-^cosÔ  +  etc.) 

'       C?D='    \2  2.3  2.3.4  '^ 

+  ^(4  cos  6--.5  -^/  sin  6-  etc.) 
'     di^  \2.3  a. 3. 4  / 

et  d'autre  part, 

A^cos(ô+|«)  =  ^(a)COs9  —  -sin  9 — -'^cos94- j^-gsinG-f-elc.) 

+  j^T  (-  cos9  —  -smQ /  .  -  cos  9  +  etc.j 

'       t/d^'    \2  4  2.4        2  / 

+  ST(^^osô-etc.)  +  etc.  ^. 

La  différence  de  ces  deux  quantite's  donnera  ,  en  s'arrêlant  aux  a'^. 


dds 


(tt  ''"''  ^  "+"  ^'  "^^^  ^) 


» 

Soit  g  =  Pa)»4-  Q«3-|-  Ro,^^  on  aura 

Aï-  .  <iP    .    «*      dd?    ,      sdQ 

Ainsi  les  coefficiens  P  et  Q  devront  être  de'termine's  par  les  équations 

dP ds       C03  ô  dds      sin  9 

dô  5ô  *  2.3.4      ^  *  "m 

1  JJP     ,    <?Q  ^___  ds     sin  ô  c?f/^      cos  6         dPs      sin  fl 

2  '^F  "^  "^       ^  *.  ^8        "SF  •  Të        ^'  •  ~H4~* 
La  première  donné  en  inte'grant, 

Ti  f/^        sin  9      ,  1        ^,  « 
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ou 

P  =  —  -^.  .  -^^^  H f—  +  constante. 

da     2.0.4        2.0.4 

L'autre  donne  -^^  =  b  ;  on  a  donc  pour  première  valeur  corrigée 

X  =  lAs  cos  (  9  -f-  7  &)  )  —  ~lv£^'^^^  —  \^  -h  const.  j  ; 

et  puisqu'on  a  trouvé  Q  =  0 ,  il  est  clair  que  ce  résultat  est  exact,' 
aux  quantités  près  de  l'ordre  00^.  En  poussant  plus  loin  l'approxi- 
mation. On  trouverait 

a:  =  XAs  cos  (ô  +  jO))  —  ~(tq  sinô  —  r-^-f-  const.  j 

et  ce  nouveau  résultat  est  exact  aux  quantités  près  de  l'ordre  eo^  ; 
car  la  série  du  second  membre  ne  contient  aucune  puissance  impaire 
de  ûû  j  ainsi  qu'il  sera  démontré  ci-après. 

En  examinant  de  plus  près  cette  valeur  de  x  ,  on  voit  qu'elle 
peut  être  mise  sous  la  forme 

^^^^  ^  "*  ;:^  2  A^  COS  (^~\-^  eo)  —  —  r^gsinô-f-  const.  j 

,      «*    /d^s     •     f\     ,     rr  dds  f\         1  ds     .      n    ,  \ 

+  ^  U^  sm  ô  -H  3  J-  cos  Q--  ^g  sm  0+  const.)  ; 
d'où  l'on  tire 

X  =  -~~  2A5  cos  C  6  4- 1  «)  —  —  (^-r%in  ô  +  const.'i 

cà^    /d's    •      fi     ,     -  dds  f\  „  ds    .      /\     ,  \ 

—  etc. 

Les  constantes  renfermées  dans  les  parenthèses  sont  telles  qu'elles 
doivent  faire  disparaître  les  quantités  jointes,  lorsqu'on  suppose 
dans  celles-ci  ô  =  a. 

La  forme  de  cette  expression  est  assez  évidente,  mais  il  importe 
de  déterminer  la  loi  de  S€s  coefllciens ,  afin  de  pouvoir  la  prolonger 
indéfiniment.  Pour  cet  effet,  nous  prendrons  une  forme  particulière 
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desj  telle  qu'elle  puisse  indiquer,  aussi  simplement  qu'il  est  possible; 

les  diffërens  termes  de  ce  développement. 

(il).  Soit  donc5=e"^^ — e^«*,  afin  qu'on  ait  ^  ==  o  lorsque  9=a; 
les  coordonne'es  x  et  jr  se  de'termineront  par  les  e'quatîons  diffé- 
rentielles dx=ds  cos 9= mdSe^^ cos  ^  ,  df=zds  sm^^=::mdSe^^^sin^ , 
dont  les  intégrales  sont 

(/?2"+  i)  X  =  m^e^^  cos  6  +  ?ne^^  sin  ô  +  const. 
(m"  4-  I  )  jr  =  m*e^^  sin  6  —  me"*"  cos  ô  -f-  cons  t. 
Dans  ce  même  cas  ,  on  aura   à.s  =  e^^  ç^ma —  j^^  ^j. 

2 A5  cos  (ô  + 1  « )  =  (  e'"^—  i)  2e"^^  cos  (ô  +  |  a,) 
=  ^^ =^ î— e"^"  cos  9  +  ^^ ^—e^î^smO^-consf 

formule  où  l'on  a  fait  pour   abréger  ,  R  =  e^'^  -|-  g— "î'*' — ,  2  cos  ci>: 
Cette  valeur  de  2  peut  se  mettre  sous  la  forme 

cosicà.e^^cosB 1^^ — ^e^^'^cosQ-j ^ sm^we'^^sin0+const„ 

Soit  donc 


xz=-A^:î,^s  cos  (Ô-f-ia,)^?' 

SUl  ^a  \         I      a        /  ^7    > 

et  on  aura  en  faisant  les  substitutions  ^ 

g  =(^-«cotl«  — ;^^,^:p-^ ^— je      cos9 

+  (^ ^^ ^^^q:^)  e      sm  ô  +  consU 

On  remarquera  d'abord  qxie  cette  valeur  de  Ç'  ne  change  pas  de  signe 
lorsque  co  en  change  ,  et  qu'ainsi  le  développement  de  ^'  ne  contient 
que  des  puissances  paires  de  co ,  comme  nous  Tavons  déjà  annoncé. 

(12).  Il  faut  maintenant  développer  la  valeur   de  g'  suivant   les 
puissances  de  O)  ;  et  pour  cela  j'observe  qu'on  a 

1      j  ,    m^ — '2          m^ — 2/71^+3  f.  ,  m^ — 2m^+37n^ — A  „ 
1  »sin«        0.4  0.4.5.6  0.4.. ..0  3.4 10  -rci»-. 


^  +  "5:4^"+   5.4.5.6    "'+        5.4 8  ""  +^^^- 
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Cette  quantité  étant  fonction  de  m,  je  la  désigne  par  '^(jn),e[  je  re- 
marque qu'en  faisant  /»  =  o,  on  aura  i  —  i  co  col^  w  =  "^  (o).  Sup- 
posons qu'en  effectuant  le  développement  on  ait 

-^  (m)  =  A^^)'  4-  B^û)^  +  C'^co^  +  etc. 
■^(o)  =  A^w*  +  B°w++C°^'+etc. 

Comme  le  premier  terme  A"  =  g-r  =  A%  on  aura 

i«cot>-H-;;^-^"=(B"-B")«*+(C"-C)./+etc., 

c'est  le  coefficient  de  /^  cos  6  dans  la  valeur  de  g'  :  on  aura  sem- 
blablement 

I — -co'-i-f^ F —^a^-j-etc. 

i  ^  (e"'»— e-"^*)  I      _  3.4^-4-5.B      ^5-4-5 8      ^    

Appelons  cette  quantité  O  (/w)  ,  et  supposons  que  son  développe-» 
ment  donne 

O  (m)  =  oToù^  +  ^•"0)'^  +  ^"'«^  +  c^"*^^  +  etc. , 

on  aura  enfin 

g'  —  [(B-— B°)  a>^  +  (C"*— C°)  co'  +  (D-^—DO  &>'  +  etc.]  e'^'^  cos  9    , 

-f-  (ût'"(i)'+  ^"'^^4-  ^^'^^^  etc.)  me'"''  sin  9  +  const. 

Ces    suites    étant   développées  jusqu'à   telle  puissance   de  m  qu'on 

voudra ,  et  les  coefficiens  B'",  C"*,  D"",  a'",  ^'-,  y",  etc.  étant  expri- 

„  ,  ,      .       .  nzô         ds 

mes    en    fondions  de   m,  on    fera   les    substitutions    me      =^, 

que  soit  la  fonction  de  G  égale  à  s. 

(i3).  Si  par  exemple  on  veut  développer  la  valeur  de  g'  jus- 
qu'aux ùd^  inclusivement ,  on  fera  d'abord  le  développement  de» 
fonctions  -*'  {m)  et  ^{m)  en  s'arrêtant  aux  cù^  j  ce  qui  donnera 

^/    N  1       a         (//r~3)     j,     ,     m^— 10771^4- 5  ^  s, 

^     ''  12  720  1440,21 
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Ces  deux  valeurs  se  déduiraient  l'une  de  l'autre  en  mettant  —  au  lieu 

m 

de  m,  supprimant  les  dénominateurs  et  changeant  les  signes  des 
termes  pris  alternativement  ;  c'est  aussi  ce  qu  on  déduirait  de  la 
forme  des  fractions  dont  le  développement  donne  les  fonctions  "^(jn) 
et  O  (m). 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

^'  =  1-^  (m)  —  <ir  (o)]  e""^  cos  G  +  m(ù  (m)  ^'"^in  9  +  const. , 
on  aura  dans  le  cas  supposé  , 

g=: jn*e     cos8-4 = — ù)^  e     cos  9 

^  7^o  00240 

—  me      sm  B C^ — ùm)  e     sin  0 

12  720  ^  ^ 

,,5  ù 

(jn^  — -  lOm^  +  ^m)  e     sin  Ô+  const.  ; 


00240 
et  par  conséquent  la  valeur  générale  de  J'  est 

^,        cù^     ds    .     f\         a^    /(Ps    '     n     ,    rr  dds         r\         ,r  ds     .     fi\ 

S  -75  •  a  ^'"^-yi;  (355  sm«  +3  ^.cosô  -  5;g  sm  9) 

-f-  const. 

Cette  formule  est  telle,  qu'on  voit  au  premier  coup  d'œil  la  loi  que 

suivent  les  facteurs  différentiels  ;  quant  aux  coefficiens  constans  — , 

- — ,= — T- ,  etc.,  ils  ne  sont  autre  chose  que   ceux  qu'on  déduit 
720  '  00240  '  '  11 

du  développement  de  la  quantité    i — j  «  cot  |  ojj  de  sorte  que 

si  on  fait 

.     I  —  ^  o)  cot  I  «  =  A°&)'  H-  B°«*+  C°û)^  4-  BW  +  etc.  , 
on  aura  généralement 

f  =  const  +  A=<«- (i^iif^  -  5  cos  9) 

.W  _B-«4(;!l(ifi!lli  +  ,cos9) 

+  C-.«(^-iil^_,cos9) 
-»-  etc. 


,r,_    ^J-Au    .:      -^'^    ^<.-i/^-'>,'-^)y-f-    C^-'^r^-f^^, 
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La  constante  est  telle,  que  la  valeur  de  ^  devra  s'e'vanouir  au  com- 
mencement de  l'inle'grale   où  5  =  0  et  ^==et;  il  faudra  donc  de 
chaque  coefficient  difïërenliel  réduit  en  quantités  finies  ,  retrancher 
-Ce  que  devient  ce  terme  lorsque  s  z=.o  et  ^  =  (X,. 

(i4).  L'état  de  simplicité  où  nous  avons  réduit  la  valeur  de  Ç', 
fait  présumer  qu'il  est  possible  de  parvenir  à  cette  formule  par  une 
voie  plus  directe  et  moins  laborieuse.  Mais  sans  nous  arrêter  à 
cette  recherche  ,  nous  nous  contenterons  de  vérifier  la  formule 
trouvée,  dans  toute  son  étendue,  au  moyen  d'une  valeur  de  s  qui 
permettra  de  trouver  généralement,  et  d'une  manière  fort  simple, 
la  différence  d'un  ordre  quelconque  de  s  sin  ô. 

Nous  choisirons  pour  cet  objet  la  valeur  5=sinûô  qui  donne 
s  sin  ô  =  7  cos  (a  —  1)6  —  i  cos  (a+  i  )  ô.  On  aura  donc  par  des 
différentiations  successives , 


^-^^|^=  — 1(^— i)  sin  («_i)ô  +  |(r/-|-i)  sin(a+i)9 

^1^91^===       K«-0^  sin  (^-0  6  -  K«-f-i)'  sin  (a+i)  9 

£1^^^  = -- i  (^-1)5  sin  (.2-^1)  Ô  4- K«-f-0' sin  (a-f-O  ô 
etc. 
Substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  ^\  on  aura 

g'  =  — (A°«"+B°a)^  (rt!— i)*+C°&)^(^_i)4^etc.)  ^  sin(^— i)ô 

+  (A°co''+B'ù>^  (a+i)-+G°a)^(«4-0^+etc.)  ^  sin(^-l-i)  ô 
—  (A'&)^-|-B"*«'*-|-C'&)*-{-etc.)  s  cos  G. 

Cela  posé  ,  puisqu'on  a  en  général  AV-|-  BV+  C's^-f-etc.  = 
1  —  ^  z  cot  iz,  les  suites  comprises  dans  la  valeur  de  J'  sont  faciles 
à  sommer  ,  et  il  en  résulte 

«""]  sin  (f7-f-i)9 


r=   [.-K-+.)-ot(.+o3^ 


—  (i  — ia.coti«)[isiu(a4-09+îsia(<j— 1)9], 
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Je  n'ajoute  pas  de  constante  j  parce  que  je  suppose  9  =  o  au  com- 
mencement de  l'intégrale. 

Mais  de  la  valeur  s=  sinaô  on  déduit  ds  =  ad^  cos  «9," 
dx  =  ad^  cos  «9  cos  ô  =  ^  ad^  cos  («+  i)  ô  +  1  ad^  cos  (a  —  i)  ô, 
et  par  conséquent 

jcz=    °"    s'infa^  i)  Q-4 ^-^  sin  (  «:  —  i  )  Ô. 

Or  nous  avons  fait 

X  =  -M-  2  A^  cos  C  ô  + 1  «  )  — .  r  : 

sin  ^  »  \        •     2       y  's    ' 

ainsi  il  ne  reste  plus  à  vérifier   que  l'équation 

i  8in  —  i  sin  — 

2A5  cos(5  +  7Ce))  = sin(âf-f-i)9H sin  (a—^i)  Q, 

sin(a+i)-  sin  (a — i)- 

Prenant  les  différences  de  part  et  d'autre  en  supposant  que  9  devienne 
^  -\-  cà  ,on  trouve  que  l'équation  est  entièrement  identique. 

(i5).  La  formule  générale  trouvée  pour  la  valeur  de  ^'  est  éta- 
blie par  là  d'une  manière  certaine  ;  car  s'il  y  avait  dans  la  suite 
générale  un  seul  terme  qui  ne  fût  pas  conforme  à  la  loi  observée  , 
ce  même  terme  se  retrouverait  dans  l'application  au  cas  de5=sina9, 
puisqu'il  n'y  a  pas  deux  termes  qui  soient  affectés  à  la  fois  d'une 
même  puissance  de  œ  et  d'une  même  puissance  de  «,  et  que  d'ailleurs 
il  n'existe  aucun  terme  dans  la  formule  générale  qui  n'ait  son  cor-^ 
respondant  dans  la  formule  propre  au  cas  particulier. 

On  aura  donc   généralement 

•'^  =  Wf^  ^'^^ '°*  (  «  +  »  -  X  C«)  +  X(a), 
%  ouX(Ô)  étant  une  fonction   de  6   représentée    par  la  formule 

X  (8)  =   A'o,-  (^^^-^-  - .  cos  e) 

+  C°a)^r       ^^5 ^ 5  COS  G  J 

' —  etc.  , 
et  %  (a)  représentant  une  fonction  semblable  de  ot. 

Si 


1 
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Si  l'on  change  ô  en  go°  —  ô  ei  ca  en  —  dy ,  la  valeur  de  x  devien- 
dra celle  dej-  j  on  aura  donc 


•^  =  iîfl^  ^^*  *'"C«  +  i  «  )  +  Y  (8)  -  Y  (^) , 
Y  (6)  étant  une  fonction  de  ô  donnée  par  l'e'qualion 

+  C°ù)^  (  ~^'ô5 — ^  +  ^  ^^"  V 
—  etc. , 

et  Y  (et)  une  fonction  semblable  de  a. 

(16).  Nous  remarquerons  que  les  coefïîciens  A%  B%  C%  etc.  ont 
des  rapports  fort  simples  avec  les  coefficiens  A  ,  B,  C  ,  etc.  dont 
nous  avons  fait  usage  dans  le  chapitre  précèdent  (art.  3).  En  effet, 
si   dans  la  formule 

I  —  I  <y  cot  1 6)  =  A°ù>'  +  B'co^  +  C°io^  +  etc. , 

on  met  2ù)  a  la  place  de  o)  ,  on  aura  ~~ 

I  __-  ^y  cot  ^y  =  A' .  2^M^  +  B' .  2^  4-  C .  2  W+  etc. 

Mais  on  a  -7^-  =  cot  7  ûj  —  cot  &j  ;  donc 

sincB 

_^  =  1  4-  (2^  —  2  )  A°co'  +  (2^  — 2)B'^^  +  (  2^—2)  C'a>«4-etc.^ 

sin  Cl) 

et  il  en  re'sulte 


Mais  dans  rarlicle  cité,  on  a  fait  -^-=  i+A«*-i-Ba)^+C^'+etc.  ,• 
donc 


4» 
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A 


:=^_iy4°  ou         A°=-':^  =  JL 

\  2/  2 113 


\  2  V  2"* 1 


720 

2-C  1 


D=0-^)D- 


D°  = 


2^ — 1       30240 

2"D  1 


2' — l         120g  600 
etc.  etc. 

La  suite  A%  B°,  C°,  D'',  etc.  a  cela  de  commun  avec  la  suite 
A,  B  ,  C,  D,  etc.,  que  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  con- 
verge vers  la  limite  -7—^  ;  mais  ce  rapport  est  moindre  encore  dans 

,  .  ,  .       ,  B'  1      C         1      D'         1       ^ 

les  premiers    termes  ,  puisqu  on  a    -rç,=:^  ,^  =  — ,~j  =  — ^et 

on  voit  que  dès  le  quatrième  terme ,  le  rapport  est  presque  égal 
à  sa  limite. 

Dans  l'application  de  ces  formules,  il  conviendra  de  prendre  ca 
assez  petit  pour  que  le  premier  terme  ou  les  deux  premiers  au  plus 
des  corrections  X(6)  ,  Y(ô)  suffisent  pour  le  degré  d'approxima- 
tion qu'on  a  en  vue  ;  ainsi  tout  dépend  de  la  grandeur  des  coeffi- 

ciens  70 ,  -mt  9  Tp>  qu^il  faudra  calculer  d'avance  pour  le  premier  et 

le  dernier  point  de  l'arc  de  courbe  dont  on  veut  connaître  les 
coordonnées.  Lorsque  la  courbe  a  très-peu  de  courbure ,  ces  coeffi- 
ciens  sont  très-grands  ;  alors  il  faudra  un  plus  grand  arc  de  courbe 
As  pour  répondre  à  une  même  différence  AÔ,  et  il  n'est  pas  éton- 
nant que  les  corrections  à  faire  à  la  somme  des  différences  finies  , 
pour  avoir  la  somme  des  différences  infiniment  petites,  soient  plus 
considérables.  Il  faudra  donc  prendre  dans  ce  cas  o)  plus  petit  que 
si  la  courbure  était  plus  sensible.  Voici  au  reste  un  exemple  dans 
lequel  se  trouvent  réunies  toutes  les  difficultés  qu'on  peut  rencon- 
trer dans  ces  sortes  de  calculs  ,  avec  les  moyens  de  les  surmonter. 

Application  de  la  méthode  précédente  au  calcul  de  la 
trajectoire  d'un  projectile, 

(17).  Nous  prendrons  pour  exemple  la  courbe  décrite  par  un 
projectile  dans  un  milieu  de  densité  constante,  et  dont  la  résistance 
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esl  proportionnelle  au  quarre  de  la  vitesse.  L'équation  de  cette 
courbe  ne  peut  s'obtenir  en  termes  finis  que  dans  le  cas  d'une  ré- 
sistance très-petite  ou  d'un  angle  de  projection  très-petit  ;  mais  on 
peut  y  suppléer  par  une  équation  entre  l'arc  s  parcouru  depuis  le 
commencement  du  mouvement  et  l'angle  6  que  la  tangente  à  la 
courbe  fait  avec  Thorizon.  Cette  équation  est 

y (6)  désignant  la  fonction  ^^  +  log  tang  (45'  H-  ^  ô) ,  ety(a).  une  CS'  "  ■   "^ 

fonction  semblable   de  l'angle  <x ,  valeur  initiale  de  9.  ..^ 

Supposons  l'angle  de  projection  a,  =  45%  et  la  vitesse  de  projec-  *~* 

tion  telle  qu'on  ait  v  =  lO,  nous  aurons,  en  prenant  A  pour  l'unité, 

/=i  +  5/c«)-5/(fl).  -~  2,  ^  ££+t 

D'après  cette  équation  ,  il  s'agit  de  trouver  les  valeurs  de  j:  et  j^  C^      x-^yT^^ 


''    .V 


au  sommet  de  la  coijrbe  ;  on  se  proposera  ensuite  de  calculer  l'am- 
plitude de  la  branche  descendante. 

Il  semble  d'abord  qu'il  suffit  de  calculer  les  valeurs  successives 
de  Aa?et  Aj  en  faisant  varier  9  de  5%  depuis  6  =  45°  jusqu'à  0=0".  '^  LTtO  -r:     <^^-^-- 

Mais  dans  la  partie  de  la  courbe  comprise  depuis  6  =  45"  jusqu'à 
Q  =  40",  la   valeur  de  As  se  trouverait  très-grande ,  parce  que  la  "^Z. 

courbure  est  très-petite  dans  cette  partie,  et  c'est  ce  qui  résulte  des 

valeurs  de  -77,  -tâtj  etc.  ^   qui  sont  très-grandes  lorsque  5  =;  o  ou  ' — ~   ---/     ^ 


frfiCé 


6  =  45-.  -"f-f       S\ 

En  effet  de  l'équation  donnée  on  lire 


ds 


M  cos^e 


dds         rr  .         r\  ^^s         ds* 

d'^s  /_  .  „  ds\  dds     ,        3         ds 

Si  l'on  fait  dans  ces  valeurs  9=  45°  et  j  =  o^  on  aura 
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^^S  {'—~d\)  —  I -451545 

^^s(~"^f)  =  2-946871 

^^s(r~w)  =  4-723285. 


Ces  quantités  vont  en  augmentant  assez  rapidement,  et  en  faisant 
varier  ô  de  5%  les  corrections  se  trouveraient  trop  considérables. 
C'est  pourquoi  il  convient  de  ne  le  faire  varier  que  de  1°,  et  alors 
le  second  terme  de  la  correction  X  (9)  —  X  (a)  n'influera  que  sur  le 
septième  ordre  de  décimales. 

(18).  Soit  donc  &)  =  —  i°  = ?~>^^  proposons-nous  d'abord 

de  déterminer  la  portion  de  courbe  comprise  depuis  6  =  45"  jusqu'à 
6=4o°-  Voici  le  calcul  des  valeurs  successives  de  A^^  ù^scosÇ^-^^co},. 
A5sin(ô  +  ^a)). 


6. 

s. 

As. 

A5C0S(e-|-i;fO- 

As  s\n  (9  4-ï»y- 

45° 

0.000000 

0.392782 

0.280152 

0.275505 

44 

0.392782 

0 . 269 I I 5 

0. 19520g 

0. 185247 

45 

0.661897 

0.202695 

0.149442 

0.156938 

42 

0 . 864592 

0. 161284 

0. 120795 

0.  1 06870 

41 

I .025876 
I . I 58940 

o.i33o64 

0 . I 0 I I 83 

0.086418 

40 

Sommes. . . 

.  0.846781 

0.790778 

Ces  sommes  doivent  être  multipliées  par  le  facteur   ."  ,    :  or  on  a 

JT  r  sin  ^  ùj  ' 


7«* 


■=  1  4-—  +  y^  ,  et  faisant  Cl  :=  ~  -}-  /"^- .  puis  coz=z —  -^  , 
sinjw  '    24     '     6760'  124         0760'  ^  100 

on  trouve  log  H  =  5.  io3547  ;  ce  qui  donne 


Pour  les  sommes 0.846781 . .  * . .  .0.790778 

les  corrections -|-  o. 00001 1       -|-  0.0000 10 


0.846792 


0.790788. 


Pour  avoir  les  corrections  désignées  parX  (a)  — X  (Ô)  et  Y  (a) — Y(Q), 
il  faut  d'abord  calculer  les  coefficiens  -p,  ^-,  j-j  pour  la   valeur 
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Û  =  4o^.  On  trouvera  par  les  formules  ci-dessus, 

L(-è)=  5.052452. 

I)  ailleurs  on  a  L  f—j  =  5 .  4^457  3  et  L  (— )  =  0.110176;  de  la 

résulte 

X(ô)  =  — o.oooiiSg  Y(9)=  —  0.0001357 

X(ct)  =  —  o.ooo5o26  Y(a)=:  —  o.oooooSi 

X(6)--X:(a)=      0.0003887        Y(ô)— Y(a)=      0.0003674. 
Appliquant  ces  corrections  aux  sommes  trouve'es, 

Somme  des  Ax. . .        0.846792  desA;>"...        0.790788 


,-}-  0,000367 


Correction —  o .  oooSSg  ..... 

X  =  0.846403  j"  =  o. 791 I 55 

on  a  les  valeurs  de  x  et  de  j"  qui   re'pondent  au  point  où  ô  =  40*. 

(19).  On  peut  maintenant  partir  de  ce  point  pour  faire  varier 
par  de  plus  grands  intervalles,  les  angles  ô  :  en  prenant  ces  inter- 
valles de  5%  on  formera  la  table  suivante  : 


As. 


40° 

I . I 58940 

35 

I. 597319 

3o 

1.855997 

25 

2.034836 

20 

2. 170127 

î5 

2.278981 

10 

2.370764 

5 

2 .451 172 

0 

2.523964 

0.438379 
0.258678 

0.178839 

o. 135291 

0.108854 

0.091783 
0.080408 
0.072792 


A5COs(9  +  i£»).  A^sin  (  ô  +  i  »). 


0.347789 
0.218167 

O. I 5863 2 
0.124993 
o. io38i6 
0.089607 
0.079720 
o. 072723 


0.266868 
0.138988 
0.082579 
o.o5i774 
0.032733 
0.019865 
0.01 0495 
o.oo3i75 


Lorsque  o)  =  —  5°  = 


Sommes i .  19544?  0.606^477 

j- ,  on  a  log  ii  =  6. 5oi579,  ainsi  à  raison» 


du  facteur 
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,  on  aura  les  corrections  suivantes: 


sinf  0) 

1.195447^ 
•-f-  0.0003794 


0.606477 
0.0001925 

0.6066695. 


l(-^)  =  6.8025i5 
(1) 


L(-— J  =  2.906056 


Y(o°)= — o.ooo5o85 
Y(4o°}=— 0.0053558 

Y(o°)— Y(4o°)=+o.ooi>8273 
0.6066695 

jr=  0.609497 


I . 1958264 

On  a  ensuite ,  en  faisant  9==o  , 

^("~"^)  =  9 -903857 

^(— 5âO  =  9-807714 

^(r^df)  =  0.053577,' 
d'où  re'sulte 

X(  0°  )=:-f-o.  0000002 
X(4o°)= — 0.0027781 

X(o°)--X(4o°)=+o.oo27783 
I. 1958264 

oc=.     1. 193048 

Ce  sont  les  valeurs  corrigées  de  .r  et  j- ,  depuis  ô  =  40°  jusqu'à 
0c=:o  ;  si  on  leur  ajoute  les  valeurs  des  mornes  coordonnées,  depuis 
ô  =  45°  jusqu'à  9  =  40°,  on  aura  les  coordonne'es  qui  re'pondent 
au  sommet  de  la  courbe 

j:=  2.039451,      ^=1.400652. 

(20).  Il  faut  maintenant  calculer  la  branche  descendante ,  et  pour 
cet  effet,  il  faut  changer  le  signe  de  ô  dans  l'e'quation  des  arcs,  ce 
qui  donnera  S~ 

/  =  1+  5/(«)  4-#(S). 

Lorsque  6  deviendra  6  -f-  o) ,  l'arc  s  deviendra  ^  +  A^ ,  et  on  aura 
A^  par  l'équation 

Faisant  donc  successivement  6=0',  ô=5%  6  ;=  10%  etc.,  et  dy  =;  5% 
on  formera  la  table  suivante } 
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"ô. 

As. 

Ascos  (â  +  î  '»')• 

A^/m(9  4->). 

o° 

0.067849 

0.067785            ; 

0.002960 

5 

0 . 064967 

0.06441 I 

0.008480 

10 

o.o658o4 

0.062291 

o.oi38io 

i5 

0.064212 

0 . 06 I 240 

0.019509 

20 

0 . 066 I 95 

0.061 I 56 

0.025352 

J25 

0.069902 

0.062005 

0.032277 

5o 

0.075647 

0,065800 

0 .  04.0645 

;55 

0 . 085965 

0.066614 

o.o5ii ï4 

:40 

0.095712 

0.070566 

0 . 064662 

45 

0.  ii25o5 

0.075855 

0.082757 

5o 

0.135758 

0.082644 

0. 107704 

'55 

0. 169891 

0.091282 

0.143284 

6o 

0.22I005 

0. 102049 

0. 196034 

65 

0.500999 

0. I i5i87 

0.278087 

70 

0.454744 

0. 150730 

0.414625 , 

Sommes . . . 

1.177591 

I. 481078 

Prc 

)duit  par  O.. . . 

0.000574 

0.000470 

I. 177965       1.481548 

Pourcorriger  ces  sommes,  il  faut  avoir  les  valeurs  des  coefficiens 
^  rri  ,  -1  lorsque  ô  =  75°  ;  alors  ces  coefficiens  deviennent  po-' 
silifs ,  et  on  trouve  leurs  logarithmes  comme  il  suit  : 

^^^W  =  ^- 784^9 

1        dds  , 

^^^dù^    =    1-492717 

d^s 
log  jg^  =    2.  521 532 


Au  moyen  de  ces  valeurs ,  le  calcul  des  corrections  donne 
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X(7^°)  =  0.0037066  Y(750=o.ooiooio 

—  X  (0°)  =  o .  0000002  Y  (0°)  =  o .  ooo5o85 

X  (75°)  —  X  (0°)  =  o.oo5^^      Y  {^S^)  -^  Y  (0°)  =  0.0004925 
1. 177965  1.4.81548 

o;  =1.1 74258  ^=1.482040. 

Ce  sont  les  valeurs  de  x  et/  comprises  depuis  le  sommet  jusqu'au 
point  où  0  =  75°. 

Mais  puisque  la  hauteur  trouve'e  j-  est  plus  grande  que  la  hauteur 
de  la  Lranche  ascendante  1.400652,  leur  diffe'rence  o.o8i388  exi- 
gera qu'il  soit  fait  une  diminution  proportionnelle  sur  la  valeur  de  x^ 
pour  avoir  la  vraie  amplitude  de  la  branche  descendante.  Et  puis- 
que la  différence  o.4i4^''^5  re'pond  à  5°  de  diffe'rence  dans  l'angle  9, 
on  trouvera  que  0.081 388  re'pond  à  une  différence  de  58'  54";  àe 
sorte  que  l'angle  de  chute  doit  être  environ  74°  i'  6".  Prenant  le 
milieu  entre  cet  angle  et  75%  on  aura  74°  3o'  33",  et  la  quantité  dont 
il  faudra  diminuer  x  sera  0.081 388  cot  74°  3o^33"=:  0.022557,  d'où 
l'on  conclura 

I . 174258 
0.022557 

Ampl.  de  lahranc.  desc. . . .    1.151701 
Ampl.  de  lahranc.  asc 2.o3945i 

Ampl.  totale 3. 191 1 52  j 

ces  résultats  doivent   être  exacts ,  au  moins  jusqu'à  la  cinquième 
décimale. 

(21).  Ayant  suivi  le  cours  de  la  trajectoire  jusqu'au  point  où 
6  =  75°,  il  ne  sera  pas  inutile  de  déterminer  la  position  de  l'asymp- 
tote verticale ,  c'est-à-dire  ,  de  chercher  la  valeur  de  x  lorsque 
0  =  90°. 

Pour  cela  nous  compterons  les  x  du  point  où  G  =  75%  et  en 
faisant  tang6  =  yy  ^  nous  aurons  à  intégrer  l'équation 


^  dx  = 


dp 


dans  laquelle  A=  ^  +/(^)  =  2.495587  ,  et  il  faudra  que  l'intégrale 
s'étende  depuis  /?=;  ta ng  75°  jusqu'à  ^  =  co. 

Le 
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Le  moyen que.nous  emploierons  pour  cet  objet,  consiste  a  prendre 
successivement  pour  le  dénominateur  du  second  membre,  une  quan- 
tité toujours  plus  grande,  ou  toujours  plus  petite  que  ce  dénomina- 
teur, et  on  conclura  que  la  vraie  valeur  de  x  est  comprise  entre  les 
deux  qui  résulteront  de  chaque  hypothèse. 

SoitD  =  A+/7  \/(i-hpp)  -h^oglp-h^/Çi-hpp)]  etm=tang75%- 
puisque  p  est  toujours  compris  entre  tang  yS"  et  tang  go°,  on  aura 
toujours  D  ;>  A  +log  [fn-\-  {/(i  -{-mi?i)'\-{-m{/(i  -\-mm) — m'+^o"; 
donc  si  on  fait  c"  =  A-f-y(75°)  —  tang'' y 5°=  5. 01 4525,  on  aura 

dp 


rdx<^  ^~i — 5- 


Celle-ci  donne  en  intégrant ,  \  cx<i. arc  tang  "  —  arc  tang  —,  et  en 

faisant  p=zco  ,  on  aura  ^  ex  <C_ •  arc  tang  —  ,  ou  tang  ^cx  <C  —l 

d'où  résulte  x  <C  0.48268. 

Pour  avoir  l'autre  limite  de  ^j  je  faisw=  —  log  [m-j-y/Çi-^mm)], 

ce  qui  donne  log  n  =9.454002  ;  j'observe  ensuite  qu'on  aura  dans 
toute  l'étendue  de  l'intégrale, /7v/(i+/?/>)<yy'H-i,  log[/?4-\/(i-f7^/?)] 
<:^  2np  ;  donc  on  a  constamment 

^  A  +  ^  +  i^np  +  p^ 

Soit  A-f-î — '^*=ê%  ou  log  5=0.232825,  on  aura 


r+(P+'0^ 


d'où  résulte  en  intégrant ^  \goc'^  arc  tang  - — î-  —  arc  tang  ^  ~^  ^^^j 

^  S 

Faisant  /7=oo  ,  on  aura  ^gJC^ arc  tang >  arc  tang  -~-  ; 

ou  x"^  0.47213. 

On  voit  donc  que  la  valeur  de  x  qui  h  partir  du  point  où  9  =  'j5'*, 
répond  à  l'asymptote  verticale  ,  est  certainement  comprise  entre 
deux  limites  assez  rapprochées,  savoir,  entre  0.47212  et  0.48268. 
Par  un  milieu,  on  trouve  .r=: 0.4774?  ^^  cette  valeur  ne  peut  pas 
être  en  erreur  de  plus  de  o.  oo53. 

(22).  11  reste  à  connaitre  la  position  de  l'autre  asymptote  du  côté 

45 
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"^  des  X  négatives.  Or  il  suit  de  l'e'quation  /=  i  -f-  5f(cL)  —  Ç/'(9)r 

qu'en  faisant  s  infini  ne'galif ,  on  aura  /(9)  =  j  '~\~f{^)  =  2 .495587  ; 
d'après  cette  valeur,  on  trouve  9  =  46°  55'  2'^' /^  ;  c'est  l'angle  que 
fait  Tasymptote  dont  il  s'agit  avec  la  ligne  des  abscisses. 

^A,  En  appelant   cet  angle    ^  ,  si  on   considère  à  la  fois  s ,  x  Gl  y 

comme  positifs  pour  tous  les  points  de  la  branche  qui  descend  vers 
l'asymptote;  si  ensuite  on  fait  comme  ci-dessus^  tang  ^=p,  tangé'=^, 

p  1/(1  -\-pp)  -}-  log  [p-\-y/{i  +ppy\  ===  4(/') >  ^1^  ^^^^  P*^^^'  de'ter- 
miner  les  coordonnées  x  eijy  les  e'qualions 

Faisons  x  —  -^  =  z,  et  la  vîileur  de  z  calculée  pour  le  point  onp  =  h^ 

sera  la  distance  de  l'origine  des  abscisses  au  point  où  l'asymptote 
/?À  ^  rencontre  la  ligne  des  abscisses.  On  aura  donc  à  intégrer  la  formule 

/    '*^  suivante,  depuis /?=  i  jusqu'à  p^=b, 

^  Comme  p  diffère  peii  de  b  dans  l'intervalle  où  nous  devons  étendre 

V  l'intégrale,  on  peut  faire  p  =  ù  —  u^  et  on  aura  la  série  fort  con- 

(s..         vergente 


^ 


4- 


2& 


^  oùl'ona4'(5)==.v/(i  +  ^^)=^,4''W=:^^)==^sin^. 

V  etc. ,  et  il  faudra  intégrer  l'équation 


'^ùV 


ibdzz=z 


4'(^)-^4''(^)+^4'"(^)-etc. 


y^   ^  Pour  avoir  par  approximation  cette  intégrale,  je  fais 

et  l'observe  que  A  sera  toujours  compris  entre  deux  valeurs  A'  et  A", 
la  première  qui  répond  au  commencement  de  l'intégrale  j  lorsque 
u=zb  —  I  ^  et  la  seconde  qui  répond  à  la  fin  de  l'intégrale  ,  lorsque 
u  =  0.  Cette  dernière  se  trouve  exactement  par  le  développement 
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indiqué  qui  donne  A"  =  j  .  , ,  ).,!^  =  ^  sin  C  cos  Ç;  l'autre  valeur  A^ 
se  trouvera  par  l'équation 

A  YÂ  —  T  ^ 4(^)  — 4(0 o-g 

Ainsi  on  aura  log  A'  =  g.Sgaiô^S  et  log  A"=  g. 5969607. 

Mais  en  regardant  A  comme  constante  ,  l'intégrale  de  l'équation 

précédente  est  j  b'^' (b).z  =  jlog  (i  — Aw)4-  const.  Prenant  donc 

l'intégrale  entre  les  limites  u  =  b  —  i,M  =  o,on  aura 

logCi--A(6--0] 

^—  i6A4'(6) 

Substituant  successivement  au  lieu  de  A  les  deux  valeurs  A'  et  A", 
on  trouvera  2  =  o.  0447606  et  z  =  o . 04476^0.  Le  peu  de  différence 
qu'il  y  a  entre  ces  deux  valeurs,  prouve  combien  celte  détermination 
est  exacte,  et  par  un  milieu  pris  entre  elles,  on  aura  encore  plus 
exactement  z  =  0.0447628.  C'est  l'abscisse  cherchée  du  point  où 
l'asymptote  dont  il  s'agit  rencontre  la  ligne  des  abscisses. 

De  Vintégrale  indéfinie  |  dx \lo^ - j      ,  prise  depuis  x  =  o. 

(23).  Nous  avons  fait  voir  dans  la  seconde  partie  ,  comment  on. 
trouve  l'intégrale  fax  (/- j  lorsque  x  =  i  ,  et  nous  l'avons  dési- 
gnée dans  ce  cas  par  la  fonction  F  («).  Mais  il  peut  être  utile  de  dé- 
terminer cette  intégrale  pour  une  valeur  quelconque  de  x*  :  nous  la 
représenterons  généralement  par  Y{a,  x),  de  sorte  que  F  (a,  i)  sera 
la  même  chose  que  Y  {a). 

ObseiTOns  d'abord  que  l'intégration  par  parties  donne  la  formule 

r  {a,  x)z=x  (|log  ^y      -I-  (^  — .  i)  r  (a  —  I ,  x),  (i) 

d'où  il  suit  que  l'intégrale  Xia^x')  peut  toujours  se  ramener  à  une 
intégrale  semblable  ,  dans  laquelle  a  est  compris  entre  i  et  2,  ainsi 
que  nous  l'avons  fait  pour  l'intégrale  définie  F  [a). 

Soit  log  -  -=2,  on  aura  la  transformée 


3^  ^    c^ 


r^ 


T(a,x)=f-^z''-^dze-':=f—z''-'dz(^i  —  ^ +|  —  ^  +  etc.)  ;     ^  f^:.  ^  -/ z''-\A 


/-f- 
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d'où  l'on  tire  en  inte'grant, 

T(a,x)=T(a)^z^(- ^  +  1.-^! L._^-j-etc.\  (2) 

Cette  formule  donne  la  valeur  de  r(rt,x)  par  une  suite  qui  peut 
être  divergente  dans  les  premiers  t«rmes,  mais  qui  finit  toujours  par 
être  convergente. 

Cette  suite  est  convergente  dès  les  premiers  termes,  si-rn'est  pas 

plus  petit  que  -;  elle  peut  néanmoins  être  employe'e avec  succès  pour 
des  valeurs  beaucoup  plus  petites  de  a:,  telles  que  a:  =  — ,  ou  même 
x=: — ;  mais  alors  il  faudra  calculer  un  assez  grand  nombre  de 

termes  de  la  se'rie  •,  par  exemple  ,  si  x  ==:  — ,  il  faudra   calculer 

douze  à  treize  termes  de  la  série  pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale 
approchée  jusqu'à  la  cinquième  pu  la  sixième  décimale.  On  trouve 

de  cette  manière  T  (-  >  — j=  0.056497. 

A  mesure  que  x  devient  plus  petit ,  il  faudra  prolonger  plus 
loin  la  suite  pour  obtenir  un  égal  degré  d'approximation  ;  de  sorte 
qu'il  convient  de  recourir  à  un  autre  moyen  pour  évaluer  l'intégrale 

avec  précision,  lorsque  x  est  très-petit ,  tel  que  — , ,  etc. 

(24).  La  meilleure  méthode  pour  calculer  l'intégrale  T  (a,  x) 
lorsque  x  est  très-petit ^  est  de  la  déduire  de  la  formule  (i)  qui 
donne  ,  par  des  transformations  successives , 

T(a,  x)=^[2;'^-'-}-(rt— 1)  £,"-"  +  («-- i)  (^ï— 2)s'^-'-|-etc.]     (3) 

Cette  série  étant  continuée  suffisamment ,  ses  termes  deviendront 
alternativement  positifs  et  négatifs,  de  sorte  qu'on  aura  des  valeurs 
alternativement  plus  grandes  et  plus  petites  que  l'intégrale  cherchée. 
Mais  comme  la  suite  qui  est  d'abord  convergente^  devient  néces- 
sairement divergente  après  un  certain  nombre  de  termes,  il  faudra 
s'arrêter  au  point  où  la  divergence  commence,  et  on  n'aura  ainsi 
qu'une  approximation  bornée. 

Si  on  appelle  P"  le  terme  de  rang  n  dans  la  formule  (3)  ,  etP""^* 

le  terme  suivant,  on  aura  P"t'  =         ■  P";  ainsi  la  divergence  com- 


DES  quadratures:  S4i 

tnencera  lorsqu'on  aura  n  =  ou  >rt-|-z,  et  alors  la  suite  ne.  devra 
pas  être  prolongée  plus  loin. 

(25).  Soit,  par  exemple,  a  =  - ,  x  =  —  ,  on  aura  z=  log  loo 

=  4'6o5i7  ,  et  a  -{■■  z  =  5.1.  Ainsi  la  suite  ne  devra  pas  être  pro- 
longée au-delà  des  5  ou  6  premiers  termes.  En  efifet ,  on  a  en  faisant 
z  =  log  lO, 

1  f  - ,  - —  )  =  —  { z  * z     H z z    -4-  etc.  ) , 

\2  ■'   ICO/  lOO  \  2  '      2.3  2.2.2  T-^"-      Jt 

et  par  le  calcul  de  termes  successifs ,  on  trouve 

z"^  =         0.465991 
*— -  Z  ^  =.  —  o.o5o594 


0.415597 


W-i^-  z  ^  =  4-  0.016479 


2.2 


0.431876 

1.3.5    -^ 

z  "  =  —  0.008946 


2.2.2 


1.3.5.7 


0.422930 


2.2.2.2 

"T 

u.uu^j/yy 

,1.3.5.7.9  .-^  _ 
2.2.2.2.2 

0.429729 
0 . 006644 

0.423085 

.   1.3.  ...11  ^-42  _ 

2.2 2  '^ 

+ 

0.007935 

On  voit  qu'il  est  inutile  d'aller  plus  loin  que  le  sixième  terme  ,  puis- 
que la  suite  devient  divergente  à  compter  de  ce  terme. 

Il  résulte  de  ce  calcul  que  la  somme  cherchée  est  plus  grande  que 
0.423085  ,  et  plus  petite  que  0.429729.  Par  un  milieu,  on  trouve 
la  somme  de  la  suite  =  0.4264  ,  et  on  voit  qu'on  ne  peut  compter 
sur  plus  de  quatre  décimales  exactes  dans  celte  évaluation;  il  en 
résulte  pour  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée,  V  (a ,  x)  =  o.  004264. 
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(26).  Si  en  prenant  toujours  a=-,  on  eût  fait  x  r=:  —^  ,  on 

^     '^  *■  '  2'  1000' 

aurait  vu  d'abord  que  la  suite  ne  doit  être  prolonge'e  que  jusqu^au 
neuvième  terme,  et  par  le  calcul  effectif  des  termes,  on  aurait  trouvé 
que  l'intégrale  cherclie'e  est  comprise  entre  x  x  o  .  SSyyoS  et 
X  X  0.357175.  Le  milieu  est  x  x  0.35744  ;  <i'où  re'sulte  l'inte'grale 
r(a,  a:)  =  0.00055744' 

En  ge'néral  la  formule  (  3  )  donnera  d'autant  plus  de  précision  ,' 
que  X  sera  plus  petit  ;  mais  cette  précision  ne  s'obtiendra  que  par 
le  calcul  d'un  plus  grand  nombre  de  termes ,  puisque  pour  tirer  de 
la  suite  toute  l'approximation  qu'elle  peut  offrir,  il  faut  la  prolonger 

jusqu'à  ce  que  le  nombre  de  ses  termes  soit  a^z  ou  a-{- log  -. 

Si  on  appliquait  la  formule  (3)  au  cas  de  x  z=:  —  déjà  résolu  par 

la  formule  (2) ,  on  trouverait  que  la  suite  cesse  d'être  convergente 
au  quatrième  terme.  Les  deux  premiers  termes  donnentF^  J::  X  o.5 1 5g, 
et  les  trois  premiers  donnent  T  <Cx  x,  0.6091  ;  il  en  résulte  par 
un  milieu,  r  =  jc  X  o.56îi5  =  o.o5625,  tandis  que  la  vraie  valeur 
est  0.056497.  Il  convient  donc  de  préférer  la  formule  (2)  lorsqu'on 
voudra  avoir  au  moins  quatre  chifïres  significatifs  exacts  ,  et  que  la 
valeur  de  x  ne  sera  pas  plus  petite  que  o.oi. 

(27).  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  tacitement  que  x  ne  surpasse 

pas  l'unité;  mais  on  peut  aussi  demander  l'intégrale  y^/jc  T/- j 

pour  une  valeur  de  x  plus  grande  que  l'unité.  La  partie  comprise 
depuis  jc  =  o  jusqu'à  x=i  ,  est  connue  et  représentée  par  r(«); 
ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  l'intégrale  depuis  xj=  i  jusqu'à  une 
valeur  quelconque  de  j:  >•  i . 

Remarquons  d'abord  que  dans  tout  cet  intervalle  9  ^  (  -  J  étant 

négatif,  il  faudra  mettre  l'intégrale  sous  la  forme  ( — iy~'fdx(lxy~\ 
Je  fais  abstraction  du  facteur  ( —  i)"""'  qui  peut  être  réel  ou  imagi- 
naire ,  suivant  les  diverses  valeurs  de  a ,  et  je  considère  simplement 
l'intégrale y^a:  (/a:)"—'  que  je  désigne  par  4(^3  ^)  ■»  ^^  4^^  ^^^  sup- 
posée nulle  lorsque  x  =  i. 

Si  on  feit  Ix  =  u  j  on  aura  x:=:e",  et   l'intégrale  dont  il  s'agit 
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deviendra  fu'-'du.e''  =fu''-'du  (i  +  «  -{-  ^  +  etc.)  ;  d'où  l'on  tire 


,a4-3 


formule  où  il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter ,  parce  qu'elle  s'e'va- 
nouit  lorsque  x  =  i. 

La  suite    comprise  dans    celte  inle'grale  pourra  être  divergente 
dans  les  premiers  termes  ;  mais  elle  finira  toujours  par  être  conver- 
gente. Ainsi  on  en  tirera  dans  tous  les  cas  une  valeur  aussi  appro- 
chée qu'on  voudra  de  la  vraie  intégrale  ,  et  il  est  visible  que  cette    h^^ 
valeur  deviendra  infinie  si  on  fait  x  =  co.  ^    ^ 

(28).  On  peut  encore  mettre  '^(a ,  jc)  sous  une  forme  plus 
commode.  Soit  /«""*  du.é^  =  e"P,  on  aura  u"-'  =  ^4-P;  soit 
ensuite  P  =  —  4-AM''"^'-4-Bw^-+-*+etc.,  on  trouvera  A= ^— , 

B  = ■ r-  î  etc.  :  donc  :; 

a.a-j-i.û+a  ^  ' 

^(a,x)=ix( ; -TL — -rr: — etc.),  (5) 

série  qui  aura,  comme  la  précédente,  la  propriété  de  devenir  tou- 
jours convergente  ,  mais  qui  aura  de  plus  l'avantage  de  donner  des 
valeurs  alternativement  plus  grandes  et  plus  petites  que  l'intégrale 
.cherchée;  de  sorte  que  le  degré  d'approximation  sera  connu  dans 
chaque  cas  par  la  différence  de  deux  termes  consécutifs. 

Ue  V intégrale  /ydx  -prise  entre  deux  limites  qui  rendent 

nulle  la  fonction  y. 

(29).  Si  la  fonction j^  est  nulle  aux  deux  limites  de  l'intégrale; 
si  on  suppose  en  même  temps  qu'elle  ne  change  point  de  signe 
d'une  limite  à  l'autre ,  et  que  dans  cet  intervalle  elle  ne  soit  sus- 
ceptible que  d'un  seul  maximum ,  on  pourra  faire  usage  de  la  mé- 
thode suivante  pour  déterminer  l'intégrale  Z  =.Jjdx  (  '  ). 

Soit  m  la  valeur  de  x  qui  rendj"  un  maximum,  et  soit  ce  maxi- 


(')  Mém. -de  l'Acad".  des  Se,  ann.  1778  et  178a. 


=  ^ 

^j.   ^z^/-/ 

Vi-.-  - 

/^f,^  ^- 

^^-  /^. 

//^^^ 
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mum  =  M,  on  fera  en  géne'ral 

t  étant  une  nouvelle  variable  qui  s'étendra  depuis  i  =  —  co  ,  jusqu'à 
i  =  -|-  co  ,  ces  valeurs  répondant  aux  deux  limites  de  l'intégrale  où 
l'on  2ij  =  o. 

D'après  la  valeur  supposée  de  j- ,  on  trouvera  une  expression  de  x 
en  fonction  de  Z,  qui  sera  de  la  forme 

X  =  W2+  A^  +  Br  -f.  Ct"  +  D/^  -f-  etc. , 
çt  on  aura 

/>7/x=:M/e'^'ji(A+2Bi+  5Ci"-l-4Di'+  etc.). 

Il  faut  distinguer  dans  cette  intégrale  deux  parties  ;  l'une  depuis 
/=  — 00  jusqu'à  tz=.o  )  l'autre  depuis  i  ;=  o  jusqu'à  t  =  oo".  Si  on 
change  le  signe  de  la  première  ,  elle  devra  être  prise  depuis  f=o 
jusqu'à  £  =  00,  et  sera  représentée  par  la  formule 

M/d"  ^' dt  (A  —  2B£  H-  3Cf'—  4D£3^etc.); 
Ja  seconde ,  qui  devra  être  prise  entre  les  mêmes  limites ,  sera 

M/e~^'^i(A-|-2B£  +  3C«»+4D£3_|_  etc.). 
Ajoutant  ces  deux  parties  ,  on  a  l'intégrale  totale 

Z  =  2M/e'  ^'  c?^  (  A  +  3Gi»  H-  5E£^  +  etc.). 
Or  en  faisant  e~    =z,  l'intégrale  ylî^'^e"    dt  aura  pour  transformé^ 


\  fdz  (l-)  j  et  celle-ci  devant  être  prise  depuis  3=0  jusqu'à 
z  ;;=  I  ,  sera  représentée  par  \  V  [^ — ^\  Ainsi  on  aura  généralement 
ye"    t    dt=lT  ( j ,  d'où  résulte  en  particulier 

fe-^'dt=l  v/tT,  ft^e-^^dt:=i  y/^.{,  /£%- ^'^£  =  } /tT . il? ,  etc. 
Donc  enfin  l'intégrale  cherchée, 

Z  =  Mt/7r.CA+-C4-  — E  +  ^^G  +  etc.V-  (i) 

J'        \       '2       '    a, a  a. 2. a        '  /  '  ^  ' 
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et  en  considérant  x  comme  une  fonction  connue  de  t,  faisant  ensuite 
dans  les  coefficiens  différentiels  t  =:  o  ,  on  aura 

ry  HT     /      ^dx    ,      I        d^X     ,        1  1        (F'X      ,  I  1        d^X     ,        .      \ 

(5o).  Si  dans  l'équation  j^=  Me     ^^,  ou  log  M  —  log^  =  Z%   on 
substitue  la  valeur  de^  en  œ ,  on  aura  une  équation  entre  jc  et  t. 


d'où  on  devra  déduire  les  valeurs  des  coefficiens 


dx      d'^x 


dt    '    dt^  >    ^^^-   ^"^ 

entrient  dans  la  formule  précédente,  et  dans  lesquels  on  fera  en- 
suite if  =  o  ou  x-=.m.  C'est  dans  les  exemples  particuliers  qu^il 
convient  de  déterminer  ces  coefficiens  ;  cependant  on  peut  aussi  les 

déduire  généralement  des  coefficiens  j-^ ,  t^,  etc.  supposés  con- 
nus au  point  du  maximum. 

En  effet  l'équation  log  M  —  logj^=:i*  étant  différentiée  ,  donne 

dy      dx    ,  o-  f  '  -,         ' 

-j~  , -T- 'f' ity  •=.  o .    iSi  on  y  lait  xz=.m  ou   if  =  o,  on   n  en  tu'e 

aucun  résultat,  parce  qu'alors -1^=  o;  mais  si  on  différenlie  une 
seconde  fois,  on  aura 

ddy     dx^  dy       ddx  ^^         ^^         dy      dx  

~lt^    »    T7  •  ~7h^  nr  V^  ~r  ^^  ~^~  •  -jr  —  o ; 


dx""  '   dt^ 


dt 


faisant  dans  celle-ci  if  =  o,  on  aura  -r^  . -^  +  2/- =  o  ;  d'où  ré- 


sulte -£  ,  ou 


Si  donc  la  série  (i)   est  assez   convergente  pour  qu'on  puisse  la 
réduire  à  son  premier  terme ,  on  aura  l'intégrale  cherchée 


Z=jr  / 


'y\ 


y  et  —  étant  les  valeurs  de  ces  quantités  au  point  du  maximum 
où  x-=.m. 

En  différentiant  ultérieurement  l'équation  dont  nous  avons  tiré 
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Ja  -valenr  de  -jr ,  on  trouverait  les  valeurs  des  autres   coefficient 

•-7-^,-^-y,   etc.,    exprimées   en   fonctions    des   quantités  j  ,   -^-^, 

~-,  etc.  au  point  du  maximum.  Mais  ces  valeurs  se  compliquent 

à  mesure  qu'on  pousse  le  calcul  plus  loin,  et  il  vaut  mieux,  comme 
nous  l'avons  dit ,  déterminer  ces  coefficiens  dans  les  cas  particuliers. 
Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  l'esprit  de  la  méthode  précédente  , 
on  verra  qu'elle  doit  donner  un  résultat  d'autant  plus  approché  , 
que  la  fonction^  décroîtra  plus  promptement  en  s^éloignant  du 
maximum;  et  c'est  ce  qui  arrivera  si  les  facteurs  dont  j-  est  com- 
posé sont  des  puissances  d'un  ordre  fort  élevé.  Cette  circonstance 
permet  de  n'avoir  égard  qu'à  une  petite  partie  de  l'intégrale  ,  depuis 
x  =  ?n  —  a,  jusqu'à  x  =  772-f-a;  elle  contribuerait  aussi  à  simpli- 
fier l'usage  des  autres  méthodes;  mais  celles-ci  ne  donneraient  pas 
un  résultat  aussi  élégant ,  parce  qu'il  resterait  toujours  quelque 
chose  de  vague  dans  la  détermination  de  a.  Au  reste,  on  prendra 
une  idée  plus  juste  de  cette  méthode  par  les  exemples  suivans. 

E  XEM  PLE    T. 

(3i).  Soit  proposé  de  trouver  l'intégrale  Z  =/r*e~^<^/.r,  depuis 
^  =  o  jusqu'à  ^  =  00  j  A  étant  un  nombre  positif. 

Dans  ce  cas,  la  fonction  cc^e"^^  est  nulle  aux  deux  limites  de  l'in- 
tégrale ;  sa  valeur  dans  cet  intervalle  est  toujours  positive,  et  elle 
n'est  susceptible  que  d'un  seul  maximum,  qui  a  lieu  lorsque  a:  =  a; 
ainsi  la  mélhode  précédente  peut  être  appliquée  à  cette  intégrale. 

Soit  donc^  =  x*e     ^^zz^i-^  e    ^"^ ,  il  en  résultera 

alog^  — (.r--a)=  — ^% 

et  en  supposant  x:=ff.-{-u,  on  aura  par  le  développement  de  cette 
équation  , 

Soit ,  comme  ci-dessus ,  u:=  At-{-  Bz'  -f-  Ci'  +  V^t^  +  etc. ,  on, 
trouvera 

A=v/:^,    B=5,    C==-V>     I^= ém    E  =  — ^3,  etc. 
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SuLslîtuant  ces  valeurs  et  celle  de  M  =  T  -  j  dans  la  formule  (i), 
on  aura  l'intégrale  cherchée 

z=(î)V(-^)[.  +  Tf.  +  S8b +<="=•] «■■ 

Si  dans  l'intégrale  proposée  Tj-=fx'^e~^dx ,  on  fait  e~'=:z,  on 

aura  la  transformée  Z=y?/3  T/ -j    qui  devra   être  intégrée  depuis 

:3  =  o  jusqu'à  z  =  I .  On  a  donc  Z=r(a4-i);  et  en  effet,  la 
valeur  que  nous  venons  de  trouver  pour  Z  s'accorde  avec  la  for- 
mule (jj)  du  n°  67  ,  seconde  partie. 

(52).  Cette  fprmule  résout  très-bien  le  cas  où  a  est  un  grand 
nombre,  puisqu'alors  elle  donne  une  suite  fort  convergente  (  au 
moins  dans  les  premiers  termes);  mais  elle  ne  résout  qu'impar- 
faitement le  cas  où  a,  est  compris  entre  o  et  i  ,  et  elle  dorme  un 
résultat  imaginaire  lorsque  a,  est  négatif  et  plus  petit  que  l'unité, 
quoiqu'alors  la  valeur  de  r(ot-f-  i)  soit  réelle. 

Il  est  facile  de  remédier  à  l'inconvénient  que  présentent  les  deûr 
derniers  cas  ;  car  l'intégration  par  parties  donne 

fx^-é-^dx  =  -4-  ^*  +  ^e-""  -\-  -4-  /:^*+  ^e-^dx; 

et  comme  le  terme  hors  du  signe  s'évanouit  dans  les  deux  limites 
de  l'intégrale ,  on  a  simplement 

fx'^G~^dx  z=  —, —  /r'^+  ^  e'~^dx  : 

d'où  il  suit  qu'étant  proposée  l'intégrale  fx'^e~^dx,  on  peut  la  trans- 
former en  une  autre  où  l'exposant  de  x  sera  aussi  grand  qu'on 
voudra;  et  alors  on  déterminera  celle-ci  d'une  manière  fort  ap- 
prochée par  la  formule  (2). 

11  est  facile  de  voir  pourquoi  dans  cet  exemple  le  résultat  de 
la  formule  est  d'autant  plus  exact,  que  et  est  plus  grand;  c'est  que 
le  factçur  x*  décroit  d'autant  plus  rapidement  dans  le  voisinage  du 
maximum ,  que  a,  est  plus  grand.  Il  n'y  a  plus  de  maximum  lorsque  a 
est  négatif;  c'est  pourquoi  le  résultat  de  la  formule  est  entièrement 
fautif  dans  ce  cas  ,  quoique  la  vraie  valeur  de  l'intégrale  soit  réelle, 
tant  ^ue  1  +  a  est  positif. 
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E  X  E  M  P  L  E     1 1. 

(55).  Soit  proposé   de  trouver  l'inte'grale  Z  =yj;*(i  -^  x)  dx  , 
entre  les  limites  x=-o,  xz=  i ,  les  nombres  a  et  ê  étant  positifs. 

Ayant  fait  j'  =  x*(i — xy ,  on  trouve  que  j*  est  un  maximum 
lorsque  x=:—r^z=m.  Soit  donc  en  ge'néral 

œ'^{\'—xf  =  772*  (i  —  W2)*e~"  *"  ; 

Si  on  prend  les   logarithmes    de  part  et  d'autre ,  et   qu'on  fasse 
xz=.m-\-u,  on  aura 

.log(.  +  ^)+gIog(,-^)  =  _%., 
ou 

Soit,  comme  ci-dessus,  «  =  Ai -f-Bi' -4-^15^  + etc.,  on  trouvera 
d'où  re'sulte  l'intégrale  cherchée 


Z  = 


**e^\/(a5rAC)  /  tt*— naC  +  ^^ 


U  I  H 7v — rr\ — f~  €ïc.  ). 


Si  les  exposant  a  et  ^  sont  tous  les  deux  de  grands  nombres  ^ 
cette  suite  sera  fort  convergente;  mais  si  l'un  des  deux  seulement 
est  un  grand  nombre  ,  la  suite  ne  sera  que  peu  convergente  ,  de 
sorte  qu'il  faudrait  en  calculer  beaucoup  de  termes  pour  n'avoir 
qu'une  médiocre  approximation  :  or  ces  termes  sont  difficiles  à 
calculer  par  la  méthode  que  nous  venons  de  suivre. 

(54).  Examinons  particulièrement  le  cas  où  a  et  ^  sont  tous  deux 
de  grands  nombres;  alors  la  série  se  réduira  sensiblement  à  s oti  pre- 
mier terme ,  et  on  aura 
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Mais  l'intégrale  exacte ,  lorsque  a  et  ^  sont  des  entiers^  est 

Cette  inte'grale  peut  s'exprimer  dans  le  même  cas  par  la  formule 

7._      r(^+i).r(g+i) 

et  alors  elle  a  lieu  pour  toutes  valeurs  de  a  et  ^.  Si  ensuite  ou 
substitue  les  valeurs  des  fonctions  F  d'après  la  formule 

r(2  +  i)=(f)"*'V(2<"r).*(z), 
4>  (z)  étant  mis  pour  la  fonction  i  -j j — j-r-—  +  etc. ,  ou  trouve 

^    ''  *■  12Z  2002,  ' 

l'intégrale  cherchée 

Mais  en  développant  la  quantité      ,     xW'y  ^"  ?  ^^   1^"  revient  an 

même,  0(t).0(^).$( — a  —  C),  on  a  pour  les  trois  premiers  termes 
du  développement 

a'  -f-  ag  +  g'       («i»  +  aC  -i-c^y  . 

^  "T"  TZZFT,.  _i_  if  ^  ~f" 


i  2aC  («  +  0  ^^  288  rt^e^  {a-\.q.  y 

Donc  la  valeur  de  Z' ,  développée  jusqu'au  troisième  terme  de  la 
série,  sera 

formule  qui  s'accorde  entièrement  avec  la  valeur  trouvée  pour  Z, 
laquelle  n'a  été  calculée  que  jusqu'au  second  terme. 

On  voit  maintenant  a  priori  pourquoi  la  valeur  trouvée  pour  Z 
ne  donne  pas  ,  .e  suite  convergente  lorsque  l'un  seulement  des 
exposans  a  et  C    A  un  grand  nomhre  :  c'est  que  la  suite  dont  il  s'agit 

étant  égale  au  développement  de  la  fonction  — V^ — )-^  ( — '*';  . —  ), 

°  *^  ^  O  («t   -f-6  )  Va  -|-  G  -f-  i  y  ' 

est  bien  convergente  par  rapport  à  la  fonction  0(a  -f-O  >  ^^  ^  l'une 
des    fonctions    $(«),    ^(^)»    mais  ne    l'est  pas   par  rapport    à 
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l'autre;  et  il  en  re'sulte  que  la  suite  totale  n'est  pas  plus  convergent® 
que  celle  des  deux  suites  $  (a)  ,  O  (Q) ,  qui  répond  au  moindre  des 
deux  nombres  a  et  C. 

(35).  L'hypothèse  de  l'art,  pre'cédent  ayant  toujours  lieu ,  si  ou, 
fait  de  plus  a  =  é" ,   on  aura  la  valeur  très-approchée 

^=(ir^va).o-è+:^-etc.) 

La  valeur  exacte  est 

cc-f-l.eC-j-2...2A-[-l 

Ainsi  il  faut  qu'on  ait ,  lorsque  a  est  très-grand  , 


et-j-  l.£fc-}-2...2a-j-  1 


(o^vœ- 


Voici  comment  on  pourra  ve'rifîer  cette  formule. 

^      ..        1    ,       X  1  .2.3.  .  .771 

Soit  'd.(m)==z  — ■ ; ; — ,  on  aura 

4  (/7î-|- i)  =4/(m}.;^ ^^ — r-—  ^   ,  ^,  =  - 4  Tm) . 4--=; 

de  là  résulte 

4(o)  =  I, 

etc. 
Mais  par  l'expression  de  WalUs,  on  a  —  =  ^  .  ^  .  _-i-  .  _i_  ^  etc. 
c'est-à-dire  que  m  étant  un  très-grand  nombre ,  on  peut  supposer 
_^ 2^4^6' (2777)' .  . 

il  en  résulte  \/(  ,  '^,      j  ==  ^  "^ f"^  ;  donc  4  (m)  = 

'^    \477l-f-2/  3.5.7.  .  .2771 -{-   1    '  T   \        / 

Q)'"v/(4;^-).  o«>  puisque  m  est  très-grand,  4(/;;}=Qy'""^V(0, 
ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  précédente. 
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Notre  formule  est  donc  vérifiée  en  ge'néral,  et  on  peut  être  assuré 
tju'elle  donnera  une  grande  approximation ,  lorsque  les  exposans 
a  et  ^  seront  tous  deux  de  grands  nombres  ;  mais  si  l'un  des  deux 
seulement  est  un  grand  nombre ,  la  se'rie  n'aura  que  le  degré  de 
convergence  que  comporte  le  développement  de  <E>  (a) ,  a  étant  le 
plus  petit  des  deux  exposans.  Au  reste ,  comme  la  valeur  de  Z  est 
donnée  généralement  par  les  fonctions  F,  les  observations  que  nous 
venons  de  faire  sont  plutôt  relatives  à  la  méthode  générale ,  qu'à 
l'exemple  particulier  dont  on  aura  toujours  la  solution  aussi  appro- 
chée qu'on  voudra  par  les  propriétés  des  fonctions  F. 

(36).  Nous  remarquerons  encore  que  dans  l'exemple  II  se  trouve 
comprise  la  détermination  générale  des  intégrales  définies  que  nous 

q  —  n 

avons  désignées  ci-dessus  par  la  formule  (^^j  ^=ifx^-'dx{\ — x")   "   . 

-—I  i— r 

En  effetjsiaulieu  de  JC"onmet^,  onauraf-j==-yx"  {\--xY  dx-^ 
soit  encore  ^  =  ^3  et  ^  =  ^;  on  aurar^^=-/a:*~"'(i  — x'f'~^  dx. 
Mais  pourvu  que  a  et  ^  soient  positifs,  on  a  entre  les  limites  ^=0, 

X=i  I  , 

fx*-^^.-^xf-^dx^^^±^l^±2lf^-^,^^fdx; 
et  l'intégrale  du  second  membre  ==  ^^,l^^(£+il_ .  donc 

et  par  conséquent 


\q)         /ir(* 


+  0  -^(P_±q\    ' 


n 


nX{ 


ce  qui  est  la  formule  du  n°  56,  seconde  partie  ;  on  a  ainsi  une  dé- 
monstration très-simple  de  la  formule  qui  sert  à  exprimer  les  in- 
tégrales (^)  par  le  moyen  des  fonctions  F. 
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De  V intégrale   Z  =  /x— «  e— ^  dx ,   -prise   entre  les   limites 
imaginaires  qui  rendent  nulle  x-"*  e— ^. 

(37).  La  quantité  x-'^  e-^,  où  l'on  suppose  et  positif,  devient 
un  minimum  lorsque  x=:  —  a  ;  mais  ce  minimum  se  change  en 
maximum ,  si  au  lieu  de  donner  à  x  des  valeurs  re'elles ,  on  suppose 

a:  =  —  a-i-zs/ — 1, 

et  qu'on  donne  à  z  des  valeurs  quelconques  ,  depuis  — 00  jusqu'à 
-j-co.  Cette  supposition  est  admissible  analytiquement,  elles  con- 
se'quences  qu'on  en  déduit  méritent  d'être  remarquées. 

D'après  cette  valeur  de  x  ,  l'ordonnée  x-*e— ^  sera  nulle  aux  deux 
limites  de  l'intégrale ,  savoir,  lorsque  z  =  —  co  et  lorsque  z=-}-  co. 
On  pourra  donc  appliquer  à  l'intégrale  Z  la  méthode  donnée  dans 
le  chapitre  précédent. 

Avant  tout ,  j'observe  que  a  peut  être  supposé  plus  grand  que 
l'unité,  et  même  aussi  grand  qu'on  voudra;  car  on  a  ^  (  ^~'"  e"^) 

^=: mx~'^~  'e-^  dx — x~'^e-^dx;    et  par  conséquent  JC"  "e"^. 

s= —  m/x-"'-'e-''dx — fx-'^e-^dx;  or  m  étant  positif,  la  quan- 
tité x~'"<3-^  s'évanouit  aux  deux  limites  de  l'intégrale  ;  on  a  donc 

d'où  l'on  volt  que  si  a  était  plus  petit  que  l'unité,  on  pourrait  trans- 
former la  formule  proposée  en  une  autre  ^  où  a  serait  plus  grand 
d'une  unité  ,  et  ainsi  de  suite.  La  formule  proposée  peut  donc  être 
préparée  de  manière  que  et  soit  assez  grand  pour  que  les  suites  qui 
résultent  de  l'intégration  soient  convergentes. 

(58).  Cela  posé ,  si  on  remarque  que  le  calcul  nécessaire  pour 
avoir  la  valeur  de  l'intégrale  fx-'^e-''  dx  dans  le  cas  des  limites 
imaginaires  ,  est  absolument  le  même  que  celui  que  nous  avons 
fait  pour  avoir  l'intégrale /x^'e-^  dx  dans  le  cas  des  limites  réelles  , 
on  verra  qu'il  suffit  de  changer  le  signe  de  et  dans  l'intégrale  déjà 
trouvée  ,  afin  d'avoir  celle  que  nous  cherchons.  Ainsi  puisque  nous 
avons  trouvé 

fx*  0-=^  dx  =  (^       *  \/{ie7i)  .$(*), 
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if?  (et)  désignant  la  suite  i  -| — - — }-  -rri-^  H-  elc. ,  nous  en  dédui- 
rons ,  en  changeant  simplement  le  signe  de  et , 

fjc-*e-^dx  =  (^^^\  ^\/(3e7r).0( — et). 

Multipliant  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre ,  et  observant  que 
par  la  propriété  de  la  fonction  $,  on  a  0(a)  x  0  (—«.)=  i ,  il 
viendra 

équation  par  laquelle  on  déduira  généralement  l'intégrale/r— *e— ^^jc,' 
dont  les  limites  sont  imaginaires ,  de  l'intégrale /r^e—^^jc,  dont  les 
limites  sont  réelles. 

Cette  dernière  intégrale  est  représentée  parr(a-{-i),  et  on  a 
r(a-f-  I  )  =  ûlT  (et)  ;  donc  si  on  désigne  par  T' (et)  l'intégrale 
fx—"-  er-^  dx  dont  les  limites  sont  imaginaires,  on  aura 

(Sg).  Dans  le  cas  particulier  où  a  est  un  nombre  entier ,  on  a 
r  (et)  =^  1,2.5. ...(et—-  i);  on  aura  donc  dans  ce  même  cas  , 

^C*)  — 1.2.3 a-i' 

ce  qui  donne  successivement  r'(i)= — 27r^/ — i ,  r'(2)=:2'7r^-^i, 

r'(5)  =  _  îiJi:;zi ,  r  (4)  =  î^J^ ,  r'(5)=-îiJ^ ,  etc. 

^    ^  1.2'  ^^^  1.2.0       ^  ^    ^  1.2.0.4 

Si  on  fait  a  =  ^  (  car  la  formule  trouvée  étant  indépendante  des 
suites,  n'est  plus  assujétie  aux  conditions  qui  concernent  la  conver- 
gence de  ces  suites,  et  elle  suppose  seulement  et  positif)^  on  aura 

r'  (  3  )  =  --Tyr  =?=  2  y^it  ;  d'où  l'on  voit  que  F'  (  ^  )  est  réel  et  double 

der(0. 

Il    est  remarquable  que  r'(})  et  r(^)  représentent  toutes  deux 

l'intégrale  yj:~*(?~~^f/^  ;  mais  la  première  est  prise  entre  les  limites 

imaginaires  qui  rendent  nulle  x    *e~^,  et  la  seconde  est  prise  entre 

45 
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les  limites  réelles  x  c=:  o ,  ^  =  co  ;  il   n'est  donc   pas  surprenant 

qu'elles  soient  inégales. 

On  distinguerait  de  même  r'(i)  qui  représente/x—^e^^Jx,  prise 
entre  des   limites  imaginaires,  de  F  (|  )  qui  représente  l'intégrale 

fx     '^e       dx  prise  entre  des  limites  réelles.  Pour  les  comparer  entre 
elles,  on  appliquera  la  formule  générale  qui  donne 

r'(|)=î:j^(-i)-i 

ensuite,  comme  on  a  F  Q)  F  (|)  ==  -: — r—  j  il  en  résulte 

prj  =  2smg.(— i)^  /— 1=2/— I  smf7r(^cos— ^'7r+/— ism-g— 'TTj, 

ce  qui  donne  trois  valeurs  pour  le  rapport  cherché  de  r'(|)  àr(|). 

Ces  trois   valeurs  répondent  à  celles  que  peut  prendre  x^  dans  la 

formule  fx     ^e        dx,  lesquelles  sont  x''- ,  x"^  ( —  î  -h  ^  V —  3  )  , 

x"^  ( —  \  —  Y  V^— '  3  )  ;  si  on   se   borne  à   la  première  ,    on    aura 
simplement 

r  F'(i)  =  -v/(-3).r(|). 

(40).  Reprenons  maintenant  la  formule  Z  =yj:  e  6?a:;  puis- 
que nous  avons  fait  x=  —  et -f- z  \/ — i  ,  et  que  l'intégrale  doit 
être  prise  entre  les  limites  z  =  —  co,z=:  +  co,il  s'ensuit  que  si 

on  fait  pour  abréger  ( j      =  M  ,  on  aura 

z=My'[(i---^v/— i)~vw-'+(i+^/— i)""v^-^3'^'^^^'' 

cette  intégrale  étant  prise  depuis  2  =  0  jusqu'à  z  =  00. 
Soit  z-=-  CL  tang  ^  ,  on  aura  la  transformée 

Z  =  2'M.cL\/ — I  .fd(p  cos*""^<p  cos  (cl  tang  <p  —a(p) , 

nouvelle  intégrale  qu'il  faudra  prendre  depuis  <p-=.o  jusqu'à  (p-=:\^. 
^  Dans  les  applications ,  on  pourra  supposer  a  >■  2  ;  ainsi  l'intégrale 

fdjé  cos*~^<p  cos  (atang(p — aÇ))  ne  présentera  que  des  difficultés  or- 
dinaires ,  lorsqu'on  voudra  l'évaluer  par  la  méthode  des  quadratures. 
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On  connaîtra  donc  avec  le  degré  d'approximation  qu'on  voudra, 

l'inte'grale  Z  ou  la  quantité  que  nous  avons  désignée  par  F' (et). 

Réciproquement,  comme  la  valeur  de  l'intégrale  F' (ot)  est  connue 

ï  —  « 
et  représentée  par  Fexpression  — ~I .  , ,  si  on  fait 

fd<^  cos*~^(p  cos  (  a  tang  (Ç  —  a^)  =  Q  (a)  , 
on  aura 

ce  qui  donne  l'intégrale 

(40-  Cette  formule  étant  indépendante  des  suites  ,  doit  avoir  lieu 
quel  que  soit  a,  pourvu  qu'il  soit  positif;  on  connaîtra  donc  Q(a) 
dans  tous  les  cas  où  F(ot-|-i)  est  connu;  ces  cas  sont  ceux  où  2a  est 
un  nombre  entier. 

Ainsi  en  faisant  successivement  a  =  i^  2,  3,  4^  etc.  ,  on  aura 


De  même ,  en  faisant  a  =  |,  | ,  | ,  etc.,  on  aura 

En  général ,  si  dans  la  valeur  de  Q  (a)  on  substitue  la  valeur  connue 
deF(a-{-  i)  développée  en  série,  on  aura 

Q  W  =  (£)'  ('  -  7^.  +  ^  -  etc.).  (3) 

Mais  celte  formule   suppose  a  >>  i ,   et  elle   donnera   un  résultat 
d'autant  plus  exact  que  a  sera  plus  grand.  Lors  donc  qu'on  pourra 
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négliger  —  par  rapport  à  l'imite' ,  on  aura  Q  (a)  =  \/(-~)  y  ou      ^ 

fd(p  cos*~"^p  cos  (a  tang  (p  —  acp)  =  \/(—)  > 

the'orème  qu'il  serait  peut-être   fort  difficile  de  de'monlrer  par  une 
autre  voie. 

Les  théorèmes  particuliers  concernant  Q(i),  QC^),  etc.  peuvent 
être  présente's  sous  une  autre  forme.  Soit  tang  <p  =  z,  et  supposons 
que  les  inte'grales  suivantes  soient  prises  depuis  2=0  jusqu'à  s=  cao  , 
on  aura 

r^  /^   \  r<^^  C  cos  z  4"  z  sin  z  ")  7r 

Q  (')  =y r+iï —  =  ê  . 

'clz  \^(i  —  z')  cos  2z  -f- az  sin  qz] 2^  ^^-^ 

etc. 


QW=/ 


(  1  -}-  zz  )*  e' 


Comme  ces  résultats  sont  déduits  d'une  analyse  fort  épineuse ,  on 
doit  être  curieux  de  les  vérifier  ,  au  moins  dans  un  cas  particulier. 

Soit,  par  exemple,  a=  2,  la  formule  donne  Q(2)=-4^  =  o.85o537; 

il  faut  donc  voir  si  cette  valeur  est  celle  deTintégrale/Hip  cos (2  tang  9 
•—^2(p)  y  prise  depuis  (p  =  o  jusqu'à  (p  z=:~  -tt. 

Si  l'on  fait  j'  =  cos  (2  tang  (p  —  ^<P)  ?  l'intégrale  /)'d(p  sera  facile 
à  trouver  par  approximation^  depuis  <p  ==0  jusqu'au  premier  point 
cil  l'on  a  j-  z=  o.  Ce  premier  point  a  lieu  lorsque  tang  cp  —  (p  =zr^  tT, 
et  alors  on  trouve  ^  =  61°  46'  4^".  Les  points  suivans  où  j-  =  o  , 
sont  ceux  où  tang  <p  — (pa  les  valeurs  successives  ^tt,  I^t^^tt,  etc.  ^ 
et  le.  nombre  en  est  visiblement  infini.  On  voit  donc  que  depuis 
<p=:  61*46' 40"  jusqu'à  (p=go°,  l'aire  de  la  courbe  est  composée 
d'une  infinité  de  parties  alternativement,  positives  et  négatives.  Ces 
parties  sont  difficiles  à  calculer  avec  un  certain  degré  de  précision  ; 
mais  elles  échappent  bientôt  par  leur  petitesse,  et  on  trouve  qu'en 
effet  le  résultat  total  s'approche  beaucoup  du  nombre  donné  par 
la  formule  précédente. 

Au  reste  on  verra  dans  le  chapitre  précédent,  qu'on  peut  par 
une  intégration  directe,  vérifier  les  valeurs  de  Q  (0  >  QC^)  5  ^^^'  ^® 
qui  achèvera  de  dissiper  tous  les  doutes  sur  l'exactitude  des  formules 
précédentes.  Nous  aurons  en  même  temps  occasion  de  considérer 
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«ne  nouvelle  suite  d'intégrales  qui  peuvent  être  déterminées  géné- 
ralement par  les  nombres  e  et  tt* 

IDe  V intégrale  Z  =  f  -j^r^  >  ^^  autres  semblables  y  prises 
depuis  X  =  o  jusqu'à  x  =  co. 

(42).  Supposons  qu'on  prenne  l'intégrale  depuis  ^  =  o  jusqu'à 
à=i=  —  y  k  étant  un  nombre  entier,  on  aura  en  difFérentiant  par 
rapport  à  a  y  et  ayant  égard  à  la  variabilité  de  la  seconde  limite, 

<^Z rxdxûnax  zUtt 

da  J      1  -{-XX  a»  -f-  4AV=^* 

DifTérentiant  une  seconde  fois  par  rapport  à  « ,  on  aura 

ddZ  p x'^dx  cosax  ^.  ^ha-r 

do"   "^        J        T+xx        ^  (a^-{-4/<V^)-  ' 

d'où  résulte 

ry  dd%  ^j  AhoTT 

Mais  on  a  fdx  cos  ax-=:-  sin  ax ,  et  cette  intégrale  s'évanouit  à  la 
limite  supposée  j  donc  on  a  simplement 


da"  {a^-i-4k''7r^y'' 

Supposons  maintenant  que  k  soit  un  nombre  très-grand  par  rapporE 
Si  a  y  ensorte  qu'on  puisse  négliger  les  quantités  de  l'ordre  r;  à  plus 

forte  raison  pourra-t-on  négliger  celles  de  l'ordre  p  ;  ainsi  l'équa- 
tion précédente  se  réduit  à  celle-ci 

r»  ddZi 

et  il  en  résulte  Z  =  Ae''+ Be"",  A  et  B   étant  deux  constantes 
arbitraires. 

-— - —  =:  arc  tang  x,  et 

1  ^J*  ccx 
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enfaisant^  =  ^,  on  a  Z  =  l':r — ^,  ou  simplement  Z=i7r; 

donc  A  +  B  =  ^  tT. 

Je  suppose  maintenant  qu'on  donne  à  a  des  valeurs  de  plus  en 
plus  grandes;  puisque  cos  ax  est  toujours  plus  petit  que  l'unité, 

—j- —  ou  Zi<j  it.  Mais  si  A  n'était  pas  zéro, 

1  —j~  oc  oc 

la  valeur  k.e''-^-  Be"",  lorsque  a  est  devenu  un  nombre  très-grand, 
se  réduirait  à  Ae",  quantité  infiniment  plus  grande  que  \'7e;  donc 
on  a  généralement  A  =  o  ;  donc  B  =  |^  «tt  ,  et  enfin  l'intégrale 
cherchée 

dx  cosax         , 


f 


1  -{-XX 

Si  dans  cette  formule  on  met  —  au  lieu  de  .r ,  et  am  au  lieu  de  al 

m  ' 

on  aura  plus  généralement 

'  dx  cos 
_______^_  — — — g —  ««» 

m^  -j-  x^  am  * 


r 


ani,  ^i^ 


et  cette  formule  étant  diflférenliée  par  rapport  à  a ,  en  donne  une 
seconde  non  moins  remarquable ,  savoir  , 

/xdx  sin  ex         TT         ^„        '  .   . 

— TT-T-  =  -  e-  "«.  (2) 

vi^-{-  x*  3  ^   -^ 

(43),  Si  on  différentie  par  rapport  à  m  la  formule  (i) ,  et  qu'on 
répète  les  diffère ntiations ,  on  aura  successivement 

/dx  cos  ax  Te"""*  /  a  ^.      1  \ 

/dx  cos  ao:  i        îre-"'"  /a^     ,    5a    ,     5  >^ 
(/n='+x^)3         "â"  '  ~I3~  \^  +  ;;^  "T-  mV 
/fix cos  ax  I       we""™  ( ^  _\     ^^     i_  ^ ^^  j_  ' ^N 
(m'^-f-xO^         03  •  "~â4~"  W  "^  ^  "^  "^  "*"  m?/ 

etc. 

La  loi  de  ces  expressions  est  facile   à  trouver  ^  et  si  l'on  fait  en 
général , 

/doc  cos  ax  A*  '}re~'^^  ^j-, 

(w^H-x^)"         1.2.3. ../c—i  •  "~â*~  '  ^  '' 


le  coefficient  A''  aura  pour  valeur 


A^= 
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2.4  ni 


k  +  n 


k-^-z.k-^l.k.k—l.k-^Q.k  —  ^       fi*- 


H : 7-5 .  ———4-  etc. 


De  même  si  on  différentie  successivement  par  rapport  à  m  l'équa- 
tion (2),  on  en  déduira  cette  suite  de  formules 


/ 


xda:  sin  ax         ttc   ""*      a 


xdxsinnx  '  ^^—tm 


/xdx sin  ax 1  '^e""'"  / o^  ^,    jï_\ 

(m^  +  x^y  1.2'      2^     W  ^  7n V 

(m»  4-  ar>)4  j.2.3  *      2+     W  "^  "ttt*^  "•     nTV 

elc.^ 
et  en  général , 

/xdxsmax A*""'  '^<2    _a„  r/\ 

(jn'-\-x-'f  1.2.3 k—  1  •  2*  ^        '  W 

A  ~^  étant  déterminé  suivant  la  même  loi  que  A  . 

(44).  Si  dans  l'équation  (i)  on  fait  m  =  /z(cos9+  V^—  i  sin  Ô), 
on  en  déduira  les  deux  formules  suivantes  : 


x'^dx  cos  ax  ^r 


fi 


xcix  cos  ax  ^T  ^„^^.  fl     •      /A  •      A\ 

. T— — -  = : — i  er-ancoiè  sm  (9  —  an  sm  B) 

^>_{_  Q.n'x^  cos  2Ô  +  n+         20  sin  28  ^  -' 

*  djc  cos  ax  ff  ^»  roc  fl     •     /  û     I  '     r\\ 

or^  4- 2n''x^  cos  20  4- ""*         2re'^sin2t)  ^  '' 


La  même  substitution  étant  faite  dans  la  formule  (2) ,  il  en  résul- 
tera ces  deux  autres  fornaules  : 


x'^dx  sin  cor 


o:^  -j-  2n^a:^  cos  26  -|-  n'^  2  sin 


g- ««cos 9  sin  (29  —  a;tsinô) 


xdx  sin  ax  f  ......  v   / 


_  e-fl«co5  9  sin  («f«  sin  9). 


x*+  2n''ar*  cos  2Ô  +  it^         271*  sin  2Ô  .4 

On  trouverait  semblablement,  au  moyen  des  formules  (3)  et  (4)  ,  les 
valeurs  générales  des  intégrales 

dx  cos  QX 
(p^-\-  n"  cos  2Ô  -j-  n^sïn2Ô.[/ —  1  )*  j-  \ 


xdx  sin  ax 


(x"  4-  «- cos  2Ô  -t-n*  sin  29.  V/— -  1  )** 
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(45).  Soient  M  ,  N,  P  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  x* 
si  l'on  suppose  que  le  plus  haut  exposant  de  œ  dans  P  est  plus 
grand  que  dans  M  et  N  ,  et  qu'en  outre  P  n'a  aucun  facteur  de 
la  forme  JC*  —  m*,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  aucune  valeur  réelle  de  x 
qui  rende  P  égal  à  zéro  ;  alors  il  est  visible  qu'on  pourra  généra- 
lement trouver,  au  moyen  des  formules  précédentes ,  l'intégrale 

TP/  M  cos  ar  -f-  Nx  sin  ax  \    ,  ,„. 

= J  ( T — — ;  ^-^  >  (^) 

prise  depuis  x-=:o  jusqu'à  j:?  =00.  L'opération  à  faire  pour  cela, 
est  entièremc  rit  semblable  à  celle  qu'on  pratique  pour  l'intégration 
des  fractions  rationnelles. 

Il  est  facile  maintenant  d'appliquer  ces  formules  aux  intégrales 
désignées  (art  41  )  par  Q(i)  ^  Q(2),  etc.,  et  on  trouvera  que  les 
résultats  s'accordent  parfaitement  avec  ceux  que  nous  avons  déduits 
d'une  méthode  fort  différente  et  beaucoup  moins  directe.  En 
général  on  pourra  vérifier  la  valeur  de  Q  (  «  )  ,  <»  étant  un  nombre 
entier  quelconque  ;  car  en  faisant  lang  (p  ::=.  x ,  celte  intégrale 
pourra  toujours  se  réduire  à  une  somme  de  termes  de  la   forme 

/Adx  cos  ax  -\-  Vtxdx  sin  ojc        ^  .      .  •       i         i     r  i     /o\ 
^ — — r^ ,  et  sera  ainsi  comprise  dans  la  formule  (o}. 

(46).  Si  on  multiplie  par  da  les  deux  membres  de  l'équation 

dxcosax         .   _  _^      ,        ,  'i    !'•    r  '       1  L. 

—  r=  \  nie    %  et  qu  on  prenne  ensuite  1  intégrale  par  rapport 

2i  a^  depuis  «  =  o  ,  on  aura 

dx  sin  ûTo;         ,        r    •  v 


/ 


/ 


x{\-\-x"') 

xdx  sin  ax 


....        .^      '        ,•        V   i>  '         .•         Pxdxhvaax  , 

Ajoutant  cette  équation  a  1  équation  /  — — =  \  7re"~%  on  aura 

ce  résultat  remarquable 


/ 


~  sin  ax-^iit.  (9) 


X 


Il  parait  d'abord  étonnant  que  cette  intégrale  soit  indépendante  de  «;; 
mais  si  on  met  -  à  la  place  de  jf ,  ce  qui  ne  change  pas  les  limites 
0  et  co   entre  lesquelles  l'intégrale  doit  être  comprise  ;  on  trouve 

/dx    •  P  dx 

—  sinax=:J  ~  sin  x -,  d'où  il  suit  qu'en   effet  l'intégrale  doit 

être  indépendante  de  a. 

On 
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On  a  donc  aussi  /  —  sin  ax  cos  bx  :=.^  ou  zéro  ,  selon  que  a 

est  plus  grand  ou  plus  petit  que  b  ;  car  dans  le  premier  cas  on  a 

/  —  sin  ax  cos  bx:=i  1    —  sin  (a-}- b)  x  -^  ^  f  —  s'm  (  a  —  b)  x 

— ^  sin  ax  cos  bx 
=  ~  I  -^  sm(a~\-b)x — \  1  —  sin  (3 —  a)  x:=.~^ — |^7r=o. 

/dx 
—  cos  ax  y  il  est  visible  qu'elle  est  infinie. 


(47).  La  formule  (i)  et  les  principales  conse'quences  qui  en  ré- 
sultent, sont  dues  à  Laplace  qui  les  a  publiées  dans  le  Bulletin  de 
la  Société  philomatique  (avril  181 1).  La  démonstration  qu'en  donne 
cet  illustre  auteur  est  différente  de  celle  que  nous  avons  rapportée  ; 
et  comme  elle  est  fondée  sur  un  principe  qui  peut  avoir  d'autres 
applications ,  nous  croyons  qu'on  sera  bien  aise  de  la  trouver  ici. 

Considérons  la  double  intégrale 

Z  :=.f2j-dye—y'  (ï+a:')  J,x  cos  ax  , 

et  supposons  qu'elle  doive  être  prise  depuis  ^  =  0  jusqu'à  .r  =03, 
et  depuis  j"  =  o  jusqu'à  j-  =  co.  Si  on  intègre  d'abord  par  rapport 
à^r  ,  on  aura 

rj  /^  djc  COS  ax 

J      1  -jrxx  * 

c'est  l'intégrale  qu'il  s'agit  de  trouver. 

Si  on  revient  ensuite  à  la  double  intégrale ,  et  qu'on  veuille  exécu- 
ter l'intégration  par  rapport  à  j:?,  il   faudra  chercher  la  valeur  de 
fe—^T  dx  cos  ax.  Or  par  une  formule  qui  sera  démontrée  dans  l'ar- 

ticle  suivant,  on  a  /è— ^'^xcos  ^j:  =  |  v^TT.e  '^^  donc  en  mettant 
-  au  lieu  de  « ,  et  x;^  au  lieu  de  a: ,  on  aura 

y     » 

/      _  fL. 
/è-^'jr'  dx  cos  ax  ^=:—  e     4r* . 

Il  reste  donc  à  intégrer  la  formule 

Z  =  y/^fdji'^^    ¥\ 

Mais  on  démontrera  ci-après  (art.  5o)  qu'entre  les  limites  z  =0  et 

46 
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is==oo,onayi;    "^dze    v  2«z   J:=^e    «  v^(  2/z7f  )  ;    donc    en  faisant 

1  2j 

<z=  -  ,  etj-*=— ,  on  trouve  Z=  ^  TTe-^  ;  donc  enfin 

1  -f"  XX  a  ' 

c'est  la  formule  principale  d'où  les  autres  sont  faciles  à  de'duire; 

De  l'intégrale  Z  =/e~"'''dx  cos  ax,  ^rise  depuis  x  =  o 

jusqu'à  X  =  oo. 

(48).  Si  on  differentie  cette  formule  par  rapport  à  ^,  on  aura 
^  =  — je~^''  xdx  sm ax-=.\  e"-^'  sm  ax /è-^'  rfjc  cos  ax, 

La  partie  hors  du  signe  s'évanouit  aux  deux  limites  de  l'inte'grale  ; 

ainsi  on  a  — -  =  — .  -  Z  ,  et  en  intégrant  Z  =  Ae     4 . 

Pour  déterminer  la  constante  A,  soit  «  =  o,  alors  Z=yè~"*'  ^jc 
=  ^  y/TT;  donc  Z  ou 

/     — — 

yè— ^' JjîCOS^Xzr:  —  e      4.  (i) 

Laplace  ,  qui  a  donné  cette  formule  dans  les  Mémoires  de  l'Institut , 
ann.  1809  ,  pag.  567  ,  la  démontre  de  la  manière  suivante. 

Si  l'on  substitue  au  lieu  de  cos  ax  sa  valeur  développée  en  série  ^ 
on  aura 

Or  en  général  fx"^"^  e— ^'  ^x  =|  T  i — ^~)  >  ^^"^  ^°  ^ 

2\  4'aiD         2.0     64'  /' 

OU 

z=-^rT. 

2 

(49).  Si  on  prend  les  différentielles  successives  de  l'équation  (i) 
par  rapport  à  a,  on  en  déduira  cette  suite  d'intégrales  , 
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ps'^^*  xdx  sia  ax  =  -^^  e     ^  a 
fe—^'x*dxcosax=^e    4   ^i  —  —  j 
fer-^'  x^dx  sin  ax  =  ^  e     4  ('5^  —  ^)  (2) 

/     — îll  5 

Je—^'x^dx8maxs=^e     ^  fi5a  —  5a^ -^  yj 

etc. 

d'où  l'on  voit  qu'on  peut  trouver  en  géne'ral    l'inte'grale 

y(M  cos  ax  '■\-'Nx  s'm  ax )  e^ ^'  dx  , 

M  et  N  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  x*. 

Si  on  proposait  de   trouver  entre  les   mêmes  limites  l'intégrale 

T  z=Je—^'  dx  sin  ax ,    on  aurait   d'abord  -^  =yè— *'  xdx  cos  ax 

:z=:\  —  \  e~^^  cos  ax —  \  aje—^''dx  sin  ax.  Faisant  07=00   dans  la 

la  partie   hors   du   signe ,    il    viendrait  -j-  :=  \  —  i  «T  ,    d'où 

T=:|e  ^yè^  </<z.  Cette  intégrale  prise  depuis  ûî  =  o ,  est  plus 
simple  que  la  propose'e  ;  mais  on  ne  peut  en  trouver  l'expression 
que  par  cette  suite  convergente 

laquelle  ne  paraît  pas  susceptible  d'être  réduite  aux  transcendantes 
connues. 

T  étant  supposé  connu ,  on  en  déduira  par  des  différentiations 
successives , 

fe—  *'  dx  sin  ax  =.T 

fe—^''  xdx  cos  ax  =        —7—  = «T 

*'  (ta  2         2 

/è— *'  x^dx  sin  ax  = r-r-  =  ^  a  -\-  -T  (i  — -— ) 

/.-x'^ir  cos  «x  =  _  ^  =  1  -  ^  -  i  T  (3«  -  °;) 

etc.j 
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et  comme  T  est  exprimé  par  une  suite  fort  convergente ,  on  voit 
qu'il  sera  facile  de  trouver  dans  tous  les  cas  les  valeurs  fort  appro- 
che'es  de  ces  diverses  intégrales. 

Au  reste,  par  la  combinaison  de  ces  formules,  on  pourrait  trouver 
V     <juelques  résultats  assez  remarquables  ,  tels  que  les  deux  suivans  : 

yè— ^'  dx  (^  a  sin  ajc-\-Jc  cos  ajc)  =  ^ 
fe~^'  dx{i  —  7 a''  —  2JC'')  sin  axz=:-^^  a. 

De  r intégrale  Z  (k)  =  A  "^   dx:  e      ''"''  \  prise  depuis  x=o 

jiisqiâà  X  =  co. 

(5o).  Considérons  d'abord  l'intégrale 

X  %{o)—fx     ""dx.e    V^"^y, 

et  divisons-la  en  deux  parties,  l'une  depuis  x  =  o  jusqu'à  a?  =:  i  ^ 
l'autre  depuis  xz=.\  jusqu'à  j:^=  oo.  Pour  avoir  la  première  partie, 

soit  xz=.-j  on  aura  la  transformée y^ — z'dze    ^  ^'"^  -^^  qu'il  faudra 

intégrer  depuis  2  =  co  jusqu'à  s  =  i  ;  si  on  change  son  signe,  il 
faudra  l'intégrer  depuis  2==i  jusqu'à  2  =  00;  ainsi  en  réunissant 
les  4eux  parties,  on  voit  que  tout  se  réduit  à  trouver  l'intégrale 

f{x     ^-\- x     '')dx.e     \^nxj 

entre  les  limites  x  ■==,  i  ei  x  =  op. 

Soit   I  -}-  X*  =  2XZ,  on  aura  x  -^  1  zzz  x""  \/ (^  2z  —  2  ) ,  et  par 
conséquent 

Donc  l'intégrale  dont  il  s'agit  aura  pour  transformée 

celle-ci  devant  être  prise  depuis  z  ■=.1  jusqu'à  z  =  00. 
Soit  s  =  I  +/%  6t  on  aura  une  nouvelle  transformée 

z  (o)  =  2'  e  «/<fr  e   " , 
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qui  devra  être  intégrée  depuis  j-  =  o  jusqu'à^' =  ûo.  Mais  en  fai- 

sant ,  suivant  notre  usage ,  e    «  =  w ,  on  aura 


TL{o)  =  {infe    ^  fdu  (l'A     *; 


et  comme  cette  inte'grale  doit  être  prise  depuis  w  =  o  jusqu'à  wr^i^; 
on  aura  enfin 

Z(o)=:e"'«  ^/(a«7r).  (i) 

(5i).  Considérons  en  second  lieu  la  formule 

Tj  {l)  r=  fx' dxe     y^nxj. 

si  on  la  divise  en  deux  parties ,  comme  dans  l'arlicle  pre'ce'dent , 
on  aura 

Z(i)  =r/(.r"H- jr     ^)dxe    \^'^^  J  , 

qu'il  faudra  intégrer    depuis  xz=  i    jusqu'à  a:  =  oo.  Or  en  faisant 
1  +  jc"  =  2XZ  y   puis  z  =  I  +j  %  on  aura  successivement 

J  =  ( ..  -  0  ^(i±i)  +  (.z  +  0  ^(1=2) 
.-i  =  (..-,)^C-^)-(..  +  Ov/(^) 

X^  X      "  =  (2Z  4-  I  )  \/(  2Z  —  2)  =  (2/^  +  3/)  v^^ 

■I.  5  1 

(  :r'  4-  X       "  )^^  =  2^*  (  2/*  +  I  )   ^. 

Donc  la  transformée  en  j-  sera 

Z(i)  =  2"<?    ''/(i  +  2/»)e    «  f/^. 

Soit  encore  e     "=w,  et  on  aura  la  nouvelle  transformée 

Z  (0  =  {2nf  e-  »  /J«  [(/  i)""  V  ^^  (/  ;)']  V 
d'où  résulte  en  intégrant , 

Z(i)=:(2«)^"«[r(i)+2/îr(|)]. 

Substituant  les  valeurs  connues  Y {^)  r=  ^/tt ,  r ( f  )  =  j  ^^'Tt ,  on 


♦#«;.^ 


Z66  TROISIÈME  PARTIE. 

aura  enfin 

Z(i)  =(i  +«)  e"~«|/(27Z7r)  =  (i-}-«)Z(o).  (a) 

(52).  On  pourrait  calculer  de  la  même  manière  les  valeurs  de 
Z(2),  Z(5)  ,  etc.  Mais  la  loi  de  progression  de  ces  quantités 
est  facile   à  trouver;   en  effet,  si  on   différenlie  la  quantité..., 

T  =  X  2    e~  ^  2/ix  J^  on  aura 

2  '  \2iix^         an/ 

Intégrant  et  observant  que  T  s'évanouit  aux  deux  limites  de  Fin-, 
tégrale ,  on  trouve 

2  ^  -^     '    2n       ^  ^       an      ^       ^       ^  ' 

d'où  résulte 

zc^4-0  =  (2^'-|-0«^  W  +  2^(^  — 0-  (5) 

Ainsi  on  aura  successivement 

Z  (2)  =  3/zZ  (i)  +  Z  (o)  =  Z  (o)  (  I  +  37Z -4- 3/î*) 
Z  (3)  =  SiiL  (2)  +  Z  (1)  =  Z  (o)  (  1 4-  6/2  + 15/2*+  i5/ï^) 
etc. 

L'expression  générale  de  ces  quantités  est 


Z(A")=Z(o). [1  +  ^^^/2-1- 


«• 


+ ^74:6 ""   +  ^^^- J  ' 

ce  qu'on  peut  aisément  vérifier  par  la  substitution  dans  l'équation 
(3).  La  série  que  nous  rencontrons  ici  suit  donc  la  même  loi  que 
celle  qui  a  été  représentée  ci-dessus  par  A   (art.  45)* 

Celle  formule  a  également  lieu  lorsque  h  est  négatif,  et  elle 
donne  immédiatement  Z  ( —  k  —  i  )  =  Z  (A)  ;  c'est  aussi  ce  qui 
résulte  de  la  considération  directe  des  intégrales.  En  effet  on  a 
généralement 

.Z(k)  =:f(jc   2    -f-jt:    V   2   J^dxe     \^nxj^ 

cette  intégrale  étant  prise  depuis  x  =  i  jusqu'à  x  =  co. 


t 
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On  aurait  semblablement 

doncZ(— À— i)=Z(A). 

(53).  Euler,  dans  le  tome  IV  des  Supplêmens  au  Calcul  intégral  g 
pag.  ^iS,  fait  mention  des  intégrales 

A  =  —  A?""^  dxe    V.  2«x  y       ^^—JLfjc     ^  dxe    \-^nx  ) 

qui  lui  semblent  ne  pouvoir  être  ramenées  aux  méthodes  connues. 
Cette  difficulté  est  résolue  par  les  formules  précédentes  qui  donnent, 

B=-ZC— i)  =  -Z(o)  =  e    «\/r-\ 

A 
d'où  —  =1=  I  +  w.   Le  même  auteur  ajoute  que  si  on  ne  peut  pas 

trouver  séparément  les  valeurs  de  ces  deux  intégrales,  on  connaît 
au  moins  leur  rapport ,  savoir, 

a 

A  I  4-e^ 

B  —  3- 


1  — -e" 


Mais  il  y  a  évidemment  erreur    dans  les  calculs  qui  ont  conduit 

A_ 


à  ce  résultat,  puisqu'il  donnerait  une  valeur  négative  de  -jt-,  tandis 


que  A  et  B  sont  positifs. 

Des  intégrales  Jx^''^e''^'^àx.  cos  nx  ,  yx^~"^e""™*dx  j/zznx, 
prises  entre  les  limites  x  =  o  ,  x  =  co. 

(54).  Nous  supposerons  que  a  ^\m  sont  positifs ,  condition  né- 
cessaire pour  que  les  intégrales  dont  il  s'agit  soient  des  quantités 
finies.  Pour  en  trouver  les  valeurs ,  considérons  d'abord  la  formule 
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si  on  fait  e*-('"-"V~'')^=  js,  on  aura  la  transformée 


(m  —  n\/ — 1)'^' 

laquelle  devra  être  intégrée  depuis  z  =  o  jusqu'à  z=;  i.  Soit  donc 
—  =  tang  9  et  \/(jn^  +  «')  =  r,  on  aura 


m 


Zcosafl  +  V/ —  1  sin  a^  -,  ,  ^ 
== y^^ V{a). 


Il  suffit  maintenant  de  substituer  dans  les  formules  proposées  les 
valeurs  de  cos  «x  et  sin  «a?  en  exponentielles  imaginaires,  et  on 
en  conclura  immédiatement 

.  fyf-'-^e-^^^dx  cos  nx  =  ■  ^  Y  {à) 

yr^a— ig— ma-^j^  siu  UX  =  7—  r(â!) 

Au  moyen  de  ces  formules  ^  on  trouvera  les  valeurs  des  intégrales 
fx"-~'^é~"'''dx  sixil'nx  ^  fx''~^e~'"'''dx  cos^nx ,  et  en  général  celle  de 
l'intégrale /Ta:'^"'^ê~'"'^J^,  T  étant  une  fonction  de  sinus  et  co- 
sinus qui  peut  se  développer  en  une  suite  finie  de  sinus  et  cosinus 
linéaires  de  la  forme  A  sin  (ajc  +  ^) -f- etc. 

Si  le  nombre  a  est  entier,  les  intégrales  (i)  pourront  se  trouver 
par  les  procédés  ordinaires  de  l'intégration ,  et  on  aura  d'ailleurs 
ffa)  ;s=  1.2.5. ..â!— I,  ce  qui  permettra  de  vérifier  ces  formules. 

(55).  Si  l'on  fait  /72  =  o  ou  Qszs^tT,  les  formules  (i)  se  rédui- 
ront aux  deux  suivantes  : 

x«"*"^flxcos7îa;=  — ^ — TCa) 

x^'-'dx  sm  nx  =  — ~-  T{a)         ■  . 

n 

et  en  particulier  lorsque  «  =  ^ ,  on  aura 

J      yx      '       ^  \û«/  ,^x , 

^dx  sin  nx  /  /  ^  \ 

jSi  dans  les  formules  (i)  on  suppose  a  infiniment  petit,  ce  qui 

donne 


# 
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donne  r  («)  =  - ,  on  aura 


dx 


f—  e—^^  cos  nx=.  oo , 


^  dx 
J  g— mjT 


sin  7ZJC  =  6  =  arc  tang  — . 

o  m. 


S69 


(4) 


Si  dans  cette  dernière  on  fait  /w  =  o ,  on  retrouve  la  formule 
du  n°  46. 

Les  inte'grales  dont  nous  venons  de  nous  occuper  se  trouvent 
dans  le  quatrième  volume  du  Calcul  intégral  d'Euler,  pag.  357  ^' 
suiv.  Elles  ont  été  traitées  aussi  par  Laplace,  dans  le  tome  VIII 
du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  pag.  244  et  suiv. 

(56).  Si  on  difFérentie  par  rapport  à  a  les  formules  (i),  on  eu 
déduira 


/a:«-'e--^^arcos«a:log^===-HHil^.f^_(?il!i^^ 


fx"^~'^e~'^''dx  sin/2JC log Ji?  =  ^^^^— .     }    -{-( 


9  cos  a9 — sin  a&  los  / 


)r(«) 


(5). 


7  -p    •      N 

La  nouvelle  transcendante     ,      qui  entre  dans  ces  formules ,  peut 

se  trouver  d'une  manière  approchée  par  les  tables  ;  on  a  aussi  sa 
valeur  en  séries  convergentes  par  les  formules  du  n°  76,  IP  partie. 

Si  de  ces  deux  dernières  équations  on  élimine     ,      ,  on  en  tire 

ce  résultat  remarquable  : 

fx''~'e-'"''dx  sin  (aQ  —  nx)  log -  =  —  F  (a)  ,  (6) 

et  en  particulier  lorsque  a  ==  i , 

fe-  "^^dx  sin  (  ô  —  nx)  log  -  =  -  ;  (7) 

formule  oii  l'on  a  tangQ  =  -  et  r=  {/(m*^n*). 


Al 


M 
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De  P intégrale    f       '^J        et  ciutres  semblables ,  prises 
depuis  X  =  o  jusqu'^à  x  =  i . 

(57).  L'intégrale  K-^  prise  entre  ces  limites,  est  infinie;  l'in- 
1 se  réduit  à  la  même  forme  / , ,  en  faisant  j:""''*  =  m: 

logo;  ■  J  log  u'  ' 

elle  est  donc  aussi  infinie  ;  mais  la  différence  de  ces  infinis  est  une 
quantité  finie  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Pour  cela,  soit  P  =  /-^"7       ^;  si  on  différentie  cette  équation 

par  rapport  à  n^  on  aura 

^j     i^^  I  oc  CZJC  ^^^       ,       t 
an        -^  n-\-  \ 

donc  6?P  =  — — —  ,  et  par  conséquent  P  =  log  (w -|-i)^  sans  cons- 
tante ,  parce  que  P  doit  s'évanouir  lorsque  72  =  0.  On  a  donc  entre 
les  limites  données  , 

/(x»-i)^=:log(«+0.  (0 

De  là  il  est  facile  de  trouver,  entre  les  mêmes  limites,  l'intégrale 

•^^ ~ .  t)Oit  pour  cet  eiiet  jc""^'  =«,  et  — ; — =  a  ,  on  aura 

Ix  '^  '        m-j- 1  ' 

/Cx"—  i^x'^dx  r(u'-—i)du         ,        ,       ,        .         ,         /  7„  4- ,1  _(_  I  \ 

^ T^ =i  /.  =log(^  +  0  =  log(      ^^_^^    -); 

donc 

/Cx" —  0  Jo'"(ix         1        /m  4-  n  4-  i\  ,   v 

^^ — E —  =  '°ë(  ^+.  >  W 

On  pourrait  parvenir  immédiatement  à  ce  résultat  en  observant 
que  Çx" —  1)  x'"  =  .r"""^" —  i  —  (x" —  1)  ;  ce  qui  donne 

En  général ,  si  on  a  un  polynôme 

X  =  Aa:"+ B^"- '-I- Cx"-»4- etc.  , 

qui  se  réduise  à  zéro  lorsque  or  =  i ,  on  pourra  le  mettre  sous  la 
forme 

X  =  A(a;"— .i)+B(jc"-'— i)-f-CC^"-'--i)-|-etc.; 
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et  alors  il  est  clair  qu'on  aura 

/^=Alog(«+i)-{-BlogW+Clog(«~i)  +  elc. 
(58).  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  avoir  l'inte'grale 

en  differentiant  par  rapport  à  /z ,  on  aura 

(îQ  /^2(a:" — i)  x^dx  1       /-         ,       \  1       /        .       N 

~dbr  —J Lo =  ^  ^^^  ^^''^  0  —  2  log  («  +  0  > 

d'où  résulte  en  inte'grant , 

Q  =  (2«4-  I  )  log(2«-f-  I  ) —  2  («4-  i)log(/i  +1).  (5) 

Soit  proposée  plus  généralement  l'intégrale  /  ^:^- — ry^- — -  ,  on  fera 

j^m-+- 1  __  ^     — ; —  =  ot ,  et  la  transformée  sera  (mA-\)  \  — — 5-^ — . 

^  in-\-\  '  ^         *      "^  J  lu         T^ 

Celle-ci  ,  d'après  la  formule  précédente,  a  pour  valeur  , 

(w  +  i)  (2A-I-1)  log  (2a -f- 1)  —  2(m-\-i)  (a-j-i)log  (a-4-i). 
Donc  en  remettant  la  valeur  de  a,  on  aura 

J    (1^- =(2/Z+W+01ogC2«-}-/W+l)— 2(«-f-77Z-fl)l0g(/Z+/w4-l) 

+  (/«+i)log(w+i), 
intégrale  qui   pourrait   être   représentée  plus   simplement   par  la 
formule 

f(^y^'"dx=:\A'^l(m+^,pog(:m+  i  )],  (4) 

en  supposant  que  la  différence  Am  soit  égale  à  n. 
(Sq).  On  trouvera  semblablement 

/(^y^'"^"^=»^'[C''^+i)*iog(m+i)]. 

En  effet,  si  on  fait  le  premier  membre  =  R^  on  aura 


dn 
OU 


JD 

^  =  5(3«+m-|-i)log(3/2+m4-0  —  6(2/z+/n-f-i)log(2/2+/w+i) 

4-5(/Z-j-77Z-j-l)l0g(/i-|-/?i+l). 


-î. 
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Multipliant  par  dn,  et  intégrant  le  second  membre  d'après  la  for- 
mule  fxdx  log  x  z=. —  (  log  oc  —  ^  )  ;  déterminant  ensuite  la  cons- 
tante de  manière  que  Tintègrale  soit  nulle  lorsque  nz=:zo,  on  aura 

R  =  i  (S/z-f-m+i)»  log  (3^i+m+i)  —  I  (2/Z+/W+I)'  log  (a/z+^-j-i) 

+|(«+w-4-i)^log(«-fm+i)  — i:(m-f-i)=log(/724-i), 
quantité  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  \  A^  [('«+i)"log  (/w-j-i)]  ; 
on  aura  donc 

(6o).  Ces  formules  peuvent  être  pre'sente'es  de  la  manière  la  plus 
simple  et  la  plus  géne'rale,  comme  il  suit: 

I  (—, —  j  oc''~'dx  =  A  (log  m) 

fi—, — J  x^'-'dx  =  A^(/wlogw) 

/  Ly^)  ^'^  -  r;/  f  (^'^£0  J^(^l=lï^j(f<'-^dx  =  -^  A'  (m^  log  m) 

I  (—7 — J  x'^'^dx  =  -^  A-*  (w^  log  w  ) 
etc. 
les  différences  indiquées  par  A  étant  prises  en  supposant  Am  =  7i. 

Euler  a  considéré  ces  intégrales   dans   quelques  cas  seulement  ; 
voyez  le  tome  IV  de  son  Calcul  intégral,  pag.  271  et  suiv. 

Des  intégrales  J  -^^^-^  et /A"d<p  cos  X(p ,  prises  depuis  (p  =  o 

jusqu'à  (p  =  '7r^  en  supposant  les  nombres  A  et  n  entiers  y 
c/A  =  i-|-a* — sacoj^p. 

(61).  D'après  la  théorie  des  suites  récurrentes,  il  est  facile  de 
voir  qu'on  a  l'équation 

--—-———^■==:  I  4-  «  cos  (?)  +  «»COS  2(p+  «3coS  3!p+  ClC. 

Multipliant  chaque  membre  par  2  et  retranchant  de  part  et  d'autre 
l'unité ,  il  viendra 

i  —  a" 
x  —  2aC0SÇ-f^-  =  I  -i-  2«  COS  (p  4-  2fl»  COS  2(p  +  2^3  CQS  3?»  +  ClC. 
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donc 

A  1  — a"     ^ 

Appelons  en  général  P"  l'intégrale  ^  -^^-^ ,  prise  entre  les  limites 

9  =  G  ,  (p  =  -TT  ;  il  faudra  pour  avoir  la  valeur  de  P',  intégrer  le 
second  membre  de  l'équation  précédente.  Or  il  est  visible  que  pour 
cet  objet,  on  pourra  réduire  la  suite  i+2rt!Cos(pH-2a"cos  2(p+etc,j 
au  seul  terme  aa^  cos  À(p  ;  car  k  étant  différent  de  X^  on  a... 
/J(pcosA(p  cos  k(p=:ifd<p  cos(X—k)  <p -\- {  fd(p  cos  (  X -{- k  )  cp  = 
sin(A  — Z^)^       sm(x+k)<p     intégrale  qui  s'évanouit  dans  les  limites 

données     puisque  À  et  A:  sont  des  nombres  entiers  différens  l'un  de 
l'autre.  Nous  aurons  donc  simplement 

P-  =::J^±2£1^.2a'cOS  À(p  =  J^Jdcp  (  I  +  COS  2X(P). 

Mais  rintégrale  fd(p  (  i  +  cos  2A(p  ),  prise  entre  les  limites  9  =  0; 
<p  =  tt  ,  se  réduit  à  tT  ;  donc  enfin 


P"=-^.  (1) 

Nous  avons  supposé  tacitement  que  a  était  plus  petit  que  l'unité; 
s'il  était  plus  grand  ,  on  ferait  «  =  - ,  et  alors  A  deviendrait 
-^  (i  +  a* —  2a cos  (p),  de  sorte  que  l'intégrale  f  -^-^^^^  se  ramè- 
nerait toujours  à  une  intégrale  semblable  où  l'on  aurait  a<C  i. 

(62).  Connaissant  ainsi  la  valeur  de  P',  on  peut  en  déduire  par  des 
différentialions  successives ,  les  valeurs  de  P%  P%  etc.  En  effet  si  on 

différentie  par  rapport  à  a  l'équation  V"  =  1  -^—r^ 

d?" r  ncî<p  cos  Atp  /i  —  a^ —  A\ 


,  on  en  tire 


ou 


donc 


dV n  / 

tin  n    ^ 


,«')pn+,_:^p. 


daj         (1 — a=)rf(G")' 

Au  moyen  de  celte  équation  et  de  la  valeur  connue  de  P",  on  trou- 
vera successivement 


w    I- 


» 
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+3a^(A+3)  (A— 3)  (A— 2)— a6(A— 3)(A— 2)  (A— 1  )  } 
P'=7^  .  ^Y:^^((^+0(A+2)(A+3)(A+4)-4a^(A+2)(A+3)(A4-4)(A-4) 

+  6a4(A+3)(A-f4)(A-4)(A-3)--4a«(A+4)(A— 4)Ca-3)(a-2) 

+a«(A-4)CA-3)(A-2)CA-.l)} 

ete. 
La  loi  de  ces  expressions  est  facile  à  saisir,  et  en  général  si  on  fait 

(i-aO'""''       1.2.    3 n— 1  > 

le  coefficient  A"  aura  pour  valeur 


Al         " ^         a      ^ A I         , 
"=  I  + a\ ; f- 


>       (5) 
n — A — i.n — A — 9/  ^   ' 


1  A-f-l  1.2  A+1  .A-f-2 

.     n — 1  .  n — 2  .  H — 3     e     n — A —  i  .  n — A — 2  .  n — A — 3   .  • 

H = aK ; ; r^ H  «tC. 

1.2.3  A-f-l     .    A+2     .     A+3 

Pour  s'assurer  de  l'exactitude  de  cette  formule  ,  il  suffit  de  substi- 
tuer la  valeur  générale  de  P"  dans  le  second  membre  de  l'équation 
(2)^  on  trouvera,  après  les  réductions,  une  valeur  de  R""^'  qui  ne 
sera  autre  chose  que  ce  que  devient  P"  en  mettant  72  +  i  à  la  place 
de  n.  Tout  autre  mode  de  vérification  serait  moins  facile  que  celui 
que  nous  indiquons. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  ^z  =  A  -J-  i  ;  alors  A"  se  réduit 
à  son  premier  terme  i ,  et  on  a 

-jx+i rd<pcosX(p  rra^  A+l  .  A-|-2.  A-|-3.  .  .SA  ,  .^ 

J       A^"^'  (i-_a^)2^-+-i  *  1.2.3 A  *  ^^^ 

Un  autre   cas  qui  mérite  d'être  remarqué ,  est  celui  de  A  =  o  ; 
alors  on  a 

+  ( — r:7:3 — )  ^  +  ^^^- J  ^        ^^^ 

formule    dont  les    coefficiens   sont  le»  quarrés  des  coefficiens  du 
binôme  élevé  à  la  puissance  n —  i.  On  aurait,  par  exemple  , 
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J    A^  (i — a^)9  L       I    *+         I  I     -t  «        j 

(63).  Venons  mainlenant  à  l'intégrale /A V/cp  cos;^<p  que  nous  dé- 
signerons par  Q",  Sans  passer  par  les  cas  particuliers ,  on  peut 
déterminer  tout  d'un  coup  la  valeur  générale  de  Q".  En  effet,  si 
on  décompose  le  polynôme  i  —  2«  cos  (p  -}-  «"  en  ses  deux  facteurs 
imaginaires,  on  aura 

A=(i — cfe*^^~')  (i  —  «e-'pV-'). 
Si  ensuite  on  suppose 

+K.^_^^,(x+.).v^-x^etc. 
on  aura  semblablement 

+K,^,e-(^+')'^v^-^+etc; 

Multipliant  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre,  afin  d'avoir  la 
valeur  de  A",  et  observant  qu'il  suffit  de  conserver  dans  le  second 
membre  les  termes  affectés  de  e^'fv'— ^  et  de  e— '^l'V— '  ^  on  aura  le 
produit  cherché 

A"=  (K,+K,^,K,  +  K,^,K.4-  K.*3K.+  etc.)  (e^-^V-'+e-^"./-.). 
Mais  le  facteur  e'^f  v/— i-|-e— a^-n/— i  se  réduit  à  2  cos  A(p  ,  et  on  a  entre 
les  limites  données  fd<^  .  2  cos' A<p  =  tT;  donc  la  valeur  générale 
de  Q"  est 

Or  on  a  par  la  formule  du  binôme, 

^  n.n — \.n — 2......n+i — h,         v\ 

^  1 .2.3 A      ^  ^ 

etc.  etc. 

Donc  en  faisant  Q"  ou 

/A"^<p  cos  A^  =  TT  (-a)\  /^•n-i.n~2....n+i-::A  g 

^  '  1.2.0 A  ' 
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ou  aura  pour  la  valeur  du  coefficient  B", 


n       a     77 A  71.77 1         ,     77 — K.n A 1 


•r»«  I       "        »     n A       , 

B-rzr  1  -I-      «^  + 


1              ^-f-l                  1.2                      A+l.A+2  .^ 

.**•  ,      77.71 1.71 2       .     71 A.  77 A 1,77 A— 2       .  ^     ^ 

+        1.2.5        ^  •       A+i.x+a.x+5        +  ^^^• 

(64).  Remarquons  que  dans  l'application  de  cette  formule  il  faut 

supposer  w  r=  ou  >  A.  En  effet,  si  n  e'tait  <A,  le  développement 

de  A"  ne  pourrait  donner  aucun    terme  semblable  à  cos  Acp  ,  ainsi 

rintégrale/A"J^  cosA(p,  prise  entre  les  limites  données,  serait  nulle. 

La  plus  petite  valeur  qu'on  puisse  donner  à  n  est  donc  «  =  À, 

alors  on  a/A^d^  cos  Acp  =7r  ( —  a^ ,  ce  qui  se  vérifie  immédia- 
tement. 

Le  cas  de  X  =  o  mérite  encore   d'être  remarqué  ;  alors  on  a 

Comparant  cette  formule  à  la  formule  (5),  on  en  tire 

fA-d^^Ci-^a^y-^f^^,  (8) 

ce  qui  établit  un  rapport  remarquable  entre  ces  deux  intégrales, 
rapport  qui  aurait  lieu  quand  môme  n  ne  serait  pas  un  nombre 
entier ,  et  c'est  ce  qu'on  vérifiera  aisément  pour  le  cas  de  «  =  | , 
par  les  formules  de  la  première  partie. 

En  général  si  l'on  observe  que  la  valeur  du  coefficient  B"  n'est 
autre  chose  que  celle  du  coefficient  A%  dans  laquelle  on  aurait  mis 
n-^-i  an  lieu  de  «,  on  en  conclura  que  les  deux  intégrales  dési- 
gnées par  P"-^'  et  Q",  ont  entre  elles  un  rapport  très-simple  ;  on 
a  en  effet  d'après  les  équations  (5)  et  (6),  cette  formule  très- 
remarquable 

fA"d(p  cos  À(p  =  — ; —„ '—-  (— i)  (i — a^Y"^' .  I  ■  \^.^  ^ 

^  77-f-1.7î-f-2./24-3..  .774-A^  "^^  ^  J         A"^' 

et  l'équation  (8)  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle-ci. 

Toutes  ces  formules  sont  dues  à  Euler;  mais  les  démonstrations 
4e  cet  illustre  Auteur  sont,  si  je  ne  me  trompe,  beaucoup  moins 
simples  que  celles  que  je  viens  d'exposer.  Voyez  le  tome  IV  de 
son  Calcul  intégral ,  pag.  ig/f.  et  suiv. 

FIN  DE  LA  TROISIÈME  PARTIE. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

DES   FONCTIONS    ELLIPTIQUES. 

§  I.  Idée  générale  des  différentes   sortes  de  transcendantes  cou" 
tenues  dans  la  formule  intégrale  /  -.5— ,  P^g*  4 

Oa  démontre  que  P  étant  une  fonction  rationnelle  de  x ,  et  R  un  ïadical  de 

*  Vdx 

la  forme  y/(«  +  Cj;  -f-  yx"^  -j-  Sx^  -j-  sr^) ,  l'intégrale  /        -  ne  contient  que  deux 

djc 
sortes  de  transcendantes,  l'une  de  la  forme  /(A  +  Bx-j-Cx') -^  ,   l'autre   de 

la  forme  / — ; .-îr-,A,  B.C.D.n  étant  des  coefiiciens  constans. 

•'  i  -\-  nx      R         *      '  ' 

§  II.  Manière  de  faire  disparaître  les  puissances  impaires  de  la  va-* 
riable  sous  le  radical^  j 

§  III.  Réduction  de  la  différentielle  — =-  à  la  forme  —r? — --^- — r^ 
^  .x/  /{  ./  y'^i  —  c*^m^<p) 

9 

Les  principaux  avantages  de  cette  transformation  sont,  1".  que  le  radical  R, 
qui  dans  sa  généralité  contient  quatre  coefiiciens  arbitraires ,  est  remplacé  par 
le  radical  A  =  ^^(i  — c^sm^ip)  ,  où  il  n'y  en  a  qu'un;  2°.  que  la  variable  x, 
qui  pourrait  être  atisujétie  à  certaines  limites ,  est  remplacée  par  l'amplitude  (p  qui 
croît  indéfiniment;  3*.  que  l'intégrale,  dans  sa  nouvelle  forme,  peut  être  déter- 
minée pour  toute  valeur  de  (p ,  si  elle  est  connue  seulement  depuis  9  =  0  jusqu'à 

§  IV.   Développement  de  la  formule  f-^^-—,  li. 

On  démontre  que  la  formule  /  - ,  ou  Q  est  une  fonction  rationnelle  paire 
de   sinip,   ne  contient  que   deux   sortes   de  transcendantes;  l'une  de  la  forme 

48 
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f(A-4-B  sin'-Çi')  -—,  l'autre  de  la  forme  / — ; ^— -  .  -^,  N  et  n  ayant  des 

valeurs  quelconques  réelles  ou  imaginaires. 

§  V.  Définition  des  fonctions  elliptiques  ^  et  leur  division  en  trois 
espèces  j  P^S^    ^4 

La  plus  simple  des  fonctions  elliptiques  est  représentée  par  /—  ,  elle  cons- 
titue la  première  espèce  ;  Tare  d'ellipse  désigné  par  fàd^p  est  la  seconde  es- 
pèce, et  l'intégrale /t — ; ^.  \  ^      est  la  troisième. 

(i -}- n  sin^ç)  A 

S  ^I-   Comparaison  des  Jonctions  elliptiques  de  la  première  espèce, 

20 

On    donne ,    d'après    Euler ,   l'intégrale   algébrique    complète    de    l'équation 

d(p  d'\,  , 

^"ttn  + —T-jT  ==  o  ,  cette  mtegrale   repond  à  l'équation  transcendante  F((p) 

+  F(4)  =  F(m)  ;  d'où  il  suit  qu'on  peut  résoudre  algébriquement  tous  les  pro- 
blèmes relatifs  à  l'addition,  la  soustraction  ,  la  multiplication  et  la  division  des 
fonctions  F  ,  comme  on  le  fait  à  l'égard  des  arcs  de  cercle.  **     - 

§  VII.  Application  a  la  lemniscate  ,  57 

Les  arcs  de  cette  courbe  représentent  la  fonction  F  (c,  (p)  dans  le  cas  où  le 
module  c  =  sin  45°. 

§  VIII.  Application  au  moui>ement  du  pendule  simple ,  40 

Le  tems  du  mouvement  par  un  arc  quelconque  ,  soit  que  le  pendule  ne  fasse 
que  des  oscillations,  soit  qu'il  tourne  toujours  dans  le  même  sens  autour  du  point 
de  suspension,  est  en  généi^al  une  fonction  elliptique  de  la  première  espèce,  et 
jouit  de  toutes  les  propriétés  de  cette  fonction. 

§  IX.  Comparaison  des  fonctions  elliptiques  de  la  seconde  espèce  j,  ^i 

La  même  équation  algébrique,  qui  donne  F((p)  -f  F (4)  —  F(,u)r=:o,  s'ap- 
plique aux  fonctions  de  la  seconde  espèce,  et  donne  E((p)-f-E(4)  —  E(//.) 
=  à  une  quantité  algébrique  c^ sin  (p  sin 4  sin//.  Ainsi  toutes  les  comparaisons 
des  arcs  d'ellipse  s'établissent  sur  la  même  base  que  celles  des  fonctions  F. 

§  X.   Comparaison  des  arcs  d' hyperbole ,  5^ 

§  XI.  Développement  particulier  de  la  formule 

Z r  . (f-f-gx')dx 

J     1/  (a^  +  2  aCx^  cos  ô  +  C^xO  *  "* 

X'application  de  cette  formule  à  diverses  intégrales  définies ,  offre  différens  ré- 
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aultats  remarquables  sur  les  relations  qui  existent  entre  les  fonctions  complètes 

F'  (c) ,  F'  (Z>)  ,  E'  (c) ,  E'  (6)  ,  dans  le  cas  où  c—  sin  1 5°.  - 

§  XII.    Théorème  sur   les  fonctions   complètes   de  première   et  de        ir  ^  '      ^-^        . 
seconde    espèce ,    dont    les    modules    sont    complémens    l'un    de 
l'autre,  Tpa^e   6 1 

S  XIII.  Equations  différentielles  qui  expriment  la  liaison  mutuelle  ^  '   ^. 

des  fonctions  E  et  F,  62       (.5  'X.»    L-«^  ^''^ 

On  remarque  qu'une  table  des  fonctions  E  servirait  à  déterminer  les  fonctions  F,    1^'  "     -■*  ^    <   Z   ^Y  i^  o  -z 
et  réciproquement. 

§  XIV.  Développement  des  fonctions  F'  et  E^   en  séries ,  65 

Ces  fonction.s  dépendent  chacune  d'une  équation  différentielle  linéaire  du  se- 
cond ordre  :  elles  se  développent  en  séries  ,  de  deux  manières,  l'une  suivant  les  ^7 
puissances  du  module  c ,  l'autre  suivant  les  puissances  du  module  complémen-                                ..^ 
taire  b.                                                                                                                                                             ' 

§  XV.  Des  changemens  qu'on  peut  faire  subir  au  paramètre  dans  les 
fonctions  elliptiques  de  troisième  espèce  j  ÇA 

Formule  pour  transformer  une  fonction  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre 

est  7ï,  en  une  autre  dont  le  paramètre  est  — ,  Gg 

On  distingue  dans  lés  fonctions  elliptiques  de  troisième  espèce,  trois  formes    y.^   >  ,^  ' 
du  paramètre;  savoir,  re=cot''9,  n= — i  4-6"sin'â,'re  =  —  c'^sin^'ô,  73  '       \  f 

Formule  pour  transformer  l'une  dans  l'autre  les  fonctions  elliptiques  dont  les  ,^     3-w 

paramètres  n  et  rî  satisfont  à  l'équation  (i  -f- /?)  (1  +  /x')  =  6^,  73  /■''^       / 

Au  moyen  de  cette  formule  on  peut  réduire  toute  fonction  dont  le  paramètre 
est  de  la  forme  ra  r=  cof^ô  ,  à  une  fonction  dont  le  paramètre   est  de   la  forme   -'''      ^   '  '    '. 
n  =  —  1  -f-ô^siu'^S,  et  réciproquement;  mais  celles  qui  sont  relatives  à  la  troi-     '7  "sf  J  ~  ^  7  vy  f \  „ 
•ième  forme  n_=_;--c"  si n*â ,  ne  sont  réductibles  qu'à  des  fonctions  dont  le  pa-       -^*\   5"  ^  *•    ^  V_ 
ramètre  est  de  la  même  forme,  7^ 

§  XVI.   Comparaison  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  es- 
pèce,  75  c^  y<k  '  *  I 

La  même  équation  algébrique,  qui  donne  F  (ç»)  -f  F  (4)  —  F  (v.)  =  o  et 
E(<p)  +  E  (4)  —  E(/x)  =  c*sin  (p  sin  -vj,  sin  ^  ,  s'applique  aux  fonctions  de  troi- 
sième espèce,  et  donne  FI  (<p)  +  n  (4)  —  n  (/!^)  r=  à  une  quantité  déterminable 
par  arcs  de  cercle  ou  par  logarithmes.  Ainsi  les  fonctions  de  la  troisième  espèce 
se  comparent  comme  celles  de  la  première  espèce,  aux  différences  près  que 
comporte  la  nature  de  ces  fonctions. 
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§  XVII.  Formation  d'une  suite  infinie  de  fonctions  elliptiques  data 
première  espèce  ,  liées  entre  elles  par  des  rapports  constans  ^  pag.  8i 

Le  module  d'une  de  ces  fonctions  sert  à  déterminer  tous  les  autres  j  il  eft  ré- 
sulte une  suite  ou  échelle  de  modules  qui  se  prolonge  à  l'infini  dans  les  deux  sens, 
depuis  zéro  jusqu'à  l'unité.  De  même,  l'amplitude  d'une  de  ces  fonctions  sert  à 
déterminer  toutes  les  autres  qui  sont  croissantes  à  l'infini  dans  un  sens ,  et  dé- 
croissantes dans  l'autre,  jusqu'à  une  limite  déterminée. 

§  XVIII.  Application  de  la  même   loi  aux  fonctions  elliptiques  de 
la  seconde  espèce  ^  85 

Le  premier  résultat  de  cette  application  est  que  la  fonction  de  première  es- 
pèce F  (c,  (f)  peut  s'exprimer  généralement  par  deux  fonctions  de  seconde  espèce 
i;  (c,(p)  ,  E(c',  (p')  ;  d'où  il  suit  que  tout  arc  d'hyperbole  peut  être  déterminé  par 
deux  aies  d'ellipse,  ce  qui  est  le  théorème  de  Landen. 

On  peut  former,  d'après  la  même  loi,  une  suite  infinie  d'ellipses  telles  qu'en 
supposant  connus  les  arcs  de  deux  de  ces  ellipses,  on  pourra  trouver  les  arcs 
de  toutes  les  autres. 

§  XIX.  Métliode  d' approximation  appliquée  aux  fonctions  elliptiques 
de  la  première  espèce ,  gq 

Deux  formules  remplissent  cet  objet,  l'une  pour  le  cas  où  le  module  c  n'est 
pas  trop  près  de  l'unité  ,  l'autre  pour  le  cas  où  la  différence  i  —  c  est  extrê- 
mement petite. 

Les  mêmes  formules  servent  à  résoudre  le  problème  inverse ,  c'est-à-dire  à 
déterminer  l'amplitude  ç» ,  quand  on  connaît  la  fonction  F(c,(p), 

§.  XX.  Propriétés  particulières  des  fonctions  F(c)  y  F{h)y  dont  les 
modules  sont  complémens  l'un  de  V autre ^        '""        - 

Ces  propriétés  conduisent  à  des  expressions  singulièrement  approchées  du 
nombre  5r  en  quantités  logarithmiques. 

§  XXI.   Méthode  d'approximation    appliquée  aux  fonctions   ellip- 
tiques de  la  seconde  espèce ,  jq2 

On  donne  encore  sur  cet  objet  deux  formules,  l'une  pour  le  cas  où  c  n'est 
pas  trop  près  de  l'unité  ,  l'autre  pour  le  cas  où  la  différence  i  —  c  e^X  extrê- 
mement petite. 

Ces  formules  sont  ce  que  l'analyse  peut  offrir  de  plus  simple  pour  la  recti- 
fication de  l'ellipse  et  celle  de  l'h)  perbole. 

§  XXII.  Formules  remarquables  pour  déterminer  les  fonctions  com- 
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pietés  F'(c),  E'{c),   lorsque   c  est  peu  éloigné  de   l'une    de    ses 
limites,  page    ii5 

On  a   ajouté  une    table  des  logarithmes  des  fonctions  F'(c)  ,  E'(c)  ,    calculés        \  rf ''  /  f  '' 
pour  tous  les  angles  du  module,  de  degré  en  degré  ,  depuis  zéro  jusqu'à  90",     118        '    -      *^     -^ 

§  XXllI.  Méthode  d* approximation  appliquée  aux  fonctions  ellip- 
tiques de    la  troisième  espèce,  119 

Après  avoir  déterminé  la  loi  que  suivent  les  paramètres  et  les  coefliciens  des 
transformées  successives  ,  on  donne  l'expression  générale  ds  la  fonction  ,  pour 
tous  les  cas  où  le  module  n'est  pas  trop  près  de  l'unité. 

On  discute  ensuite,  d'une  manière  fort  étendue,  le  cas  où  le  module  diffère  très- 
peu  de  l'unité  ,   et  on  en  donne  ^  solution  générale  par  une  suite  convergente. 

§  XXIV.  Des  cas  les  plus'^néraux  dans  lesquels  on  peut  opérer 
la  réduction  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce,      i54 

On  démontre   généralement,    1°.    que  toute    fonction    complète  de   troisième  , 

espèce  peut  s'exprimer  par  des  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

2".  Qu'il  en  est  de  même  de  toutes  les  fonctions  non  complètes  en  nombre 
infini,   qui  peuvent   se  mesurer  parla  fonction  complète, 

3°.  Que  la  fonction  de  troisième  espèce  U{n,  c,  <p)  peut  se  récîuire  indéfini-' 
ment  à  la  première  espèce,  dans  une  infinité  de  cas  pour  lesquels  on  a  un  symp- 
tôme généraL 

§  XX V.  Réduction  générale  des  fonctions  elliptiques  dont  le  pa-'  '- 

rametre  est  imaginaire  ,  i47 

On  démontre  généralement  que  toute  fonction  elliptique  de  troisièihe  espèce' 
dont  le  paramètre  est  imaginaire,  peut  se  réduire  à  deux  fonctions  de  la  mêmq 
espèce  dont  les  paramètres  sont  réels,  l'un  étant  de  la  forme  — 1  -f- i^sin'' 9  , 
l'autre  de  la  forme  —  c^  sin°  ô  ;  ce  qui  confirme  pleinement  la:  division  qui  a  été 
faite  des  fonctions  elliptiques  en  trois   espèces. 

On  discute  particulièrement  le  cas  où  n  =  c  (cos  : -f- j/ — isinô),  et  celui  où 
1  -f-  71  =  Z»  (cos  K  4-  V — '  1  sin  a)  . 

§  XXVI.  D'un  symptôme  général  pour  reconnaître  si  deux  fonctions 
données  de  troisième  espèce,  qui  ne  diffèrent  que  par  les  para- 
mètres,  peuvent  se  réduire    l'une  a  l'autre ,  iSg 

§  XXVIl.  Exemple  d'une  transformation  particulière  de  fonctions 
elliptiques  de  la  première  et    de  la  seconde   espèce,  iGi 

Cet  exemple  se  rapporte  aux  fonctions  dont  les  modules  sont  sin  75°  et  sin  i5% 
et  sont  par  conséquent  complémens  l'un  de  l'autre. 
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§  XXVIII.  Des  séries  qui  donnent ,  sans  transformations ^  les  valeurs 
approchées  des  fonctions  elliptiques ,  P^gc   1 69 

Ces  séries  procèdent  suivant  les  sinus  des  arcs  multiples  de  l'amplitude  , 
et  leurs  coefficiens  peuvent  être  déterminés  généralement  par  les  formules  re- 
latives aux  fonctions  complètes  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

§  XXIX.  Surface  du  cône  oblique ,  -  iy5 

On  démontre  que  la  surface  totale  est  toujours  déterminable  par  des  arcs 
d'ellipse,  soit  que  la  base  soit  un  cercle  ,  soit  qu'elle  soit  une  ellipse. 

§  XXX.   Construction    de  la    li^ne    la  plus  courte    sur  la   surface 
du  sphéroïde  y  lyS 

La  latitude  d'un  point  quelconque  de  cette^urbe  étant  donnée,  on  trouve  la 
longueur  d'un  arc  de  la  courbe  par  celle  d'un  wc  égal  d'ellipse;  quant  à  la  Ion-' 
gitude,  elle  dépend  d'une  fonction  elliptique  de  troisième  espèce,  et  d'une  de 
première  espèce  :  on  peut  aussi  la  construire  par  le  développement  d'un  cône 
oblique  à  base  circulaire.  Les  points  où  la  courbe  rencontre  l'équateur  et  ceux 
où  elle  touche  les  parallèles  entre  lesquels  elle  est  contenue  ,  se  déterminent 
par  les  seuls    arcs  d'ellipse. 

§  XXXI.  Détermination  de  l'aire  de  V ellipsoïde,  182 

On  donne  d'abord  la  valeur  approchée  de  cette  aire  par  une  série  régulière 
et   convergente. 

On  détermine  ensuite  la  valeur  exacte  de  l'aire  en  fonctions  elliptiques,  par 
la  considération  des  lignes  de  plus  grande  et  de  plus  petite  courbure  tracées 
sur  la  surface  de  l'ellipsoïde ,  et  on  trouve  que  l'aire  totale  peut  s'exprimer  par 
des  arcs  d'ellipse.  » 

§  XXXII.  De  quelques  formules  intégrales  qui  peuvent  se  ramener 
aux  fonctions  elliptiques,  igZ|. 

§  XXXIII.  De   V intégrale   Fz=  f--^-±^)^l—-  ,  500 

On  prouve  que  cette  intégrale  ne  dépend  que  des  fonctions  elliptiques  de  la 
première  et  de  la  seconde  espèce. 

§  XXXIV.  De  l intégrale  Z=  / , ,  201 

On  examine  successivement  le  cas  de  f=:3  et  /wr=j,  celui  de  v  =  —  3  et 
[/.■=  —  |,  et  enfin  celui  dec^i  et//=:  —  j,  tous  trois  susceptibles  d'être 
résolus  par  les   arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

§  XXXV.  Des  cas  principaux  ou  l'on  peut  évaluer ,  par  les  fonc- 
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lions  elliptiques ^  l'intégrale  T- j  =:yx.^'~''dx(i — x  }"        ,  prise  de- 

puis  X  =  o  jusqu'à  x  =  i ,  P^o^  ^^ 

Ces  cas  sont  ceux  où  n  est  égal  à  l'un  des  nombres  3,  4,  6 ,  8  et  12.  Dans 
le  cas  de  ra  =  i2,  on  parvient  à  des  résultats  très-remarquables  sur  la  compa- 
raison des  fonctions  complètes  F'(c),  F'(è)  ,  tant  entre  elles  qu'avec  la  fonc- 
tion F'(sin45°)  ,  l'angle  ô   du  module  c  étant  tel  qu'on  a    sinaÔ  =  tang' i5*. 

SECONDE  PARTIE. 
DES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES. 

§  I.  Des  intégrales  Eulériennes  de  la  première  espèce  ^  '     222 

Formule  générale  qui  comprend  presque  toute  la  théorie  de  ces  fonctions,  et 
qui  peut  être  regardée  comme  une  sorte  d'équation  aux  différences  finies  par- 
tielles ,  227 

Au  moyen  des  auxiliaires  désignées  par  A^,  on  donne  l'expression  générale 
des  fonctions  i-\    sous    deux    formes    différentes,    selon    que    p -\- q     est  > 

O"  <  "  >  23o 

On  fait  voir  que  si  n  est  pair,  le  nombre  des  auxiliaires  peut  être  réduit  à 
moitié   par  la  formule  (d^)  ,  25- 

§  II.  Formule  pour  évaluer  par  approximation  les  intégrales  (^ ,  2/0 

On  cherche  particulièrement  la  valeur  approchée  de  cette  intégrale  lorsque  p 
et  q   sont  très-petits    par  rapport  à  n. 

%  III.  Remarque  sur  quelques  cas  particuliers  oii  l'on  peut  sommer  la 
suite  désignée  par  4  (x)  ,  et  deux  autres  de  la  même  espèce,      24/. 

On  donne  sur  ces  suites  plusieurs  théorèmes  remarquables  qui  sont  dus  à 
Landen,  et  on  ajoute  les  démonstrations  de  quelques-uns  d'eux,  que  l'auteur  a 
supprimées. 

§  IV.    Considération    des  formules    intégrales     f- — '^ — /<?/>■  1 


/ 


xP-Mx 


~~^Z''''^S^  x'  ^^^'    ^"^^^^^^^    tres-remarquable  sur  la pre- 


V/(x_x"r-'l 
miere  de  ces  formules  ,  2/10 

Ce  théorème  sert  à  déterminer  exactement  la  première  de   ces  intégrales  ,   en 
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supposant  connue  l'intégrale  (-);  quant  aux  formules  suivantes,  leur  détermi- 
nation dépend  en  général  de  la  transcendante  Ça,  n)"*,  c'est-à-dire,  de  la  somme 
des  termes  pris  de  n  en  n  ,  dans  la  suite   i+-^-|-JL_|__i._^  gj.^ 

2  O  A 

§.  V.  De  la  réduction  des  transcendantes  désignées  par  (a,  n)"",  p.  260 

On  traite  particulièrement    le  cas  de    m=:2,    n=:6,   et    celui    de     m  — 5 
n=6-,  ils   dépendent  de  deux  transcendantes  dont  on  cherche  l'expression  en 
séries  convergentes. 

§  VI.  Des  intégrales  Eulériennes  de  la  seconde  espèce  ,  276 

Toute  intégrale  de  la  première  espèce  O-j  peut  s'exprimer  très-simplement  par 
les  fonctions  F;  réciproquement  toute  fonction  T{a)  dans  laquelle  a  est  un  nombre 
rationnel ,    peut  s'exprimer  par  les  intégrales  (  -  j ,  283 

Expression  de  la  fonction     (/;)  lorsque  k  est  très-petit ,  û8(J 

On  prouve  que  Ja  fonction  TÇq.')  sera  connue  pour  toute  valeur  de  a,  si  on 
connaît  seulement  cette  fonction  depuis  a  =  ^  jusqu'à  a=  1  ,  ibid. 

Formule  pour  calculer  directement  la  valeur  de  chaque  fonction  F,  230 

Cette  formule  est  du  nombre  des  suites  demi-convergentes }  on  cherche, 
a  priori,  le  point  où  il  faut  s'arrêter  dans  le  calcul  de  cette  suite,  et  on  fixe 
le  degré  d'approximation  qu'elle  peut  donner  dans  chaque  cas  ,  232 

Considérations  générales  d'où  l'on  déduit  des  suites  convergentes  et  régulières  , 
pour  exprimer  les  valeurs  de  log  r  (i  -|-  x)  ,  log  r(  1  —  or)  ,  etc. ,  298 

Application  de  ces  suites  à  l'expression  générale  du  logarithme  de  la  fonc- 
tion (-),  3oo 

L'intégrale  ft^e^^^dt,  prise  depuis  ^  =  o  jusqu'à  fz=oo,  se  ramène  immé- 
diatement aux  fonctions  T,  3oi 

Table  des  logarithmes  de  la  fonction  F  (a)  pour  toute  valeur  de  a  ,  de  millième 
çn  millième,  depuis  a  =  1.000  jusqu'à  a  =  2.000,  3oa 

TROISIÈME   PARTIE, 

DES  QUADRATURES. 

§  I.  Formule  générale  pour  les  quadratures^  3o8 

Cette  formule  se  compose  d'une  intégrale  aux  différences  finies  et  d'une  suite 
de  corrections  dont  la  loi  est  connue  ,  3i  i 

MoyeDj 


'-'^m. 
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Moyens  d'obvier  à  l'inconvénient  que  présente  la  formule  ,  lorsque  quelqu'un 
descoefficiens^.g,^  devient  infini  dans   la  partie  de  courbe  qu'on  vtït 

page  3i3 
quarrer  ,  j        i  . 

Le  résultat,  de  la  formule  générale  se  rapproche  beaucoup  de  celui  qu  on 
obtient  en  considérant  l'aire  de  la  courbe  proposée  comme  une  somme  d'aires 
paraboliques  ,  déterminées  chacune  par  trois  ordonnées  consécutives  et  équi- 
distantes,  '9 

§  II.   Construction  de.  la  courbe  dans  laquelle  tare  s  est  donné  en 

fonction  de  la  quantité  ^  ,  ^20 

On    trouve   généralement  l'expression  de  chacune  des  coordonnées  par  une 

intégrale  aux  différences   finies  ,  jointe  à  une  suite    de   corrections  dont  la  loi 

est  connue. 

§  m.  Application  de  la  méthode  précédente  au  calcul  de  la  tra^ 
jectoire  d'un  projectile  ,  53o 

On  donne  les  détails  du  calcul  pour  trouver,  dans  un  exemple  particulier,  la 

hauteur  du  jet  ,  l'amplitude   de  la  branche  ascendante   et    celle  de  la  branche 

descendante.  On  détermine   ensuite  la  position  de  l'asymptote  verticale  et  celle 

de  l'asymptote  inclinée. 

^lY.  De  V  intégrale  indéfinie  fàyi(log^^   \  prise  depuis  is.=:o,   3^9 

On   donne  deux  formules   pour   évaluer  cette    intégrale  par  approximation  , 
l'une  pour  tous  les   cas  ,  l'autre    pour  celui  seulement  où  x  est  très-petit.   On 
donne  aussi  une  formule  pour  trouver  l'intégrale  lorsque  x  est  plus  grand  que 
l'unité. 
§  V.  De   l'intégrale  /ydx  prise  entre  deux  limites  qui  rendent  nulle 

la  fonction  y,  343 

Application  à  l'intégrale  /x*e"~^c?T  ,  prise  depuis  a:  =  0  jusqu'à  x=  00  ,  a.  étant 
un  nombre  positif.  Il  en  résulte  la  même  formule  qui  a  été  trouvée  dans  la 
seconde  partie  pour  la  valeur  de  T  (  st -f-  0  >  ^4^ 

Application  à  l'intégrale  fx"-  (  i  —xf  dx ,  prise  entre  les  limites  a:=o,  x=i, 
efc  et  ^  étant  positifs  ,  ^4° 

Cette  intégrale  comprend  la  détermination  générale  des  fonctions  {-\ ,  35 1 

%W.  De  l'intégrale  fx-* e-^  dx  ,  prise  entre  les  limites  imaginaires 

qui  rendent  nulle  x""  e""'^ ,  ooz. 

La  valeur  de  cette  intégrale  désignée  par  F'  (a) ,  se  trouve  généralement  en 
supposant    connue  la  fonction  Y  (a).  ^^^ 

49 
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On  en  déduit  l'expression  générale  de  l'intégrale  Q(a)  =  fd(p  cos'^'~^^ . .  .^ 
cos(ettang(p  —  <^<p)  y  prise  depuis  (p=o  jusqu'à  9  =i5r.  Il  s'ensuit  que  cette 
intégrale  peut  être  déterminée  exactement  en  fonction  de  ?r  et  e,  toutes  les  fois 
que   3a  est  un  nombre  entier,  page  355 

§  VII.  De  r intégrale   Z  :=:  1  — — ^ —  et  autres  semblables ,  prises 

depuis  X  =  o  jusqu'à  x  =  00.  35/ 

On  déduit  de  la  formule  principale  deux  séries  d'intégrales  qui  peuvent  toutes 

être  déterminées  en  fonction  des  nombres  e  et  tt.  En  général    on  peut  trouver 

t         1  .11../,/'  /M  cos  ax  -f-  Nx  sin  ax\   ,         , 

la  valeur  exacte   de  1  mtegrale   i    f ^ j  dx  ,    depuis  a:  =  o 

jusqu'à  a:=  00  ,  si  M,  N,  P  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  cr*, 
P  étant  la  plus  élevée  ,  et  si  en  outre  P  n'a  aucun  facteur  de  la  forme 
a:'—-  m%  36o 

§  VIII.  De    V intégrale  Z  =  fer"^^  dx  cos  ax ,  prise  depuis  x  =  o 

jusqu'à  X  =  co.  363 

Autres  intégrales  qu'on  déduit  de  la  même  formule,  363 

2k  —  I  /^i  -f-"xN 

§  IX.  De  l'intégrale  Z  (  k  )  =/x    =•"  dxe    ^  ^"^~^,  prise  depuis 
X  =  o  jusqu'à  x  =  00,  364 

5  X.  Des    intégrales    /'x*'"'e~"'^  dx  co5  nx  ^  fji^'^^çr'^^àuLsima.Xy 
prises  entre  les   limites  x  =0,  x  =  co  ,  367 

/(  x"  -^  1  ^  dx 
-^^ — -, —  et  autres  semblables ,  prises  depuis 

X  =  o  jusqu'à  x=  I  ,  570 

Loi  très-simple  que  suivent  les  intégrales   /   (-. )  x"^"^^  dx ,  en  donnant 

à  k  les  valeurs  successives  1  ^  î2  ,  3 ,  etc. 

§  XII.  Des  intégrales  T-^^^r-^  ^^   /A"  d(p  cos  X(p  ,  prises    depuis 

(p=  o  jusqu'à  (p  ==  ^y  en  supposant   les  nombres  ?^  et  n  entiers  , 
É-f  A  =1  4-a'-— 2a  C05  (p,  372 
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EXERCICES 

DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


SUPPLÉMENT  A  LA  PREMIÈRE  PARTIE. 


1 1  o  u  S  nous  proposons,  dans  ce  Supplément,  de  faire  connaître 
un  nouveau  genre  assez  étendu  d'intégrales  définies ,  qui  peuvent 
être  exprimées,  en  partie  par  les  fonctions  elliptiques,  en  partie 
par  les  nrcs  de  cercle  et  les  logarithmes.  Ces  applications,  jointes 
à  toutes  celles  que  nous  avons  doçinées  dans  la  première  Partie  , 
démontrent  de  plus  en  plus  l'utilité  et  même  la  nécessité  d'ad- 
mettre les  fonctions  elliptiques  dans  le  calcul  intégral,  au  même 
titre  que  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes.  Mais  on  ne  pourra 
jouir  pleinement  des  avantages  de  cette  innovation,  que  lorsqu'il 
existera  des  tables  suffisamment  étendues  des  fonctions  de  la  pre- 
mière et  de  la  seconde  espèce.  Nous  avons  déjà  tracé  sommaire- 
ment le  plan  d'après  lequel  ces  tables  pourraient  être  construites. 
Nous  reviendrons,  dans  une  autre  occasion,  sur  cet  objet,  et  nous 
donnerons  des  formules  propres  à  simplifier  le  travail  et  à  foui^nir 
de  nouveaux  moyens  d'exécution. 

(i).  Les  formules  que  nous  avons  rassemblées  dans  ce  Supplé- 
ment étant  assez  nombreuses  ,  nous  avons  cru  devoir,  pour  plus 
de  clarté ,  les  ranger  dans  une  table  générale  divisée  en  seize  cases , 
qui  forment  autant  de  tables  particulières.  Par  celte  disposition  on 

z 
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aura  l'avantage  de  saisir  d'un  coup  d'œil  l'ensemble  des  résultais^ 

et  de  retrouver  facilement  ceux  dont  on  pourrait  avoir  besoin. 

Nous  allons  parcourir  successivement  les    diffe'renles  cases  ,    et 

faire  voir  par  quels  moyens  on  est  parvenu  aux  formules   qu'elles 

contiennent.    11  en  est  quelques-unes    qui    pourront  intéresser  les 

géomètres,   tant  par  leur  nouveauté  que  par   l'analyse  qui  les   a 

fait  découvrir. 

CASE  I. 

(2).  D'après  les  dénominations  rapportées  en'  tête  de  la  case,  si 
on  fait   sin*  œ  =  sin'  a  cos"cp  -{-  sin*^sin"(p,  on  aura  généralement 


/ 


ivÏN =/"'?  (sm*ot  cos'(p  -f-  sin'b  sin'^)". 


Mettant  le  second  membre  sous  la  forme  sxn^'' Ç, fd'p{\ — Â:cos*<p)% 
développant  le  binôme  et  intégrant  chaque  terme  par  les  formules 
connues,  depuis  (p=o   jusqu'à  ^  =  ^7r,  on  aura  pour  résultat 


Le  second  membre  pourrait  encore  être  mis  sous  la  forme  -  X*, 
X"  étant  le  coefficient  de  a?"  dans  le  développement  du  produit 
(i — xsin'a)~^(i — jrsm"b)    •- 

(5).   La  même    substitution   donnerait 

/'    du  cos  &)      r  dp 

MNlm^^'"©      J  (sinV  cos>  -f-  sin=^^  sin^cp)"-^'  ' 

mais  cette  formule  peut  être  mise  sous  une  forme  plus  simple  et 
débarrassée  de  fractions.    Il  suffit  pour  cela  de  faire  directement 


sixrcù 


et  on  obtient 


/i 


da  cos« 


:J-—^.fd(p  (sin'ct  cos^<p  +  sin»^  sin»(p)-, 


l'intégrale   en  (p    devant  encore   être   prise  depuis    <p  =  o  jusqu'à 
^  =  j7r.   On  a  donc   généralement,  quel  que  soit  »,  celte  for- 
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mule  remarquable  , 

CASE    II. 

(4).  Les  formules  de  cette  case  sont  entièrement  semblables  à 
celles  de  la  case  I,  ce  qu'on  peut  voir  d'ailleurs  à  priori,  en  mettant 
M  et  N  sous  la  forme  M=/(cos"a— cos^o»),  N=/(cos^ûj— cos^Q. 

CASE   III. 

(5).  Cette  case  contient  six  formules  générales  fort  remarquables, 
surtout  dans  les  premiers  cas,  qui  offrent  des  résultats  très-simples 
et  Irès-élégans.   Et  d'abord  la  substitution 


sm-'û) 


sin''  et  cos^'çi  -(-  sin"C  sin*(p  ' 

*]MN  da  cos  a 


1       r  lia»         rMïS  da  005  cù 

donne  immédiatement  pour  la  lormule  A"==y  g-^^^+i^ —  >  cette 
transformée 

(sin'^g  — sinV_y  ^.     j^  .  j^,^  cos'^p  4-sin*^  sin^ip)"-*, 

OÙ  l'intégrale  doit  être  prise  de  (p  =  o  à  (p=|7r.  Mettant  le  bi- 
nôme sous  la  forme  sin^"~^  ^  (i  —  A  sin^^p)""*  ;  développant  la  puis- 
sance et  effectuant  Tintégration  de  chaque  terme  entre  les  limites 
données ,  on  a  la  valeur   de   A*"  insérée  dans  la  case  IIL 

De  celle  valeur  se  déduit  l'intégrale  B'",  par  le  seul  changement 
de   sina  en  cos€  et  de  sin^  en  cos  a. 

(6).  Par  la  substitution  sin*(»  =  sin^a  cos'<p  4-sin''^sin''<p  ;    l'in- 
tégrale /MN^û)Cosû)sin*"-^û),  désignée  par  C"",  prend  la  forme 

C*"  =  (sin"  &  —  sin*  o-Y  fd(p  (sin^  et  cos'  (p  +  sin*  Q  sin"  (f  )", 

de  sorte  qu'on   a  en  général 

C'''  =  sin"-'asin— ^.A'". 

.  (7).  A  l'égard  des  intégrales  désignées  par  D",  R",   H^",  il  est 
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de  sorte  que  les  inte'grales  de  la  case  VI  ne  de'pendront  que  des 
fonctions  F',  E^  F(Q,  E(C). 

(il).  Le  cas  de  a=:o    me'rile   d'être    développé.   Alors    on   a 
immédiatement 

/J*»  sinVe)  /^         dasinat 
MN  J  v/(cos'ù)  —  cos^C)' 

Soit  cos  «  =  ^^ ,  on  aura  la  transformée^  ^3^  =  ^  Z'  (^7:zil^>  , 
dans  laquelle  il  faut  faire  cp  =  ê ,  ce  qui  donnera 

Ce  résultat  se  déduit  également  de  la  formule  générale 

r^;j!  =  ?i^  F'  H-  E'F  (^)  ^  F'E  (^)  ; 

mais  pour  cela^  au  lieu  de  faire  ot  =  o,  nous  ferons  a  =  €,  g  dé-' 
sio^iiant  un  arc  infiniment  petit.  On  aura  alors  c*  =  i — g^cot"^, 
^  =  ecol^, 

T'^/'f,         £^==sm5(.+|5nang-0,  ■ 

E (g)  =  sm e  + -^  /- (j-;;^)  -  -  sm  e. 

De  là  on  voit  que  \_— E(ê)]F'  s'évanouit  lorsqu'on  fait  è  =  o; 

on  a  en  même  temps  E'=i  et  F(G)=ï  °^(,i  —  sing/ 

Ainsi  le  second  membre  de  l'équation  précédente  se   réduit  à 
\  £(^'^^^^  l)-)  ce  qui  est  le  résultat  déjà  trouvé. 

(12).  Lorsque   et  est  égal   à  la  quantiùL  infiniment  petite  ê,  la 
fonction  II' ( — c*cos*a)  représente  l'intégrale 

n ^ 


SUPPLÉMENT.  7 

prise  depuis  (p==o  jusqu'à  ^z=^7r.  On  voit  donc  que  celte  in- 
tëgrale  se  réduit  dans  ce  cas  a  -^  '^\'i—sinc)*  rormule  quil  se- 
rait assez  difficile  de  vérifier  par  rintégratioii  directe. 

Ce  résultat  suppose  que  C  n'est  pas  lui-même  infiniment  petit; 

car  si  ^  était  infiniment  petit  de  l'ordre  a,  on  aurait  c''==i — ^, 
b=:'^,   E(^)==F(^)  =  €,  et  la  formule  générale  donnerait 

r ^'"^'"'^'^ ~  ^E'  Ce) 

J  \  (sin"«  —  sin^a)  .  V/Csin^C  —  sinV)  ^■'' 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  l'intégration  directe.  En  effet, 
puisque  et  et  ê  sont  infiniment  petits,  la  variable  o)  ,  toujours 
comprise  entre  ces  deux  quantités^  est  aussi  infiniment  petite  ; 
ainsi  l'intégrale  dont  il  s'agit  est  la  même  que 


k 


de 


rejeta 


Soit  &)*=a*sin'(p-f-^''cos*(p,  et  c'  =  i — ^;  cette  intégrale  de- 
vient /^i/(pV/(i —c''sin'(p),  ou  ^E(c,(p),  dans  laquelle  faisant 
<p  =  ^7r,  on  a  pour  résultat  é'E'(c). 


CASE    VII. 


(i3).  Considérons  la  double  intégrale 

clpdq  sinp 


-fh 


coà^p  4"  cos'et  sin^'p  cos''^  -j-  cos^C  sïn'p  sin^q  ' 

dans  laquelle  les  limites  de  p,   ainsi  que  celles  de  ^,  doivent  être 
G   et   Itt. 

Si  l'on  intègre  d'abord  par  rapport  à  ^ ,   on  aura 


Z 


=^/i 


dp  sinp 


^/(cos*/?  -j-  cos^fit  sin"/?)  .  ^(cos^p  -f-  cos^'f  sin^p)* 


tang»«« 


Soit  ê>ot,  et  cos»  =cot^lanff(p:   si   l'on   fait   c^^i !1?-^, 

'                  ^                           ^     '  tangue' 

on  aura  la  transformée 

dp 


acosccsinb  J    L  ' 
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laquelle  doit   être  intégrée   entre   les  limites    <p  =  o,  (p=:C;    on 
aura  donc 

Z  = --^r^^Çc,   €). 

2Cos«sint       ^    '       ' 

(i4).  Faisons  maintenant  les  intégrations  dans  un  ordre  inverse, 
et  soit  pour  cet  effet  cosp==x,  cos^a  cos^^ -f-cos''^sin''^=cos^i3y; 
nous  aurons  d'abord  à  intégrer,  depuis  a:=zo  jusqu'à  a:z=  ï,  la 
différentielle 

dx  dx 

ou 


o;^  -{-  (i  —  x')  cos*«  cos'*«  •+•  x'^sin^a' 

L'intégrale    est    en   général  -: arc  tang(xtangû!));  et  en  faisant 

jr  =  I ,  elle  se  réduit  à  -: :  on  a  donc 

'  sino)  cos  u 

z  —  r  ^^^ 

J  sin  a  cos  ta' 


l\j[ais  d'après    l'équation    cos*  &>  =  cos'  a  cos*  q  +  cos*  ^  sin*  q  ,    on 
trouve  successivement 

(cos*  oL  —  cos*  ^)dq  sin  q  cos  q  ^=:  dcù  sin  &>  cos  a> , 

sin  q.  ^(cos^a  —  cos^é")  =    \/(sin*a)  —  sin*a)  , 
cosq.  \/(cos^a  —  cos*^)  =   \/(sin*é'  — sin*»), 

,     do  sin  en  cos  « 

'  y(sia.''co- — sin^«t)  .\/(sm^C' — sin'^ft))* 

Donc   enfin   on  a 

(ida 


z 


J   l/(si 


les  limites  de  l'intégrale  étant   a)==a,   &)  =  ^. 

(i5).  Comparant  ces  deux  valeurs  deZ^   on  a  la  formule  re- 
njarquable 

r 'f^ ~ 1 ^(c  c) 

J  yÇ^sirv^ct)  —  sia^c.)  .  y  Çsm'^S  —  sin'û))         acosstsinC     \    >     y> 

c'est  la  première  de  la  case  VII. 

(i6J.. 
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(i6).  Considérons  maintenant  la  double  inte'grale 

™  r  f dpdq  sin  p  cos'/; 

J  J  cos*/7  -j-  cos"«fc  sin*p  cos'"*;  -j-  cos"^  sin^p  sin*^  ' 

qui  aura  e'galement  pour  limites /7  =  o,  p  =  ^7r;  «7  =  0,  gzzzj'X. 
Si   on  intègre  d'abord  par  rapport  à  ^,    on  aura 


2  y  V 


dp  sin  p  cos^p 


y/(cos''p  -f-  cos"*  sin'p)  .  \/(cos^p  -f-  cos^^sin'p)* 
Soit  toujours  ^>»  a  et  cos/?=:cot^tang(p  ,  on  aura  la  transforme'e 

rp  T  cot^C        Pdçtang'^cf)  ^ 

~~"  a  *  cosrtsinC^  A         ' 

d'oïl  re'sulte ,   après  avoir  fait  <p  =  ^ , 

T  =  ^:i2!5_  fiiîli  _  E(<;,  S)"]. 

2sm*a  sin  £  L_  cos  «t  ^    '      ^_J 

Revenons  maintenant  à  la  double  inte'grale,  et  faisons  comme 
ci-dessus,  cos;5  =  a7,  cos"acos^^-f.  cos'^sin^^rrscos'^y ,  nous 
aurons  d'abord  à  intégrer  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  i ,  la  diffé- 
rentielle 

x'^dx 

L'intégrale   de   celle-ci  est 


sm 


« -"lïïï^^^^*^"g(^*^»g^)• 


Faisant  X  =  I ,  celle  quantité  se  réduit  à  — ^ — -  ;  on  a  donc 

J  sin  »  ' 

Substituant  la  valeur  de  dç  en  fonction  de  «,  il  vient 

rp  Z'  (1  —  a  COt  «)  f?«>  COt  «a 

'     J  y  (sin**  —  sin^*)  .  \,'  (sin'C  —  sin"»)* 

(17).  Si  on   compare  maintenant  les  deux  valeurs   de    T,   on 
aura  cette  seconde  formule 

/' (l  —  (iùCO\a>')du  cotai  jrCOSït       Psin  ^  j^  ,         x,v~| 

{/{iin'a  — . sin"*)  .  y/^ûn'è  — sin^ù)        asinVsinC  Lcos*        ^"^ '  ^ J' 
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On  a  d'ailleurs  dans  la  case  II, 

/du  COt  a>    ___^  îf 

MN  2  sin  «t  sin  f  ' 

donc 

/AiJûi  COt V ^  /sinC  N  _»        Tcota      ^^  ,       ^^ 

JVIH  2  sin  a  sin  C  vin  *  /         2  sin  «t  sin  f      ^    ^     '  ' 

Ajoutant  à  celte   inte'grale  la  valeur  déjà  trouve'e  de   /  ^^,onen 
déduit 

MIS  sin'' 01  2  sin  «t  sin  C  \  sin  et  / 

2sin*sinC      ^    '     ''     '    2sin(*sint       ^    ■'      ^ 

c'est  la    seconde  formule    de  la   case  VII. 

(i8)i  Si  on  prend  la  différentielle  de  la  quantité  —^.  ,„^,  '^  ,'on 
aura 

j/MN*  cos  a\  ^ MNdai  cos  <w     ^^  (2n  -|-  0  sin'«'  sin'C      ada 

\   sin'"-^'«    J  sin^«^'«        '  sin^"+^^i  '  MN 

271  (  sinV  -}-  sin^C  +  sin'^a  sin'^C)      ada 
sin''"*  *  MN 

,     (2n  —  1  )  (  1  +  sin'^a  -f-  sin"^)       aidai  (an  —  a)  adof 

'"'  an''"-*»  *  MN  MNsin"'-^* 

Intégrant  de  part  et  d'autre,  et  observant  que  le  premier  membre 
est  zéro  aux  deux  limites  de   l'intégrale  ,   désignant  de  plus  par 

Tj"-"  1  intefirrale   /  T^rsj-r—— ,   on  aura 

°  J  MN  sm""«  ' 

(2«  +  1)  sin'a  sin'^^Z'^"-^*  =  2»(sin"a  -f- sin'Ç  +  sin^ct  sin'^^)Z*» 

—  (2/2  —  1)  (i  -|-sin^a  4-  sin='^}Z'"'-* 

H-(3/2  — 2)Z^»-^  — A'^% 

A^"  étant  l'intégrale  /  -4— J^-  dont   la  valeur   est    donnée   dans 
la  case  III. 

Cette  formule  servh-a  à  trouver  X^  par  le  moyen  de  X''  et  Z% 
qui  sont  les  deux  premières  formules  de  la  case  -,  on  aura  ensuile 
Z*  par  le  moyen  de  Z^,  Z"  et  Z»j  et  ainsi  des  autres. 
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CASE   YIII. 

-  (19).  Si  dans  la  seconde  formule  de  la  case  VII,  on  met  ^tT — &>, 
^TT  —  €  ,  \'7C  —  a, ,  a  la  place  de  œ ,  ce,  Ç,  respectivement,  ce 
qui  ne  change  rien  au  module  c,  on  aura,  en  prenant  toujours 
l'intégrale    depuis  cûzrza,  jusqu'à  cozzzC, 

(l^r  —  a)dai  7r(cosC — COSrt)  ^ sr j,  .  . 

MIN  cos  «  i2cosbcos:4  Qcosfltsint      \    '  a  y 

H ^ E(c,^7r— a). 

acos'b  cos  A      ^    '  '^  ^ 

Mais  par  les  formules  de  la  case  V,  on  a 

*    jMNcos''a         acosfitsinC       ^  '  ^^  2cos  «t  cos°^       ^  ^ 

De   plus,   les    angles    \'7( — cl,  Ç,    satisfaisant  à  l'e'qua lion .- 

1  =  ^  lang(|7r  —  a)tang^,  on  a,  suivant  l'art.  5'j,  première  Partie, 

F'(c)-F(c,i^-a)=F(^,  0 

E'(c)  —  E(c,  ^Tf  —  a)  =  E(c,  Q  — c*cosasin^. 

De  là  on  tirera 

/•      ado)        ?r(cos£  —  cosot)^^  TT  „.      ^. 

MN  cos'^w  "~"     2cos*6tcosC  acosasin^      \   >     J 

2  cos  et  COb  b  \     •'       / 

c*est  la  seconde  formule  de  la  case  VIII. 

(20).  On  peut  trouver  cette  formule  d^une  manière  plus  directe. 

Pour   cet  effet-  si  l'on  diffërentie  la  quantité  — ,  on  aura 

'  *  sin  «  cos  ai  ' 

ûiMN       \  Mffda  „  „x,  aida) 


d(  -. )  ==  -. cos*a  cos='b  . 

\sm*cos»/         sin*icos« 


MN  cos^û) 


+  sm^cL sm»^  .^^j^^^_^  +  (cos»a  +  cos=^—  i)  ^^. 

Intégrant  de  part  et  d'autre  et  observant  que  le  premier  membre 
est  nul  aux  deux  limites  de  l'intégrale ,  on  aura 
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J  MIS  cos^a      J  sin&;cos«    '  j  MN 


cûda 


Substituant  les  valeurs  des  intégrales  donne'es   dans  la   case  VII  , 
et   celle    de    i  -. —  donnée   dans  la   case  III,  on  retombe  sur 

J  &ina  cosu  ' 

le  même  résultat  que  nous  avons  déjà  trouvé. 

(21).  Pour  obtenir  les  autres  résultats  de  la  case  VIII,   il  faut 
diflerentier  la  quantité  — j^ip^ —  ,  ce  qui  donnera 

«MNsina\         MN*/«sin6/         /         ,       \  ,  ^p  udu 


,/«MNsina\         MN««sin6/         /         ,       \  ,  .0 

"( 5S:5T-  )  = ^^T^n (2^  +  I  )  COS^ût  COS*G  . 


MN  cos^''-^-^» 
cùdoù 


MN  cos"^"*» 
udu 


■4-  in  (cos'ot  +  cos'é'  +  cos*acos*é') 

—  (2/^-  1)  (l  +  COS»a  +  COS'^)  ^^  ^^^,_^, 

*  ,     /  V  udu 

"^^^'^"""^''MNcos-'^' 

Intégrant  de  part  et  d'autre  dans  les  limites  données,  et  désignanf 

/'  d 

yT^—r;,-  >    on  aura  la  formule  générale  de  re^- 

duction  rapportée  dans  la  case  VIII.  Cette  formule  donne,  en  fai- 
sant Ai=  1  ,  la  valeur  de  U*  ou  f  ^Z  ^  r-j  ensuite  on  obtiendra 
de  même  U%  U%    etc. 

(22).  Si  l'on  fait  a  =  0,  on  a  c=ri,  E(ê)=:sin^,  F(^)=: 
i  J?(-ZZ~^CJ'  ces  substitutions  faites  dans  les  deux  premières  for- 
mules de  la  case ,  donnent  les  deux  corollaires  qui  terminent  cette 
case;  au  surplus,  le  second  de  ces  corollaires  se  démontre  direc- 
tement, au  moyen  de  l'intégration  par  parties. 

CASE    IX. 

(23).  Considérons  maintenant  la  double  intégrale  suivante  ,  prise 
entre  les  mêmes  limites  que  ci-dessus. 


^  ^__^  rr  djydqslnp  cos^q 

'   J  J  cos^p  -|-  si  11''/?  (coÊ^'cc  cos^g  -{- 


cos^p  -|-  si  11''/?  (coÊ^'cc  cos^q  -{-  cos'C  sin'</)' 


SUPPLÉMENT.  i5 

En  intégrant  d'abord  par  rapport  à  p ,  puis  par  rapport  à  ^ ,  oa 
trouve 

cette  intégrale  étant  prise  à  l'ordinaire  depuis  «  =  «  jusqu'à  co  =  C. 

(24).  Si   on  fait  les  iule'grations  dans   l'ordre  inverse,   et   que 
pour  inte'grer  par   rapport  à  q_,  on  applique  la  formule 

/dq  cos'f/ JTT       /     B_\ 
A' co3*g  +  B'' sin^'ç         A^  — B^V        aJ' 

qu'ensuite  on   fasse  cos;?  =  a: ,  on   aura 

Itt  rr__f?f rf-r  ./  cos*g  4-  x'  sin*C\  "-j 

"""  sin''^  —  sin'^u.J    \__i — xx  1 — xx  '   ^  \cos^a.-j-x'^sin^a./ _j' 

Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  ^  =  0  jusqu'à  jc=i;  mais 
il  faut  des  précautions  particulières  pour  éviter  les  infinis  que 
l'on  rencontrerait  en  intégrant  séparément  les  deux  parties  de  la 
quantité  sous  le  signe.  Voici  l'analyse  qu'il  convient  de  suivre  pour 
cet  objet ,  analyse   qui  est  d'ailleurs  indiquée    par    la    théorie  des 

fonctions  elliptiques. 

, tang'tf 


Supposant  toujours  ^>»a,  soit  jc  =  cot^  tang(p,  c'==  i 


lang^'C  ' 


sin  y 
ou   c  =  ^-4- ,  on  aura 


âx  //cos'S  +  x'sin'CN co&''C  d(p 

L'intégrale  de  cette  quantité  est  '—r—^'  nf r— r).  Mais  cette 

^  1  cosc/,  sinC  \       sin<y 

fonction  ayant  son  paramètre  négatif  et  plus  grand  que  Tunité , 
il  importe  de  la  changer  en  une  autre  dont  le  paramètre  soit  plus 
petit  que  c*;  c'est  ce  qui  se  fera  par  la  formule  du  n*  49 >  la- 
quelle donne,  en  faisant  /•=  cotCcos^. -^^, 

n  (-  ^^  =  F  -  n  (-  sin»  +  ii!^  log  i±r.    . 

Multipliant  par  — ^-^-> ,  et  observant  qu'on  a  cos^  =  cosfitcos>. 


i4  EXERCICES  DE  CAL,CUL  INTEGRAL. 

il  vient 

\/(  — .  T  .  • .  )= — ^7—  [F— nr— sin*;.)] 

Donc  en  appelant  V  l'intégrale  indéfinie , 

rr     dx  dx  //cos*^4-^*sin*^\~| 

J  |__i — XX         1  —  XX  y    \  cos^e4-{-a;'*sJu'6«./J  ' 

on  aura 

V^=  i  ï«g(rë)  -  llog(i-±-^)+  cote  cos>  [-F+n(-sin»], 

les  fonctions  F    et  n  ayant  d'ailleurs    le    module  commun   c  et 
Tamplitude  commune   <p. 

(25).  La  partie  de  celte  intégrale  affectée  de  logarithmes,    peut 
se  mettre    sous  la  forme 

d'ailleurs  en  substituant  la   valeur   de  r  et  celle  de  x  en  (p ,  on 
trouve 

1  —  x' A' 

1  —  r"  1  —  s'm'^y  sin^ip*  ■' 

Donc  on  aura  indéfiniment,   quel  que  soit  <?  ,' 

V'^log(f±f)  +  ilogC--y-'"-^) 

4-cot^cos5/[ — F  +  n( — sin*>')]. 

Mais   lorsqu'on  fait   x:=i,  ona^^é",   r=i,  A=:cos^j   et   la 
valeur  de  V   devient 

V'=ior(i+sin»^-— sin"ct)-f-cot^cos>'[— F(c,  ^)+n(— sin»^,  c,€)]  ; 

cette  valeur  étant  trouvée,  il  en  résulte  une  seconde    expression 
de  V,  laquelle  est 

y  _-  ___ijL___  w 

Comparant  les  deux  valeurs  de  V,  on  a  enfin  ce  résultat  remarquable 
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2S1QÊ  cosa. 
sin  -y  cos 


^cos'f    [-_F(^^f)^.n(-sm';,,o,e)], 


OU  ion  a  c==:-7— 5-,  et  cos  >  = 

(26).  Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  eommenl  on  peut  parvenir 
a  ce  résultat  par  une  route  fort  différente.  Pour  cet  eftet,  appe- 
lons  Z  l'intégrale  inconnue, 


J  ^    \»in'^t.  —  sin  »/ 


Prise  depuis  ct)=:ci  jusqu'à  ct)=zC,  on  aura  (parce  que  la  quan- 
tité sous  le  signe  est  nulle  à  la  première  limite  de  l'intégrale), 

'  '  dZi  .  f  atdo)  TT  sin  et  —,  .         a-. 

^  =  -sm«cosay^^  =  ~^^j^F(c,  Ç). 

Réciproquement,  Z  pourra  se  déduire  de  l'intégrale  suivante, 
prise  par  rapport  à  oc, 

Z  =  — ^r — da.  siw ctY(c^Q). 

Il  s'agit  donc  de  trouver  l'intégrale  / — ^asinaF(<?,  é")  que, 
pour  abréger,  je  désignerai  par  Z';  mais  comme  F  (c,  Q)  lui- 
même  peut  se  mettre  sous  la  forme  /-— - — — ?-^ -,   pourvu  au'a- 

*■  J  K(i — c'sin^Ç))-'    i  ^ 

près  l'intégration  on  fasse  ç  z=z  ^  ;  on  pourra,  dans  cette  suppo- 
sition, écrire  ainsi  la  valeur  de  Z', 

rj  ! rr  —  dcpdit  sin  et     z^/'  —  dipdu,  sin  et  cos  et 

JJ  \/(i  —  c^sin*^)      JJ  \/(co8=(p  cos^a  ■+■  cot'ê  sin'<p  sin^**)* 

Prenant  d'abord  l'intégrale  par  rapport  à  a ,  on  aura 

/d(p \/(cos*(p  cos'^ct  +  cot"^  sin°(p  sin=*a) r  cos  et.  àd<p 
cos^cp  —  cot'C  sin"(p                     J  sin^ç  ' 

sin^C 

et  parce  que  c*  =  ^r-^  ,  celte  mtegrale  devient 

cos  a  sin";^F  +  cos  et  cos'^FI  T r^\ 


,6  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRALE 

Mais  j'observe  qu'à  l'intégrale  prise  par  rapport  à  at  ;  il  faut 
ajouter  une  constante  $'  qui  pourra  être  fonction  de  cp  et  de  ^; 
ainsi  en  supposant  /0'J?)=:<ï»,  O  étant  une  fonction  de  cp  et  ^ , 
laquelle  deviendra  fonction  de  ^  seule  lorsqu'on  fera  (p=ê,  il  vient 

U  =  cos  a  sin'^F  +  cos  et  CQs'^yW  (-^  -^-W")  "i"  ^' 

Substituant  la  valeur  de  n  ( — ^^  donne'e  dans  l'art.  24,  on  aura 

Z'  =  cos^F  -  -^^  n  C-sin»  +  ii^  £C-^^  +  O, 

cos  *  ^  •/<  2  \i Y  J  ^^         * 

et  par  conséquent 

Z  =  — r-^r —   u  f-^  sm^y) -\- —  £{  M r-ji^. 

2SinC  2C0ss4sinfe       ^  ''^4      \i — r/.îsinC 

Mais  on  a  ^ -^(t^t)  =  ^  -^C»  +  ''}  —  ^-^(i  —  '^)  >  ^'^^  a^^^e 
côté,  la  valeur  de  r  donne 

^  1  —  sin^y  sin''(p      sin*^  —  sin'ip 

"~"  A''  '     sin^^  côs^  •' 

et  par  conséquent 

^  ^  (I  -^ O  =  -  j:(^ ^, j  +_ ^(^____^, 

Réunissant  la  partie  —  7»^{  ^^"  o  J"  ^T     )  avec  la  fonction  — ^  $  . 

comme  ne  faisant  ensemble  qu'une  seule  fonction  de  (p  et  ^,  la- 
quelle, après  avoir  fait  (p=^,  devient  une  fonction  de  Ç>  seule  et 
peut  se  désigner  par  •^'(O  ^  on  aura  enfin 

Pour  déterminer  la  fonction  arbitraire  4  ^  ^^  ^^"^  partir  d'un  cas 
particulier  :  or  lorsqu^on  fait  é'  =  a,  l'intégrale  Z  prise  depuis 
cù=.cL  jusqu'à  a=:^,  doit  être  nulle.  Ainsi  on  voit  que  la  quan- 
tité 4(^)  ~\"~'£^  se  réduit  à  zéro  et  qu'on  a  simplement 

/ 
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'^oùdùù  =  — T-yr  F  (c,  Q)  —  • :-?  n  (—  sm*> ,  c,  b ) 

_  !!  ^(i  -j-  sin^g  —  sin^ot). 
4 

Celte  formule  s'accorde  avec  celle  qu'on  a  trouvée  dans  l'art.  2  3, 
car  elles  satisfont  toutes  deux  à  l'équation 


I  ^  oùdià  -h  I  ^  ^^^  =  (sin*ê  —  sïn'a,)! 


aiciai 

MN"' 
N 


/N 
rrr-  adcù   qui  revient  à. 

sin"^/ï!^  —  C^-^T^S—i  on  en  déduira  la  valeur  dé  cette  dernière. 

J  MN        J       MIN     ' 

comme  elle  est  insérée  dans  la  table. 

Si  on  désigne  ensuite  par  V      i  intégrale  /   — r^^ — ,  et  qu  ayant 

difFérentié  la  quantité  «MN  cos  co  sin*""^*»  ,  on  revienne  de  la  diffé- 
rentielle à  son  intégrale ,  on  trouvera  la  formule  de  réduction 
2raV""^'  =  (2/z  — .  1)  (i  H-  sin^ot  +  sin^^)V"  -f-  etc.  donnée  dans  la 
case  IX.  Faisant  dans  cette  formule  /^  =  i ,  on  en  tire  V^  ou 


ûidufixn'^a 


MN 
du 


d'où  résulte  la  formule  insérée  dans  la  case  IX.  On  connaîtra  en- 
suite les  valeurs  de  V%  V%  etc.  par  la  formule  de  réduction. 

(28).  Le  cas  de  a  =  o  fournit  plusieurs  corollaires  remarquables. 
Alors  on  a  c  =  1 ,  >  =  ê,  A  =  cosç>, 

sin^c    rr  J^ d<P  c"s  p     "1 

bxri'C     ^/i4-sin^\  sing     ^y  1  +  sir,  g  sintp  \ 

'      2  cos'C     \  i  —  sin  (p  /         acos'C      \i  —  sinfsinip/ 


=  o 
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Faisant  (p  =  ^  ,  celte  formule  donne 

« -p sin'g    jj/i  +  sinC\  __     sinC      p/ i  -fsin'gN 

2coi=C       \i  —  sinC/         ûcos'^C       \i — ûnK  )' 

:^Wa,  on  aura 

/udo)     //•„/•           •    -    \         îTsin^   ^/i-j-sinC\         sr  /,    i  fftt  = 

-^ —  /(sin^G  —  sm'^a)  =  -— ;—  ^(    ^  .  ^  ) £ — ;;     \ 
sin  »  '   ^                             ^             4          \i — sint/        2      cos  t      l<a  = 

Cette  intégrale  se  réduit  à  -  .^'2,  lorsqu'on  fait  ^z=:\^.  En  effet,  on 

sait  d'ailleurs  que  l'intégrale  /  ^^-^. -y  prise  depuis  û)=:o  jusqu'à 

cd  =  o  jusqu'à  û)=:-^';r,  est  égale  à  ^itl^.  On  peut  aussi  la  déduire 
des  formules  de  l'art  45,  2' partie;  car  en  intégrant  par  parties,  on  a 

/6id  ai  cos  ai              7    •                    rj     1    '                      •.       • 
— : =  càlsincù  -—  /acolsmcà  :  soit  sm  a  z=  x .  on  aura 
sin  «                                    •'                                                          ' 

^,     y    .  f       dxlx  j  IV     .  '         1        r  aidai  cos  ai  .  •, 

fdoûlsm Où  z=.  j    ..  — T-  ;  donc  1  mtegrale  y  — ^^ ,  prise   depuis 

r  dxi^ 

ft)  =  o  jusqu'à  Cù7=.\7r  ,  est  égale  à  l'intégrale  /  ,  prise 

depuis  j:  =  o  jusqu'à  cr=  i;  or  celle-ci,  d'après  l'art,  cité,  se  réduit 
à  j7rlog2. 

/N 
■^cùdcù ,    qui    de- 
vient /    ,,'".     ^^-r-T,   cette   valeur    devient   indéterminée.   11  faut 

J   \/\i!>nYa)  —  sm-'a) 

donc   supposer   Q  =.  \7r  —  g,   6   étant    infiniment  petit  ;   mais   le 
moyen  le  plus  simple  de  déterminer ,  dans  ce  cas ,  la  valeur  de 

/-tA-t- — — -—: ,  est  de  remonter  à  la  valeur  de  Y'  de  l'art.  2A. , 
laquelle^  dans  le  cas  de  ^  =  j7r,  devient 

V'  =  C  ^^     ( - ^ 

J  I  — XX  \  ^(cos^a  -f-  x"^  sin^ct)  /* 

Soit  X  =  cototlang<p  ,  on  aura 

J  sin  a  -j-  siii  (p  \  I  +  tang  \  a.  tang  ^  <p  /  ^  " 

Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  (p==o  jusqu'à  (p=a;  ainsi 
en  faisant  <p=a,  on  aura  V  ;=  ^(2  cos' | ot) ,  d'où  résulte  enfin  la 
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formule 

De  là  on  peut  réciproquement   conclure  que  dans   le  cas    où 
C=v'7r — 6,  6  étant  infiniment  petit,  (qui  donne  c*z=  i  —  6*tang"a, 

sin^y  =1 —)y  la  fonction  n  ( — sin*j/,  c,  ^),  doit  se  réduire  à 

COS  et-  ■.  ^        ,  ,.  COS  et  m  .        ,  .V 

-— -  log  (l  +  COS  «) -—  log(i  4-  COS'^a); 


et  par  conséquent  l'intégrale 


f: 


ga  y 

(cos*<p  H ^  sin^(p)  v/(cos»(p  +  é*  tanguât  sin='(p) 

prise  entre  les  limites  (p  =  o,  (prrri-Tr—- g,  se  réduit  à 

COS  a  log  (  I  +  COS  et)  —  |  cos  et  log  (  i  -f-  cos'ct). 

Nous  remarquerons  que,  d'après  la  formule  du  n*  12,  la  même 
intégrale,  prise  depuis  (p  =  o  jusqu'à  ^:=.\7r ,  a  pour  valeur... 

^cosa/(  — ),  ou 

cos  et  log  (  I  +  COS  a)  —  ~  cos  cl  log  (  i  —  cos'a) . 


Il  n'est  pas  étonnant  que  cette  seconde  valeur  soit  plus  grande  que 
l'autre,  puisque  l'intégrale  est  prise  dans  une  plus  grande  étendue; 
mais  ces  deux  résultats  seraient  très-difficiles  à  vérifier  par  l'inté- 
gration directe,  et  ils  méritent  par  leur  singularité  et  leur  diffi- 
culté, de  fixer  l'attention  des  géomètres. 

(3o).  On  peut  néanmoins  trouver  assez  facilement  la  différence 
qu'il  y  a  entre  les  deux  formules,  à  raison  de  la  plus  grande  exten- 
sion de  l'une  d'elles.  En  effet ,  pour  avoir  celte  différence ,  soit 
(p  =  \7r  —  9,  on  aura  à  intégrer  depuis  6=:o  jusqu'à  6  =  6,  la 
différentielle 


C^-^^)^^^'+^^*^"&"'*) 
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Soit  0  =  €  lang  a  tang  ^f. ,  la  transformée  sera-— — J  .  ^ ,  ,  et  son 

inteWale  ^cosot/'f  ^ sii^x    p^^jg^j^j  ^^  j^   limite  9  =  e.   ou 

•4/  =  ^  '71'  —  a ,  cette  iate'grale  deviendra 

1  -\-  COs'at' 


±  jo/ l_+.COS»at\     . 

*  \  1  —  COS^*  /  ' 


re'sultat  qui  s'accorde  parfaitement  avec  la  difîerence  que  nous  avons 
trouvée  entre  les  deux  intégrales,  Tune  prise  depuis  <p  =  o  jusqu'à 
<p  =  I  -TT  ,  l'autre  prise  seulement  depuis  (p  =  o  jusqu'à  (p  =  |  tt  —  e. 
Au  reste,  on  peut  remarquer  que  la  formule  trouvée  art.  io3^  se 
rapporte  à  ce  genre  d'intégrales. 

CASE   X. 

(3i).  Considérons  la  double  intégrale 

dpdq  sin  p  {^A  +  B  cos*p} 


=//; 


dont  les  limites  sont  o  et  ^  ':7-  pour  chaque  variable. 

Si  on  intègre  d'abord  par  rapport  à  ^ ,  et  qu'ensuite  on  fasse 
cosy9  =  X,  il  restera  à  déterminer,  entre  les  limites  x=:o,  x-:=.i  , 
l'intégrale 

ry  5r  pT  {A-\-Bx^^dx 

Z  =  -  cos  ot  cos  6  /  -— ,  ■  ,^.  , .; i  .\  ,. 

c    •.    >o    ^  .  sin  (Ç  .  ».  sin  a 

boit  b  •<  a  et  jf  =  -T— r  :  soit  en  même  temps  c  =  -:— ^  ,  on  aura 

„            !TCOS«COSC    C^^fk       ,     -nfin^iPN 
Z/  = r-7 /    — -f  A  -f-  D^-r^  )  : 

2  sin  C      J     A  \        '        sin^^  /  ' 

d'où  résulte ,  après  avoir  fait  (p  =  C  ,  l'intégrale  cherchée 

Z  =  Ifl^fi?  AF(.,  O  +'^'°r"'^/B[F(c,  0-E(c,  01 

(52).  Faisons  maintenant  les  intégrations  dans  l'ordre  inverse,  ci 
pour  cet  effet,  soit  cosyt7  =  j:'  et 
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nous  aurons  d'abord  à  intégrer  la  difFérenlielle 

C09^«.(A-f-Bx^)f?a: 

Son  intégrale,  prise  à  compter  de  j?=o,  est 

(A  sin"« -f- B)  cof»   ^/ i -4-a:  sin  «  \         -, 

7 — J/{  — ■ r —  )  —  Bx  cot*a>  : 

Qsin»  \i — xèino)/ 

si  ensuite  on  fait  a:=  i,  et  qu'on  appelle  V  le  re'sultat,  on  aura 
V  =  -  B  cot^^  +  (A  sin^^  H- B) -^ï^ /^r  1^4^  \ 

Cela  posé,  la  valeur  de  Z  étant  fVdq ,  il  faudra  dans  celte  formule 
substituer  la  valeur  de  dq  en  fonction  de  cp  ;  or  de  l'équation  sup- 
posée on  lire  successivement 


Csin^^  —  sin^a)  sin'^ûr  =  — -^  (cos^co  —  cos'é")  , 
Csin"^  —  sin^^a)  cos''^/  =  — —  fcos^a  —  cos^&j)  , 

\  y  I  cos  «  ^  ''  ' 

(sin'^  —  sin'a)  dg  sin  n  cos  a  =  cos^'a  cos^é* .        ^ 
^  .        '        '         '  cos^« 

7    cos  Bt  cos C.  da  tançai 


Donc   enfin,   si    on   fait   pour   abréger,    M=  {/(sin^'a)  —  sin^a)  , 
N  =  v/(sin*^  —  sin^o)) ,  a  =  iJ?(  i±4^  )     on  aura 

Z  =  Acosotcos^/  — tt^tt hBcosût  cosê/  (-. 1  )  -^TT— -, 

J         MN  J    \sin<y  /       MN       ' 

ces  intégrales  étant  prises  depuis  a  =  a,  jusqu'à  a  =  ^. 

(33).  Comparant  entre  elles  les  deux  valeurs  de  Z ,  on  en  tire 
ces  deux  formules 


J   ■     MN       ""asine^  ^^^  ^'^^ 

Ajoutant  à  la  seconde  formule  la  valeur  de  y  -tT"  *"  donnée  dans 
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la  case  I,  on  en  déduit 

Nous  avons  ainsi  les  deux  premières  formules  de  la  case  X. 
Pour   avoir  en  ge'ne'ral  la  valeur  de  l'intégrale  /  t^tJ^"^?  que 

nous  désignerons  par  P"*,  il  faut  différentier  la  quantité  -r  ' 


puis  revenir  de  la  difTérenlielIe  à  l'intégrale ,  ce  qui  donnera  la 
formule  de  réduction 

(2/2+0  sin'^asin^^P*"'^"  =  27i(sin'ût  +  sin*^)P"'— etc. 

rapportée  dans  la  case  X;  et  au  moyen  de  cette  formule,  on  trou- 
vera successivement  les  valeurs  de  P^,  P^^  etc. 

(34).  Quant  aux  corollaires  qui  terminent  la  case ,  ils  se  dé- 
duisent sans  difliculté  des  formules  générales  ,  les  uns  en  faisant 
C  =  77r,  les  autres  en  faisant  a  =  o.  Il  suffira  seulement  de  faire 
voir  ce  que  devient,  dans  le  cas  de  «  =  0,  l'équation 

r(_iL-„  x)  ^^=— ;:-— [F(^,  ^)  ~EC^,  ^)]. 

Alors  le  second  membre  prend  une  forme  indéterminée^  et  pour 
en  avoir  la  valeur,  il  faut  supposer  a  infiniment  petit,  ce  qui  rendra 
de  même  c  infiniment  petit.  Or  on  a  en  général 

et  puisque  A  =:  v/(i  —  c""  sin*(p) ,  si  on  rejette  les  infiniment  petits 
,de  l'ordre  à  ou  cà ,   le  second  membre   se   réduit  à  c^fd<^  siu'^fp 

=  —  (<p  —  sin(pcos(p);  donc  en  faisant  (p  =  b,  on  aura 


/ 


(î2  —  sin  (S)  dùû  cos  a  ^^       tt        .p  '     P  P\ 

mivTî;;;^;^ —  TïïTv^  C^  —  sm  ^  cos  è;. 


MNsinV  4sin->C 

CASE    XI. 
(55).   Pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  l — '"^^f^""  " ,  que 
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nous  désignerons  en  général  par  Q" ,  il  suffit  de  changer  le  signe  de  n 
dans  la  formule  de  réduction  de  la  case  précédente  ^  parce  qu'alors 
P""   se  change  en  Q""",  et  l'on  aura 

(2«+i)Q'"'^'=2«(sin'a+sin"e)Q""— (2/2--i)sin»«tsin»^Q'''— +H'', 

H*"  désignant  l'intégrale  /  — ~~i ~  >  dont  la  valeur  a  été  don- 
née dans  la  case  III.  De  là  on  tirera  la  valeur  de  l'intégrale  Q% 
en  faisant  «  =  o ,  puis  celle  de  Ç^  en  faisant  /z  =;  i ,  et  ainsi 
de  suite. 

Les  corollaires  offrent  plusieurs  formules  remarquables,  mais  ils 
se  déduisent  sans  difficulté  des  formules  générales. 

CASE   XII. 

(36).  Pour  parvenir  aux  formules  contenues   dans   cette  case, 
considérons  la  double  intégrale 

■yj r r dpdq  sinp  cos'^q 

dans  laquelle  les  deux  variables  ont  toujours  pour  limites  o  ei-TC, 

Si   on    intégre    d'abord  par   rapport   à   »,    et  qu'on    fasse  — ^ 

*  cos"*» 

=  — ^  H r-  ï  on  aura 

COS'^C  COS  afc   ' 

■wj coscecos^^     r  ndu      ,/s\i\^u  —  sinV\ 

sin^C — iin^a.  J    cos  «  ^  \  ûifC  —  i>in^<w  /  * 

l'intégrale  devant  être  prise  depuis  oj  =  a   jusqu'à  a  ■==■  C. 

(37).  Faisons  maintenant  les  intégrations  dans  un  ordre  inverse  : 
l'intégrale  étant  prise  par  rapport  à  ^,  si  on  fait  cos;?  =  x ,  on  aura 

•y 71-  coii'gt  cos°»      r   àx      p  cosC      ,/ \ — x'sin^*\"~j 

2(sin=e — sin'dt,)]  1  —  xx\_J        cos  a  ^\r — x""  sinK  ) _S 

Soit,  pour  abréger, 

x=r-^^  et  v=^^r-^v/r^-=^^'), 

J  i-^xx  cosaj  l^XX^   \1'-X''S\U<J* 
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afin  quon  ait  V  =    , .  ^^ r— -^  (X — Y).  Si  on  fait  a:  =  -7-^,  et 

c^=-T— ;r,  on  aura  d'abord 

1 

ou 


Ycos  C        rdo)/  .  „      ,        cos'it     \ 
cosatàinfe^     A\  sin<p/' 

ce  qui  donne  l'intégrale  indéfinie 

Y  —  _£^     fsin^a .  F  +  cos^an  f—  -r^-S\ 

Mais  en  faisant  v  =  cot  Q>  cos  at .    "^   ,  on  a ,   comme  au  n*   24, 
n(_-^)=:F-n(-sin':t)+  :5ï8i/'(L±lV 

\       sin%/  ^  ^  2  cos  a        \i — r /' 

donc 

cos^      -,         cos  f  cos  « 


Y  = 


cos  A  sinC 


-,  cos  fe  cos  «  ^  .  •     ,    \     I     1     /^  /  1  +  ''  \    - 


et  de  là 

*      \i — x/  \\ — r/        cosstsinS        '         sinb  ^  -' 

Mais  la  partie  7 /'^^-—^j  —  \'^\—ZZ~)  ^®  re'duil  ,  comme  ci- 
dessus  ,  d'abord  à  £(  ~"T~  )  —  s^  '^\  _  a  )  j  ensuite ,  par  la  subs- 
titution des  valeurs  de  x  et  de  r  en  fonctions  de  (p  j  elle  devient 

p/  1  +^\     ,     T    pf  i  —  sinV sin'ip \  ^ 
•^  \^  1  4-ry  ■T'  '       V       A^^cos^^i        J' 

/ 
iusques-là  il  ne  s'agit  que  de  l'intégrale  indéfinie. 

Maintenant  à  la  limite  de  l'intégrale  on  aa:  =  i,  (p=C,  r=i, 
A  =  cos  a ,  ^  ~.r",,,"r"  =  I  +  tang''»  -f-  tangué"  ;  donc  enfin  on 
aura  pour  seconde  valeur  de  V, 
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+  ï-^(i  +  taiig=^  + tangue)  3 

(38).  Comparant  ces  deux  valeurs  de  V ,  on  aura  la  formule 

Ajoutant  lequationj       mn      ^T^Î^^^^^  ^^^  *^^  *^'^"^® 

c'est  la  seconde  formule  de  la  case  XII. 

(59).    Pour   avoir   les    autres   formules ,   désignons    en  général 
par  T*"    '  l'intégrale /:jrTi^;7 — '^„^^   ;  si   on  différentie  la  quantité...* 

• — — ,  et  que  de  la  différentielle  on  revienne  à  l'intégrale  ,  on 

trouvera  la  formule  : 

2/zcos*acos'^T"'"^'  =  (2«— .i)(cos"a4-cos=^  +  cos^acos=^)T'""\ 

—  (2«—  2)  (  I  +  cos=^a+  cos^^  )  T"— 
+  (2«  — 3)T""-'  +  B"% 

B     étant  1  mtegrale  /  — i- — ,  donnée  dans  la  case  III. 

Si  on  fait  «  =  i  dans  cette  formule ,  on  aura 

2  cos*a  cos'^T^  =Ycos''a  ■+•  cos'^  +  cos^'a  cos^O  Ar^r— — 

^  '  ''J  MN  COS  a 

'Q.dt» coi^M    .    îT  (cos  a  —  cosCY 


-r 


MN  4  COS  a  COS  C 


L'intégrale  j  — ^^S---  est  donnée  par  les  deux  premières  formules 
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de  la  case  XI;  ainsi  en  substituant  sa  valeur,  on  aura 


MNcoô'^«  8cosVcos'C  "•  acos^-cos^f        ~~J  ïi 


MNcosû) 
4siafcos=«4^  ^^'  ^-^         4cos»aco5^C^^'^^  ^-^^ 

c'est  la  troisième  formule  de  la  case  XII. 

On  déterminera  ensuite  aisément  par  la  formule  de  re'duction , 
les  intégrales  T^,  T',  etc. 

CASE    XIII. 

(4o).  Diaprés  les  dénominations  rapportées  en  tête  de  la  case  , 

SI  1  on  tait  cos*û)  = ^ -,  on  aura  en  gênerai 

d'où  l'on  voit  que  cette  intégrale  ne  dépend  que  de  l'angle  6*. 

De  même,  si  l'on  fait  cos'o)  = -X.  .    ,  on  aura  générale- 

ment 

PQ  cos--*-.  =  S?^-/^'P  C  '  -  «'"'g  ^"'•^)-  »  {^  =  ^ 

de  sorte  que  cette  intégrale  ne  dépend  que  de  l'angle  X. 

On  peut  d'ailleurs  observer  que  Q,  est  l'hypoténuse  d'un  triangle 
sphérique  rectangle  dont  a  et  ^  sont  les  deux  côtés  ,  et  que  dans 
ce  triangle  A  est  l'angle  opposé  au  côté  y,  et  ^tt  —  Ô,  l'angle 
opposé  au  côté  a. 

(4i).  De  la  dernière  formule  on  déduit  les  deux  suivantes,  qui 
s'expriment  par  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module  est.... 
c  =  sin  Q,  : 


/'  du  sm  v  1         ck     —   J 

PQ  cos=^"7  ~~  cos="y  / ^'"" '«^  y  __ 

J        PQ       —  cos  yj-^^' 


A. 


Si  dans  ces  formules  ou  fait  a  =  o,  ce  qui  donne  ^  =  J^,  As^ïTt, 
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Q  =  sin^,  P  =  v/(sin*^  —  sin"û>),  on  aura  les  deux  suivantes: 

Ces  inte'grales  seront  donc  toujours  faciles  à  exprimer ,  au  moyen 
des  deux  fonctions  complètes  F'(^)>  ^'(^)>  ^^  ^^^  ^  toujours 
c  =  sin  €. 

Si  l'on  observe  d'ailleurs  qu'on  a  généralement ,  lorscjue • 

et  que  dans  ce  cas,  ^  =  cos^,  on  en  conclura 

c'est  en  effet  ce  qui  résulte  immédiatement  de  la  substitution 
sino)  =:  sin^  sincp. 

De  là  on  voit  qu'on  a  généralement 

_  —  cas  ^  I 

l/(sin^^  — sin"*)  V    cos"»\/(sin'Ç— sin^«)* 

Ces  deux  intégrales  étant  prises  entre  les  limites  «=0,  a)=s^. 

CASE   XIV. 

(A2).  11  suffit  de  la  substitution  cos*(W  = .  ^  ^  .  „   ,  pour  ob- 

tenir  les  deux  formules  générales  comprises  dans  cette  case. 


(*)  On  peut  démontrer  immédiatement  cette  formule   en  faisant 

tangç  =  T  cot  4  ,  car  alors  /  ■  ;„.^r  a  pour  transformée  —  -t—  yH4A''"~'(-4')  ;  or 
cette  dernière  intégrale  devant  être  prise  depuis  -^  ziz  ^tt  ,  jusqu'à  4  =  0,  est  la 
joaême  c^ae  r^  fd<fA^'^~\<p)  prise  depuis  <p  =  o  jusqu'à  ^  =  5». 
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Les  intégrales  en  (p  s^étendent  jusqu'à  (p^z^vr;  ainsi  elles  s'ex- 
primeront toutes  par  les  trois  fonctions  complètes  F'(c),  E'(c), 
ri'  ( —  c^  sin^^,  c).  Cette  dernière  peut  d'ailleurs  s^exprimer  en  fonc- 
tions de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce,  au  moyen  de  la 
formule  du  n°  io5,  qui  donne 

n'(-o'sin»g,c)  =  F-(c.)  +  2;^[F'(c)E(c,ê)-E'WF(c,ê)]., 

Si  l'on  a  y  =  {7r,  ce  qui  donne 

é'==a,     P=cosa),     Q=:^(i — cos*a  cos^f»)  , 

les  formules  pre'ce'dentes  ne  peuvent  avoir  lieu,  parce  que  la  valeur 
de  cos'«  ne  peut  plus  être  repre'sentée  par  la  formule  supposée. 
Alors  on  a  l'intégrale 

rp2« /^  dû)  COS'"~'&(  f  &)  =  O 

"~V  K  (  1  —  cos^et  eos''»  )  '  1  4/  r=  i  7r 

dans  laquelle  faisant  sin  &)  =  tanga  tang  cp,  on  obtient  la  transformée  ^     | 

cos"'~'a,  J  cos(p\  cos^çj       '  \  <p  ■=:  ^tt  —  a. 

Cette   intégrale   ne    dépend   en    général   que   de   la   transcendante 
/— ^  qui,  dans  les  limites  données,  se  réduit  à  \£(^  H-cosa\ 

à  logcot^a. 

CASE    XV. 

(43).  Il  s^agit  de  faire  voir  que  les  quatre  intégrales  désignées 
par  T,  V,  T',  V,  peuvent  être  transformées  en  quatre  autres  d'une 
forme  plus  simple,  et  qui  ne  contiennent  qu'un  radical. 

Pour  cet  effet,  substituons  d abord,  au  lieu  de  &),  la  suite 

tang  cû  —  i  tang^ûe)  +  ^  tang^&)  —  etc. ,  on    aura  la  première  de  ces 
intégrales 


T  =/p^  (  i  tang  œ  —  |  tang'«  +  etc.). 


PQ 
Soit  ensuite  tang  o)  =  tang  >  cos  (^  et  cs=^,  on  aura  la  trans-; 


sine' 
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formée 

Supposons  qu'on   ait  déterminé  généralement ,   pour   une  valeur 
quelconque  de  /?*,  l'intégrale 

z  ==y  -^-^  Ct  ""  5-  ^^^  ^  +  7  ""^^^  ~  ^^^v  ' 

si  dans  cette   intégrale  on  fait  77J=tang5/,    et   que   Z   se  change 

Z' 

en  Z',  on  aura  alors  T  =  -r— 5 —  :  ainsi  tout  se  réduit  à  trouver 

la  valeur  de  Z.  Or  en  différentiant  par  rapport  à  m,  on  a 

~j—=  ^      (m*' — w'^cosY -f-'^ï  cosv — etc.)  =  /7 ^ — 4 — ; 

Soit  c  sin  ^  ==  sin  4  3  ce  qui  donne  A  =  cos  4  ?  on  aura 

Avant  d'aller  plus  loin ,  j'observe  que  la  valeur  de  m  qu'il  faudra 

substituer  après  les  intégrations  étant  tang^,  la  quantité    i ^^ 

est  toujours  positive.  Soit  donc 


h 


2.^a 


'/n^ 


1 


> 


1   +771* 

et  on  aura 

dZ  7n'  r         d-^       ^ 

dm  c(i  -i-m'')J  cos'-4/+7i^siiïsj/' 

d'où  l'on  tire  en  effectuant  l'intégration , 

dZ  m^  /  »  N 

Les  limites  de  ^  étant  o   et  ^^r,  celles  de   tang  -^  sont  o  et-, 
faisant  donc  ^  =  tang  (p ,  on  aura 

^/Z  =  -7— p— -.(p. 
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Mais  puisqu'on  a  ;z  =  -  tang  (p ,  on  déduit  de  là, 

/7i*  =  ^  (c*  —  sin'cp). 
Ainsi  en  substituant  la  valeur  de  m  en  (p ,  on  aura 

Z  =  —  ^,  f<pd<p  v/(c"  —  sin'cp). 

Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  la  valeur  de  (p  qui  donne  mz=zOf 
jusqu'à  celle  qui  donne  m  =  tang  5/  :  dans  le  premier  cas  on  a  (p=A, 
et  dans  le  second  (p  =  6;  et  parce  que  A  est  >>6,  il  convient  de 
mettre  Z  sous  la  forme 

Z  'J=  ^S<pd(p\/{c* — sin='(p)  : 

et  l'intégrale  devra  être  prise  depuis  (p  =  6,  jusqu'à  (p=:X. 
De  là  résulte  l'intégrale  cherchée 

T  =    ■  f  "  ^  ^  M(p  /(sin-A  —  sin'(p)  ;  \^  =  ^ 

c'est  la  première  formule  de  la  case  XV.  La  seconde,  qui  donne 
la  valeur  de  V,  se  démontrera  d'une  manière  semblable.  : 

(44)-  Pour  démontrer  les  formules  qui  concernent  les  deux  inté- 
grales T',  V,  il  faudra  substituer  au  lieu  de  H  sa  valeur  développée 
en  série  ,  laquelle  est  sin  a  +  ^  Ûxï^cû  H-  j  singea  -\-  etc.  Du  reste,  le 
calcul  sera  entièrement  semblable  à  celui  dont  nous  avons  donné 
le  détail  dans  l'article  précédent. 

(45).  Si  Ton  fait  sin  (p  =  sin  A  sin -vf,  et  sinA  =  c,  les  valeurs 
trouvées  pour  T  -|-  T'  et  V  +  V  prendront  cette  forme 


-L.  V'  =       ""         C 

'  Q.s\nC  J  v/(i 


V 


OÙ  les  intégrales  doivent  être  prises  depuis  >[/=:a  jusqu'à  'vj,  =  '^'K^ 
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On  obtient  ainsi  pour  les  valeurs  de  ces  intégrales ,  des  expressions 
en  fonctions  elliptiques  qui  se  transforment  comme  dans  l'art.  lO, 
et  donnent  les  résultats  consignés  dans  la  table. 

(46).  Ces  mêmes  résultats  peuvent  être  obtenus  d'une  manière 
plus  directe.   Considérons  pour  cet  effet  la  double  intégrale 

dpdq  sin  p  (A  -f  B  coR^p) 


rr  dpdq  sin  p  (A  -f  c  cos^pj 

"^  ^  coa'p  +  sinVl   ^"\^  4-  cos  V  sin^o  ) 


dans  laquelle  les  variables  ont  pour  limites  o  et  ^tt. 

Si  on  exécute  les  intégrations  d'abord  par  rapport  à  q ,  ensuite 
par  rapport  h  ^,  et  qu'on  fasse  c  =  ^^^,  on  aura  pour  résultat 

r,  -r»  r  'J"  C0S^î4      ,      T  COS  A%\n^   ^^   a         /a  \"~1 

Z  =  B r-7-  H ■   ,      ■   ,      E  {c,  G) 

+ -^^V  [ A  sin>  —  B  cos>]  F (^,  Q. 

(47).  Faisons  maintenant  les  intégrations  dans  un  ordre  inverse, 
et  soit  cos^o  =  Jc ,  nous  aurons  d'abord  à  intégrer  la  différentielle 

^p  —      (A  +  I3x^)f/r 

OÙ  Fon  a  w*  =  ^^^  -{-cos^y  sin»<jr.  H  faut  pour  cela  distinguer  deux 
cas,  selon  qne  m  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité.  Or  je 
remarque  que  depuis  sin^  =  o  jusqu'à  sin<7  =  ^^-^,  la  valeur  de 
m  est  plus  grande  que  l'unité ,  et  qu'on  peut  faire  m  =  — —  ;  mais 
depuis  sin  q  =  -^-^  jusqu'à  sin  ^  =  i ,  on  a  /7î  •<  i  ,  et  il  faut  faire 
/»  =  cosa>. 

ooit,   1°.         m*  =  — ^  =  — r-^ -I- cos*>  sm^ûr ,  on  aura 


COS  Ci. 


dV  =  cos'o) .  — ^^ —  ■  „    . 
Intégrant  depuis  j:  =  o  jusqu'à  ^  =  i ,  et  appelant  P'  celle  première 


52  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

partie  de  la  valeur  de  P,  on  aura 

.  p'  _  _  B  coro)  -f  (  A  sin^û)  4-  B)  a  cot*û>. 

11  ne  restera  plus  qu'à  trouver  la  partie  de  l'inte'grale  Z,  de'signée 
semLlablement  par  Z',  dont  la  valeur  esifVdq.  On  substituera 
pour  cet  effet  la  valeur  de  dq  en  fonction  de  co ,  et  ou  trouvera^ 
d'après  les  de'nominations  de  la  table, 

Z'  =  Acosa.V'  +  Bcosot.T'. 
Soit ,  2".   /w  =  cos'<M  =  — V^  +  cos'^'v  sinV ,  on  aura 
^p  ~    (A  +  Bx^)c?.r 

et  l'intégrale  de  cette  quantité,  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  a;=  i  , 
donne  pour  la  seconde  partie  de  la  valeur  de  P, 

P'=-4-  +  (A  — Bcot'^) 


binco  cosff 


De  là  résulte  la  seconde  partie  de  la  valeur  de  Z^  TJ'  z^fP'dq  y 
dans  laquelle  substituant  la  valeur  de  dq  en  fonction  de  «a,  on  trouve 

Z^'=:Acosa.VH-Bcosa.T  ; 

donc  enfin  la  valeur  totale  de   Z  est 

Z  =  Acosa(VH-V')+Bcosa(T  +  T'). 

Comparant  entre  elles  les  deux  valeurs  de  Z ,  on  en  tire  les  deux 
formules  données  dans  la  table  pour  exprimer  les  valeurs  de  T+T' 

etV  +  V. 

(48).  Le  cas  de  5/  =  a,  où  l'on  a  cos^  =  cos*<*,  mérite  d'être 
remarqué,  parce  qu'alors  les  quatre  intégrales  T,  T',  V,  V,  sont 
prises  entre  les  mêmes  limites  cs)  =  o ,  (W  =  a.  Il  conduit  aux  deux 
formules  rapportées  dans  la  table. 

(49).  Enfin,  le  cas  de  ^  =  |7r,où  l'on  a  ^=|t,  XzzzItt, 
0;:=|-7r  — a,  donne  ces  valeurs  très-simples  de  T  et  T% 

T 
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sm  af" 


où  les  intégrales  doivent  être  prises  depuis  9  =  j  Tf — et  jusqu'à 
(p  =  j  7f .  Or  en  ge'néral  on  a 

f(^d<^  cos  (p  =  (p  sin  (p  -f-  cos  (p  +  consl.  , 

f(^\'7t  —  (p)d^cos<p  =  (Î7r  —  (p)sin(p  —  cos(p  +  const. 

Donc  entre  les  deux  limites  désigne'es,  la  première  de  ces  intégrales 
=  ^7r(i  —  cos  a) -f- a  cos  a  —  sina,  et  la  seconde  =  sina  — a  cos  a. 
De  là  re'sultent  les  deux  formules 

/•       (1  —  u  cot  *)  d'ù         __        \  TT  a,  cot  a.  —  1  f  «  =  o 

siii:c^(i  —  cns^<*cos*«)  x-|-co&a^^        sin  <t       ^  1  «  =  i»- 

/'  (iî  —  si  n  «)  r/a)  r  os  ■>      1  —  A  cot  tt  (  a  =  o 

sin^ a  1/(^8X11^ a,  —  bin^a)  ~*~"        sina       '  '  \  at  =  et 

où  l'on  doit  remarquer  que  la  première  de  ces  intégrales  est  prise 
depuis  û)  =  o  jusqu'à  co  =  j'7Cj  et  la  seconde  depuis  ct)  =  o  jusqu'à 
O)  =  a. 

Ces  deux  re'sultats  peuvent  se  vérifier  par  l'intégration  directe. 
En  effet,  on  a  indéfiniment 


A 


(1  —  a  cot  6))  <i'')  a»  ^/(  1  —  cos'^*  cos"«) 


sin»y/(i — cos^cj  cos^'û»)  sin^st  sin  « 

cos  et 


+  ~V-  arc  sin  ("cos  eu  cos  a)  •+-  C. 
Prenant  cette  intégrale  depuis  o)  =  o  jusqu'à  a)  =  ^7r,  elle  se  ré- 

^^  _l      et  cot  et—  I 

duit  a  — ; . 

1  -f-  cos  a.  ain  et 

On  a  de  même  en  général  ^ 

/•  (n  —  sma)  da cos e»  ni/(sinV  — sin^a)  cosct  /cos«\  j^p, 
-: — ;; ■  -  ■  „ : — ; — r  .— — —  • r— : -f-  -: — ;—  3lTC  C0S(  )~T~  *-'• 
sin'*\/(sin*«t  —  sm'ai)                      sin^etsniû)                 sur  £4                 \cos«/ 

Prenant    cette   intégrale   depuis    co  =  o   jusqu'à    &>  =  a ,    elle    se 
réduit  à -. ,  comme  on  le  trouve  à  la  fin  de  la  case  XV. 


5^  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

CASE    XYI. 

(5o).  Par  les  formules  des  cases  I,  II,  IV,  V  et  VI,  on  peut 

connaître    en   général   la   valeur    de   l'intégrale  /  ^jt^  cos'"a)  sin"A) , 

quels  que  soient  les  nombres  entiers  m  et  « ,  positifs  ou  négatifs^ 
pourvu  que   m-^n  soit  pair.  Les  formules  de  la  case  XVI  don- 
neront la  valeur  de  cette  intégrale  lorsque  m  -f-  w  sera  impair. 
Soit  pour  cet    efïet   sin'^iw  =  sin'dt  cos"  (p-j-sin''^  sin"(p  = : 

sm*b(i — c^'sm'fp;,  et  c''  =  i  —  "^~i7">  *^^  ^\xvz.  en  gênerai 


/ 


(la  con  a  sin^"(y  .    .„    .  p  r  ^■^    ,7 

^^ =  sm— '^/A— ^^<?). 


Cette  intégrale  devra  être  prise  depuis  (p  =  o  jusqu'à  <p  =zl^  ; 
ainsi  elle  ne  dépendra  en  général  que  des  deux  fonctions  com- 
plètes F'(£'),  E'(c).  Il  en  sera  de  même  de  l'intégrale  générale 

J  MNsin'"*>         sin^"-^'Cj  A'^"-+-'         sinCsia^'w-'  ^' 

et  ainsi  on  a,  quel  que  soit  «, 

C  da>  cos  J  1  P  dé>  C03  a  sin'"!» 


r,  dcù  cos  J    1  r 

J  MNsin'"û»  sln^^Vsm^ J 


MN 
Par  la  même  substitution ,  on  trouve  en  général 

/do)  1  r d^ 

MN  cos^"-'a  sin  C  cos^C  J  (  1  -{-  c^  tang'C  sin»(p)"A  '' 

intégrale  qui ,  étant  réduite  d'après  la  formule  j t^  ^^  la  case  VI, 

pourra  toujours  s'exprimer  par  lg«  trois  fonctions  complètes  F'(c), 
E'(<?),  n'(6'Mang''^,  c)  ;  et  cette  dernière,  comme  on  sait,  peut 
être  exprimée  en  fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  es- 
pèce, par  la  formule  du  n°  g6. 

Les  trois  autres  formules  générales  de  la  case  XVI,  se  déduisent 

des  trois  précédentes  par  le  seul  changement  de  a  en  -  —  ^  ,   et 

de  ^  en  v-TT  —  a. 


SUPPLEMENT. 
TABLE  GÉNÉRALE  DES  FORMULES. 
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CASE  I. 


Dénominations  < 


N  =  ]/(sin'b  —  sin**) 
in'^ —  sin"« 


k  = 


sïn^S 


Limites  des  intégrales    <  . 


/ 
/ 
/ 


du  cos  a  s'iTi  a 


MN 


cos«sin-'«         îT 


MN 


COrW3in*« 


=  -  (^sin*«-|-isin»0. 
1.3  . 


MN 


=  -  (  ^  8in^««  -}-  5  sin*« .  i  sin=C  +  ~  sin^ff  ) , 
a  \2.4  *  *  2.4         / 


et  en  général , 

/c?«cos«8in''""^'<»  -,    ,  .  .     «  . 


Lim, 


1  <P=i'' 


ou  ,   en  effectuant  l'intégration  , 

/C?4.C05â»Mn*"-*-'<»  "^    '   ^nr  f  L    I     I    "•'^  —  ï   T.      »-3  N 


/. 


MN  sin  a»         2sin  «  sin  C  * 

~  ;r"~3 — ^-^  (  ïsm'*  +  \  sin^S) , 


J  MN  sin 
et   en  général , 
du  cos  « 


/i 


MN  sin*"-+-'a»        sin»"-*- 


'»  sin»"-^-'^  j 


du  cos  «  sin'""^* 

MN  * 
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EXERCICES  DE  CALCUL  INTEGRAL.^ 


CASE  II. 


Mêmes  dénominations  et  limites  que  dans  la  case  I. 

cos'**  —  cos''^ 


De  plus,    h  = 


coa  « 


/ 
/ 
/ 


da)S\n  a  COSûi 

MN 
du  sin»  cos^ô) 

mN 

dûi  sin&i  cos^o) 

MN 


-  (|cob»?+icos=«), 


2\2.4       ^'        "       ^2.4       y 


et  en   général  , 

/ 


dcûsinwcos'^'^'^'^a         tt 
MN =  -<=os^"« 


{\--nh.\4 A*. — -—  etcA 

\  "   '  2  2.4  / 


/^ 
n 


du  sîn  0 

MN  cos  » 
t?»  sin  6) 


MN  cos^* 


2cos€'cos«  * 

ô^s 7-  (i  cos'C  +  i  cos'*»)  , 

2C0S'^teC0S^«e  '  ' 


et   en  général, 

du  sin  ô» 
MN  cos'"-^'«  ~  côs^"-+-^? 


/^ 


1 r 


du  sin  &)  cos''""+''« 

MN 


CASE  III. 


Mêmes  dénominations  et  limites  que  dans  les  cases  I  et  IL 


Ain  ^    rMJSdu  cosu 
"  J       sin""-+-'«      *■ 


A° 
A» 

A4 


=  -  (sin  S  —  sin  a)", 

îT  (sin  ^  —  sin  »Y 

4sin  «  sin  Ç      ' 
7r  (sin"? —  sin*»)* 
i6sia^«»sin^S'      ' 


SUPPLÉMENT. 


^7 


A' 


et  en  général, 

r/j»sinÇ   /i         n  —  2,     ij_3    ,   n  —  2.n — 3,^    1.3.5 
4.6 


^ 5rA*  sin  Ç    /  1         n  —  :^  ,     X  .^       " '•"-  —  ^  7 . 

~  4sin*'*-V  \4  ï         *4T6'*'  1.2  '4.6.8 


—  etc.Y 


=/ 


MNdûi  sin  « 


cos'"^'» 


B> 
B* 


-  (C0S«f  —  cos^% 

4 

9r  (C0S«  —  COS  Cy 

4cos<«cosS'         * 

7r(c0S='<«—  COS"^^    . 
.   l6c08^«COS^«         * 


et  en  général , 

Trh^cosd   /i       71  —  2,     1.3   ,  n  —  2.7t — 3,,    1.3.5 


B 


Trh"- cosu   /i       72  —  2,     1.3      n  —  a.  n — 3^^    i  -3.5 \ 

'^4cos— ^CU""""^      4-6"^  i.a         ^'4.6.8       ^^'^V' 


C»  =  /MNd«  00s  «  sia'''»-^*  , 


^,         iT  (sin  Ç  —  sin  «)* 
4sin'*sinC       * 

C*  =  ^  (sin  e  —  sin  «)* , 
4 

Cf  =  -^  (sin*S  —  sin»«)% 
10 


€*"=  sin»»-'»  sin»"-'Ç  .  A^". 


J  COS» 


MNr?» 


,2n-(-i„  » 


D»  =  ^Ci-.cosCe-«)], 


EXERCICES  DE  CALCUL  INTEGRAL. 


4sii)<«sin?    * 
D^  =  D>  4-  A^ 


3[)an__    D^B-a    ^    ^2» 


/•     JV 
-r— 


MNJa. 


C08'-""^'«  ' 


K'"=  K'^"-»  +  B' 


M.'Nda  sin*»-'*» 


COSAI 


H'^  =  -  (cos*  —  cos^*, 
a 

H4  =  H"  —  O, 


TTan JJîn— a    __    /^c» 


CASE  IV. 


Dénom' 


M  et  N  comme  dans  la  case  L 
Limites  des  intégrales,  idem. 

y  angle  auxiliaire  tel  que  cos  y  = 

11*   j  1  sin  y 

Module  c  =  -~5. 
sm  6 


cos  C 
cos«' 


plement  o  = î^. 

^  tang  C 


Son  com 


SUPPLEMENT. 
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f. 
h 


rs^'^^) 


cia) 

MN         cos  tt,  sin  ' 

^?fL_  =  i F'fc')  + 

MN  sin^ft»         cos  <«  £in  Ç     ^  sin  V,  sin 


cos  oc 


E'(0, 


/;__^_  ^  _JL_  r^  (, + A^cot^«)-  I  ^  =  ? 

Connaissant  les  deux  premiers  termes   /  -^  =  F'(c)  ,  /Ac?4)  =  E'(c),  on  con- 
naîtra en  général  l'intégrale  fA'^'''^'d<p  par  la  formule 


CASE  V. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  IV. 


/d<»     
MN   ~  c( 


F'(0, 


MN  cos*  sin^ 

± = L__  FYc-)4.      ''"^-E-Cc) 

MN  cos^c»        cos  «  sm  I?      ^  '       cos  «  cos'^b      ^  ' 


jMNcos'"«        cos«sm?J     A    ^    ^  ^    ^ 


f  <?  =  o 
1   ^  =  Itt. 


Ces  formules  se  développent  comme   celles  de  la  case   précédente,   et  on 
peut  les  exprimer  toutes  par  les  deux  fonctions  complètes  F'(c) ,  E'(c). 


CASE  VI. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  IV. 


/du    __ 
MN  ~ 

/ 


MN  cos«  sin  S 

du  sin^û)  sinV 

MN  cosasinS 


F'(c)  , 


n-  (—  c^'cos»  « ,  c)  =  — -^  F'  4.  E>F(^  —  F'E(.°) , 


4o 


EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL: 


/ 


MN" 


sin^« 


—r-^  (i  +  sm'u  +  sin'^^  n'  (—  c''  cos^«,  c) 


acos 

sin  Ê'sin^'a 
âcosw 


F-(c)-^ilLi^lE'(c), 


/ 


MN  "" 


sin 

COSo! 


</<^ 


•c*  cos'^* sin^f^)' 


f  <^  =  o 


Pour  effectuer  les   réductions,    soit  i+nsin»^  =  D,    on   aura  en  général 
la  formule 


am— 5  ^^  Z'  ^j_ 


Ainsi   en  partant  des  trois  premiers  termes  connus , 

/^=n'(„,  c),. 

on  déterminera  généralement  l'intégrale  J^-^  prise  entre  les  limites  ^  =  o  , 

COROLLAIRES, 

/M    ,                  sin'<«            ,  ,  sinV 

j^  da,  = r— sn'(— C'^COS'*,   c) !l!Ll_  FYc^ 
N             cos<«smf      ^                  '     ^        costtsinS      ^^  ' 

fu'^^^  F'(c)  E(c,  0  -  E'(c)  F(c,  0 , 

r__f?fii!LfL__    _   1        /i+sing\  r  „ 

y  1/  (sin"?  —  sin''*.)         '="  «^  Vi  —  sin ?y  '  \   ^ 

/*        c?ft>  sin-^ft)  1  +sin''g       /i+sinfN 
i/Csin'^ç-sin^^.)  -     4     "^V7:=:;m?y  ""  ^  '^''^• 

Les  deux  dernières  se  vérifient  par  l'intégration  directe,   en  faisant, 

ces  ? 


=  o 


cos#  = 


cos<|>' 


CASE 


SUPPLEMENT. 


4i 


CASE  VII. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  IV. 


/end  en 
MN  ~ 


'  enden 

MN         acosofsinb 
endm  5r(sin  et  —  sin  ?) 


MNsin»* 

uden 


F(c,   0. 


+ 


2sm'"'«sin< 
îr(sin^  —  sin«)' 


2cos«sino 


MN5in+4» 


F(c,  0  +  -r-i— —  E(c.C), 
asinV  sin  o 

a    sin'^of-f- sin"^4- •'=in^«sin^o  /*     udai 

"^  '  ■  sinWn^C  J  MNsin^'I 

Vsïr??       J    MN' 

En  général,  si  on  désigne  par  Z'"  l'intégrale  /  „  J  .^  .    ,  on  aura  cette  for- 

J  MINsm'"<y 


i2Sin«sm^b  "  sm 

j    1  -f"  sin'^«c  +  sin'C  p  endca 

^  '        sin 


mule  de  réduction 


(2/1  -f  i)siaVsin'«  Z'"+»  =  2n(sin'«  +  sin'^+  sin"«sin'C)  Z'" 

—  (271 — 0(i +sinV-f  sin'^5)Z"'-» 
-f  (271  —  2)  Z'"-4  —  A^", 

»  o-    /  1.-     -       ,       rMNdeu  cos  «     ,        ,        -  7        ,     ,        , 

A^"  étant  Imtegrale    f  — -. — -r- ,  dont  la  valeur  est  donnée  dans  la  case  III. 


COROLLAIRES. 


/(l  —  4»  C0t<»)f?<wC0S«   5r  TTCOS^^        /i+sinC\ 

sin^«\/(sin^^^^in'^  ~  4sin^  ~  8sin^  ^\i— sin^y  ' 

/'  da  ■X 

(  1  «  COt  »)   -r-^   =     7  , 


a)C?<a  COS  ô» 


V^(sin^â)  —  sin'^a)  2sin« 


(i  — tangi«). 


f  «  =  o 

l  •  =  ? 

f  «  =  o 

l  *  =  i 

J  «  =  (« 

1  «  =  ^ 


CASE  VIII. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  IV. 


^F(c,  O 


/ù>deû 
MN   ~ 

/•      uda  9r(cOS«  —  COS  te)* 

MNcOS^a»  12C0S^<«C0S'o 


ù>deû 

MN         2Cos«  sm 

eodei)  «-(COS^ —  COS«)      ,  5r  „,       ^ 

MNcos^ft»  2COS*«cosC  2COs<«sinf     <  >    JT 


îrSino 


--iE(c,  iT) , 

2COS«eCOS  te       ^  '  ' 

COS'«  -f-  COS^P  4-  COS^«CO.S*te  r      uda 


1   -)-  COs*«  -f-  COS^b 


cos'«  cos'C 

Oïdii 


J  MN 


cos> 


/Oïdii 
MN' 
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En  général ,  si  on  désigne  par  U*"  Tintéerale    /  vttt? .  on  aura  cette  for- 

mule  de  réduction  : 

(2n+i)cos''«cos''?.  U*'*-+-^=  sn(cosV  -f-  cos'^C  -+-  cos=«  cos'^O  U"» 

—  (271  —  1  )  (i  +  cos=^«  -f-  cos'^  U'"-" 
+  (2re  —  2  )  U"'-^  +  B^», 

■no»  '          1».      »       1       /*MNc?<»  vsin  a      -        ,         ,  ,         ,     •■        i  ,,, 

B*"  étant  1  intégrale   /  --— —  ,  dont  la  valeur  est  donnée  dans  la  case  IIL 

°  J  COS'"'+''« 

COROLLAIRES. 

/*                 ada                   ?r  /i-f-sinSV 

sinaV^(sin'^C — sin^«)       4sin€'       \i — sinC/  t  a  •=.  o 

/*  adoi  s'inu  5r(l — COS^  *  \    u  z=z  Z 

C06'*»]/(sin'o — sin^«)  2cos'''S 


CASE  IX. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  lY. 


/uda   îT  -pf      t\ 

MN  ~  aco^ccûVQ  ^^'  ^  * 

— irn: —  = ^-7>  F(c ,  Ê) —s  n  (—  smV,  c ,  0 

M^i  2cos«sin?    ^  '    '       acoswsmf     ^  />     >    y 

—  7^(i+sin=^  — sin"«),     . 
4 

/adcû^m^iù       '»',.„_       .   „  V    .    îT    2 — cos*(isCOS*C_,      -,       ar  .    ^ 

-— -— r=-(sin^?— sm=«)  +  -.  :_^_F(c,^— -cos*sinÇE(c,  O 
MN          8                            4       cos  «  sin  Ç  '  '     4  ^  >    -^ 

—  -7— — ~s  (1  +  sin''?  4-  sin^«)  n  ( —  sin* y,  c  ,  C\ 
4cos«sm(o  ^  ^      ^  '  >     >     / 

—  ^  (1  +  sin^?+  sin"»)  ^  (1  +  sin^^f  —  sin"«). 
En  gênerai  soit  Y  '  =  /   — vriy —  ,  on  aura  la  formule  de  réduction  : 

2»Y="+'=(27i— i)(i4-sin'*«4-sin^?)V*"— (271— 2)(sin*«-f-sin*?+sin^«sin'^V'*~^. 
+  (271  —  3)  sin»«  sin"?  Y''-^  —  C^"  , 

C^"  étant    l'intégrale  /MNc?<acos<a  sin^"~^«,  dont  la  yaleur  est  donnée  dans 
la  case   IIF. 

I        Nota.  La  fonction  n( — sinV;  c,  Q)  et  la  fonction  n( — c^'cosV,  c,  €), 


SUPPLEMENT. 


45 


qui   entre   pour  sa  valeur   complète   dans   les    formules  de  la  case  YI,   ont 
entre  elles  la  relation  suivante ,  tirée  de  la  formule  de  l'article  5a  , 

sin"«n( — c^cos"«,  c,  S)  -f  cos'f  n  ( — sinV,  c,  (?) 

sin'-y  sin'y  cos  te       /i -f.  sin'^ — sin'as\ 

""  sin'C    ^^'    ^  asinC     °^  \i  —  sin^'b  +  sinW' 


2sm' 
COROLLAIRES. 


/ 


TTCOS"^ 


^     rtf       ••»/«»         '.Ni         TTCOS-^b  ,  .  ^ 

4  2cos«smb      ^  f  )      >    y 


I   j=  ad»  •=z  —  2  -^  ^'  +sin='5'— sin»«)- 


2C0S<«3inb 

îrCOS^o  ^         .  - 

n(-8mv,  c,0 


acosasin? 
,    ?rC0S<«  _.       ^. 
^    2sm  S     ^   '     ''  * 


/'      udù>  sin  «  TT        /    1     \  (   a  m  o 

V/(sin'^— sin"«)  ~  â  "^  \cos  £"/  '  1  «  —  S 

/sl£  V^Cs^n'^  — sin=«)  =  ^(i+sinr)^(i+sin^+^(i-.sin^^(i-.sinO  , 

juda  sin  û>  J/  (  sin=?  —  sin'û»  )  =  ^  sin^o  —  y  cos='f  oZ?'(^— r^  ) , 


V/(«n^te  —  sin^ûi)         4  cosS^       8  ' 


/ado)  cos  a  X        nr      \  \ 

-rrr—^ r-^r\  =^'»-o6  (i  +C0S«), 
^(sm*«  —  sm*«)  ^  '' 

/udat  cos«  ,        -, 

sino) 


CASE  X. 


Dénominations. 


M  et  N  comme  ci-dessus, 

jcos«  \i— sm»/ 

sin  « 


module  c  = 


lin  S* 


Limites  des  intégr,     »  =:  «,     #  =  Ç. 


/ 
/ 


f2j«  COSâi 

MN 
Î2t2«  cos  « 


2sin  C 


MN  5in»«        aàin«  sm  C  "^  2sia»«  sin?  ^^^'  ^      2sin"«  sm?  ^^'^  '  ^  ' 


44^  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL.^ 


/Sldai  COS  a  ^     sinV  +  sin'o    rudmcosa  1  r 


Cidoû  cos  u 


1 2sin''(»  bin'^ô 

'  £2rZâ;  cos  a 


En  général ,  soit  P^"  =   /  —  J"  •' — ^  ,  on  aura  cette  formule  de  réduction  i 

°  J    MNsin'"*  ' 

(271  +  i)sin=«sin»f  .P^"+*  =  2n(sinV  +  sin=r)P'«—  (s/i  —  i)P="-*  —D*", 
D*"   étant  l'intégrale   / r---7--,  dont  la  valeur  est  donnée  dans  la  case  ÏII. 


COROLLAIRES. 


/nda  cos  a     N  ?rsin^       7r(sin='i? — sin''«)  _         ^         wsin  g  ^ 

sin''»       *M       2sia«e  asinVsinf  '  2sin'«        * 

/nc?a>  cos  a      M «-sin*  '*'       17/'       (fN 

sin'^      •  N  ~  ""  iïïïï^  "^  ^^  ^^^'  ^  ' 

J  V/Csin"*— sin*«)       2      ^        -"  l  a  z=  z 

/^du  .  -jr  ?r 

-r-T-  l/(sin"«  — sin'^rt)  =  —  -  sin  «  4-  -  EYsin  «) , 

/*         Q.da  cos  «  TT^^  C   a  =  O 

sina)^(j,[n'C — sin*«)        a  '  sin^  *  |  »  =  ff 

/•  (ft  —  sin»)  J«cos»  w       .^         ,    -        _. 

~:-T y.  ■  o^ :— r-^  =  -v   •   ,;b  (s  —  sin  fe  COSb)  , 

/nda Tt^  f  4)=  o 

sin»        4  *  l   «  =  i 

^    \  sin  «         /  sin*»        8  ' 


CASE  XI. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  précédente. 


/Q.da)  cos  u  "^        T<e        t'\ 

"MN-  =rsi^^^"'^^' 

/Cldu  cos  »  sin'ô»         tf  ,  a^       v  .   ^    ,      ~        ie        „  ^ 
j^jj^^ =  -(i— cos«cosr)4--smfF(c,  €)— -  sinffE(c,  f)  > 

/n(^<y  cos  û)  sin<<u  ît  /=Na   ,   2  /  •  s     i    •   ,*s   /'fif?*  cos»  sin*« 
j^jy =  — (cos«— cos5)'-f-f(sm'«+sm='0y  ■ 

— -J  sm  «sin  te  1   - 


MN 
'Î2r/«cns(» 


MN 
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nda  cos  a  sin'"* 

-  ,     on    aura 


En  général,  si  on  désigne  par  Q""  l'intégrale  /   ^-^ 

cette  formule  de  réduction  : 

(2n-|-0Q*"+^  =  37z(sinV+sin*te)Q="  —  (2/1— Osin»«  sin»ÇQ="-*  +  H*», 

H*"  étant  Iintéerale    /   — ,   dont  la   valeur   est  donnée  dans  la 

°         J  cos  a 

case  III. 

COROLLAIRES. 

/adacosa.—^  =  —   -(1 — COS «cos^  4--sin ?E(c,  C)  , 
Ma  2 

/*    7              M        T  ,                     ^.   ,    7r(sin=o — sinV)            _          tt   .   »  ^ 

ildacosa  .zr^  =  -  (l — coSrtCOsSi)-^ T—:z F(c,  6) sinbErc,  <o)  , 
N        2                                      asm*»            ^  '    y       2 

/'£2rf«8infticosfti  îT  ^.  f   «  ==  O 

■— — ^ : r= -j E'(sin«j, 

^(ftin'^*  — sin"«)  2^2       ^         ^* 

fnd<» \/(sin^ù>  —  sinV)  =  -  +  -  cos'«F'(sîn  «) — -E'(sin«),        {   *  H  * 

/ado)            /  .  „          sin''  u\         TT  ^  .     . 

— -— : — 7  {  sin°« r-— -   )  =  -  (  1  —  sin«). 
^(sin"a» — sin'«)\                sin^«/         2  ""  ' 


CASE  XII. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  X. 


/•    i2c?«        ;r(sin'«cos''?-f-sin'?cos'«)        cos=«-|-cos''^-f-cos*<«cos''o  Z'   nda 
MIScos^w  8co8^«cos''C  2cos''«  cos''?  J  MiN'cos» 

—  T-^^s — —  F(c,0 :: — z —  E(c,  C). 

4sm£iCos^«  ^coà'^u  cos"* 

En   général,   si    on  désigne  par  T"""^'  l'intégrale    1  mr— — rrJTT- 1    on  aura 
*^  °       ^  °        J  Mrs  cos^"-^'* 

cette  formule  de   réduction  : 

a7îcos'<«cos''ÇT"+'  =  (an  —  1)  (cosV-t-  cos't  +  cosVcos-w)T'"-' 

— (an— 2)(i +cos»«-|- co5=^S)T^"^3_j.  (•2„_3-)X=»-5^B''', 

•r,.     ,           1.-     .       1      /^MNc?»  sin  6)     ,        ,        ,  1,11  «T 

B""  étant  1  integvale    /  -r- —  ,  dont  la  valeur  est  donnée  dans  la  case  III. 

°         J        cos""'"'* 
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EXERCICES  DE  CALCUL  INTEGRAL. 


COROLLAIRES. 


nda)  i 


2COS  ^        \COS^/* 


cos  a  i/(sin^S' —  sin^a) 


os'*^      \cos^/* 


«  =  o 
a  =  5 


CASE  XIII. 


Dénom. 


P  =  \/(cos'û> — cosV)  , 


C. . .  .    cos  o  =  cos»  cos  y, 


Angles  auxiliaires 


sin«       .    ^       tangy 

.  tans ô  =  sin y  cot « ,  cos6r=-r-5,,  sinfl  =  - s, 

°  *  sinb  tanefe. 


tang 

tang  y         .  .sin  y  tang  « 

A. . ,  tang  A  =     .  "     ,     sin  A  =  -i—s-,  cosA  = z^. 

°  -"-    '  sin^'  tang  5 


sin' 
.sin  y 
sin  a    '  sin 

Limites  des  intégrales...   »  =  o,     »  =  y< 


/««a  sin  a  COS  <a    ô 
PQ          "~  c^' 
/^û;  sin  a  cos'<w        /  i  +  cos'^^N  .        sin  a,  sin  y 
PQ           ~  \~cos^«    y  2côs^  ' 


PQ 

et  en  général  , 
*doù  sin  a  cos'""*"**» 


/-. 


PQ 


=  — — --  WCi  —  sin'^cos^^^y. 


f  4/  =  O 

w  =  « 


Toutes  ces  intégrales  s'expriment  au  moyen  de  l'angle  ô  ^  toutes  les  suivantes 
s'expriment  au  moyen  de  l'angle  x. 


A 


dM  sin  a 


PQ  cos  «        cos  y 

/'fZiasinâ)     /i-l-cos*^\  sin  «sin  y 

PQ  cos^  <B         \    acosV    /  2co5^y    ' 


et  en  général , 
dsisma 


A 


PQcoa*"-^'»         cos'"-^'y 


:—-  fd<p{i  — sin'^^sin'f)». 


f  ?  =  o 


De   cette  dernière  formule  on  déduit  les  deux  suivantes,  en  faisant  c=sinC 
et    y^{,i  —  c' sin''(p)  =  A  ; 


SUPPLÉMENT. 
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A 


/rfii<sinii»cos"'â»  r  da> 


J  COS"<i 


c?« 


COROLLAIRES 
I 


/(/<usin  <v 


=  F(C,A), 


o 

AI   =   y 


h 


=  r7:rE(c,  A), 


P(^co&"<w         cos*y 

/daûn  uco?^cù  1       ^,        ^         sin^siny 
p77 =  77JI  E(c,  A)  — 


PQ 

dû) 


cosses 


— ; 7^-. ^— X  =  T  E'(siny)  , 

COs''<i)\/(sin"y — sin^«)  cos^y 

A 


^(siii^y —  sin''«) 


=  E'(siny). 


CASE  xiy. 


Dénominat.  et  limites  comme  dans  la  case  précédente. 


Module  c  =  ^. 

sinb 


A 
A 


PQ  sin  S   ^^  > 


cici 


=  ^  F.(c) 


Pt^cos'^â»         sin  S 
et   en   général , 


sin? 
cos^'y 


E'(c), 


PQcO!>'''w         sin  b  cos*''y  J     A  '  ''   ' 


^  =  O 


intégrale  qui  pourra  toujours  s'exprimer  au  moyen  des  deux  fonctions  com- 
plètes F'(c),   E'(r). 

De  la  même  formule  on   tire 
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EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


/ 


dûû  cos^d»         cosV 


et  en  général, 
'dacos^'^u        cos' 


/rf<4)  cos'"'<i;  cos^^y    r  d<f> 

P(^        ~    siaS  J  A(i— sinVin'<p)"  ' 


1   <P  =  l'f 


intégrale  qu'il  sera  toujours  possible  d'exprimer  au  moyen  des  trois  fonction» 
complètes  F'(c),  E'(c)  ,  n'( — sinV,  0-  D'ailleurs  puisque  sinV  =  c^sin"?  , 
la  troisième  fonction  se  réduit  aux  fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième 
espèce,   par  la  formule  du  n°  io5,  qui  donne 

n'(-sinV.  0  =  F'(c)  +  -^[F'(c)E(c,  0  -E'(c)F(c,  .0]- 

cob  y 


CASE  XV. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  XIII. 


Intégrales  T  et  V  prises  entre  les  limites  «=0,   a  =  y. 

(  1  —  a  C0t«)  da  COt  a 


"Jvi^ 


[siii'y  —  sin^*)  .  v/(  i  —  co»""*  cos^a)  * 

y  _  r ^ . 

J  \/(sia'^y  —  sin''*)  .   \/(  i  — cos'^*  cos'^*») 
Intégrales  T'  et  V  prises  entre  les  limites  «  =  o  ,    •  =  «s. 


J  sin*« 


(Î2  —  sin  a^dai  C0S<y 


*«H/Çsin*<«  —  sin'^») .  |/(i  —  cosV  cos^»)  ' 
,         P  Qdai  cos  *  ' 

J  ]/(sin'«j  —  sin''*')  7\/{  i  —  cos'y  côs^" 

Ces  quatre    intégrales    se   réduisent   aux  suivantes,    qui    ont    pour    limites 


T  ==  -r 

r  = 


sm  «  sm  y 
sin 


sin^a  sin^y 


—  fpdç  ^/(sin^A  —  sln*<p)  , 

fdi^  —  <py?'l/(sin^A  ^  sin^f  )  , 


sin  S  J    v/(sin°A  —  sin"*?)  ' 
sin  ^J 


|/(sin^A  —  sin'^ip)' 


II 


SUPPLÉMENT. 
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Il  résulte  de  ces  expressions  les  deux  formules  : 

T  +  T'=  -II^HÎ—  /f/<pi/(sin^A— sin'®)  , 

lesquelles    peuvent   être   exprimées  en  fonctions   elliptiques   dont  le    module 


c  =3  sinA  z=  -: — i     de  la   manière  suivante  , 
sin  £  ' 


T  +  T-  =  -^^  E(c,  ê) 


2Sin"«  sm"y 


F(c,  Ç)  — 


2  gin  te  sin^y 


2  sin'^« 


V  +  Y'  = 


2sini 


F(c,  0. 


COROLLAIRES.  / 

Des  valeurs  de   T -f  T'  et  V  +  Y',   on  déduit,  en  faisant  v=:«,  et  par 
suite  ,    cos  S  =  cosV  ,   c  =  -: — ^  ,  les   deux  formules  suivantes  : 


sin^ 

(41+  Î2  C0S»)rf6>  "^  T?/"  /*\ 

\/(cos^<y  —  cos'^a)  .1/(1 —  cos^«  cos'»)  2sin^     ^  '    ^  ' 
(^n  —  a  cosa^dacos  a  Trsin" 


sïir'aiy  (cos^<i) — cos''«) .  \/(i — cos^«cos*i»))      asinV 


E(c,  e 


5rC0S^«s     _,       _^         ?rCOS« 
— : — i,F(c,  b) :— . 

2âin«sino  2sui"(« 

Des  valeurs  de   T  et  T'  on  déduit  encore   les   deux  formules 

«5C0t« 1 


/*      (1  —  acot«)rfû>         iw 
sin  «  1/  (  T  —  cos  V  cos'a»)        1  -{-  cos  «e 
/*  (n  —  sin«)c?&)  cosœ) 
si 


sin*cy  ^/(sin^«  — sin^w) 


1  —  «  cot  et 

sines 


CASE  XYI. 


ÎM  et  N  comme  dans  la   case  I. 
■n/r   j  1              .y          sinV\      ,        ?in  « 
Module  c  =:  l/(  1 ^ — 5  ) ,  Z>  =-^ — -, 
•^  \          sin  fe.  /  '  sin  S 

Limites  des  intégrales  ,    «  =  «  ,     &>  =  ^. 


/ 
/ 


MN      ""  8inf      ^  ''' 
rf«  cos  ff  sin*« 


MN 


sin  o  E'(c) , 


^. 


5o  EXERCICES  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


^^ =  sin— '?/A— '  d(p  , 


/ 

/*da)Cosrû   i        r'd<p  ^  t? 

/'rfjcosa   1         r  dp     1  r  it-ij 


?    =    ÏÎT 


MNcosw        sinfcoâ"?      ^         5     >     .^  * 


/*      </a>         1  r d^  /■  <p  =  o 

MN  cos='"-'o  ~"  sinbcoû'"o7  ^  (i  -j- c^  tan^'Q  sin^ç)"-'  {   ip  =  i 

Toutes  ces  intégrales  peuvent  s'exprimer  par   les    trois  fonctions  complètes 

F»(c),  E'(c),  n'(c^  tangue,  c). 

Si  Ton  change  dans  ces  formules   sin«   en   cos?,    et    sinS^  en    cos<e,    ce 

•    j  111  y  /         cos'^éX      -        cos  C 

qui  donne  pour   c  et  o  Jes  valeurs   c  =  1/  {  i — •  ]  ,   b  = ,     ou  , 

^  ^  ■  \         cos*«/  cos« 

suivant  les  dénominations  de  la  case  IV,    c=siny,   6  =  cos  y,   on   aura  les 
trois  formules  générales  qui  suivent  : 


/c?ysin«  cos°"ffl  „„,/.a»«i»  (  a  =  o 

MN  J  Y  »  \  ç,  z=  -^ 


_d^,ûn^_..^  1 r^»„-i^ 

MN  cos="£a         cos  et  cos'^o  ■'  ^  * 


r     da       1 r 

J  MN sin="-'û>         cosetsin'"'uJ  A(^i 


d(p 


-f  c»cot^««sin''f)" 


Toutes  ces  intégrales  peuvent  donc  encore  s'exprimer  par  les  trois  fonctions 
complètes    F'(c),  E'(c),  n'Cc^cot''*,  c). 


SuFPLÉMENT  à  /'Errata  des  Exercices  de  Calcul  intégral. 


Pag: 


Lignes. 


3o 

Fin 

de  la  page. 

65 

i3 
14 

92 

7 

93 

V 

ers  la  fin. 

104 

sa 

11 1 

22 

ii3 

8 

10 

114 


334 
339 
354 

355 


17 


Vers  la  En. 

19 
Ayant  dern. 

28   - 


CORRECTIONS    ET    ADDITIONS. 


(i-V/3)i/(iv/3),  /wez  (V/3— l)v/(i^/3). 

C0t23.— jT-,    WeZ     2COt20.— 7T-. 

1    ^  c?E'      ,.  a      rfE' 

sina^*'  c?ô  '     "^^  sinaô"  c?ô  " 
c°^si|i>°^,   lisez   c°^sin2(p°i 
*",  i//iez   *'. 
G  et  G'  ,   //5ez  G  et  G'. 
E(c,  ^);  lisez  F(c,   (p). 
art.   7S,  lisez  art.  79. 
Ajoutez  La  valeur  de  E'(c)  peut  se  mettre  plus  simplement 

sous  la  forme  E'(c)=i6^(i  +  iy)F'(c)-f  ^Z  4 


EK0=r-T7rV/ 


Ajoutez  lia  valeur  de   E'(c)   se  réduit  encore  à   la  forme 
!T     1        /h 

Fi)=^. ^ .E'(c)=^     '"^^'' 

cos  î^V^(co?/t*) 

f/x  ,  lisez  dip.  -i^ 

précédent ,  lisez  suivant. 


r  y^  y  de  sorte  qu'on  a  directement 

COS^  jft. 

y  (cos  fc) 


i  A^' Vri 


'J 


r^  ^ 


y-/ 


>»'■  /Û 


û_ -^ 


^ 


,  ,.,;4,^7t. 


•/ 


x.-i  -z 


^-   -Uk^ 


y.-2_  '■--  ç^  r  .  > 


j/^A.*"'^---:- 1 


/ 


M\     f-    -JZ2 


A 


^^/^   *:^  ^-  ^-r-^  -^      ^;^<fi  ^a"'^-  ^^^i-^^)  . 
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